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I. 

Feber  Newton's  Methode  zur  Beschreibunp:  eines 
Kegelschnitts,  welcher  durch  vier  gegebene  Punkte 
geht  und  eine  der  Lage  nach  gegebene  gerade 

Linie  beriihrt. 

Von 

Johann  August  Gruner! 


In  dem  onaterblidien  Werke,  in  welchem  Newton  ma  die  Grand- 
Ii^en  des  Weltsystems  aufgedeckt  bat,  ist  von  demselben  anch  der 
Besehrelbung  von  Eegelscbnitten,  welche  dnrch  gegebene  Punkte  gehen 
und  der  Lage  nach  gegebene  gerade  Linien  berflhron,  besondere  Anf- 
merksamkeit  gewidmet  worden,  und  ich  beabsichtige,  in  einer  Reihe 
von  Abhandlungen  die  Leser  dieser  Zeitschrift  mit  den  von  Newton 
nr  Lösung  der  betreffenden  Aufgaben  gegebenen  schönen  Coustruc- 
tionen,  welchen,  wie  es  mir  scheint,  bisiier  bei  Weitem  nicht  Beach- 
tnng  genug  gescheokt  worden  ist,  näher  bekannt  zu  madien. 

Zuerst  wird  sich  die  yorliegende  Abhandlung  mit  der  Beschrei- 
bang  eines  Kegelschnitts  beschsitigcn,  welcher  durch  vier  g^ebene 
Punkte  gehen  und  eine  der  Lage  nach  gegebene  gerade  Linie  be- 
itthren  soll. 

In  seiner  Bearbeitung  der  Salnion 'sehen  Analytischen 
Geometrie  der  Kogelsclniitte.  (Leipzig.  1  S()0.).  S.  588. 
sagt  Herr  W.  Fiedler  von  dieser  Aufgabe:  „Vier  1' unkte  und 
eine  Tangente.  Wir  haben  eine  Methode  zur  Auflösung  dieser 
Aufgabe  bereits  im  Art.  416  bezeichnet  und  erinnern,  dass  der  Be- 
rQhrungspunkt  der  gegebenen  Tangente,  dessen  Bestimmung  die  Anf- 

Teil  LXV.  1 
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Oruntrt:  Uiber  Newton'*  Merode 


gäbe  lösen  würde*),  Brcunpunkt  einer  Involution  ist,  welche  von  den 
Gegenscitenpnarcn  des  gegebenen  Vierecks  in  ihr  bestimmt  wird. 
Die  Aufgabe  bat  zwei  Auflösungen,  eine  Construction  durcli  lineare 
Operationen  allein  ist  nicht  zu  erwarten."**)  Kli  gestehe,  dass 
mir  diese  letztere  Bemerkung  nicht  recht  verständlich  ist  und  etwas 
voreilig  oder  unüberlegt  zu  sein  scheint.  Verstehe  ich  aber  dieselbe 
recht,  so  muss  ich  —  jede  Auikiarung  übrigens  gern  acceptirend  — 
annehmen,  dass  Herr  Fiedler  von  Newtou's  borähmtem  und 
wahrhaft  unsterblichem  Werke,  als  er  obige  Bemerkung  niedersdiiieb, 
gar  k^e  nähere  Kenntniss  gdiabt  hat  Denn  die  von  Newton  ge- 
gebene Conatraction  nimmt  in  der  Tat  nur  lineare  Operationen  in 
Ansprach,  wenigstens  solche,  von  denen  bei  Lösungen 
von  Aufgaben  ttber  die  Beschreibung  von  gewissen  Be- 
dingungen entsprechenden  Kegelschnitten,  die  keine 
örganischeu  sind,  Oberhaupt  nur  die  Bede  sein  kann. 

Ob  ferner,  wenn  Herr  Fiedler  am  obigen  Orte  sagt:  „Die 
Aufgabe  hat  zwei  Auflösungen",  damit  gesagt  sein  soll,  dass 
die  Aufgabe  immer  wirklich  zwei  Auflösungen  zulasse,  muss  ich  da- 
hin gestellt  sein  -lassen,  glaube  aber  —  indem  ich  auf  m^e  vorher- 
gehende Abhandlung  verweise  —  dass  wenigstens  eme  vorsichti- 
gere Ausdrucksweise  wohl  anzuraten  gewesen  sein  möchte. 


§.  1. 

Xek  will  in  diesem  Paragraphen  zuerst  einen  übrigens  sdiOA  be- 
kannten allgemeinen  Satz  von  den  Kegelschnitten  analytisch  in  völli- 
ge Allgemeinheit  beweisen,  der  zwar  zu  der  Aufgabe,  mit  der  wir 
uns  laßt  beschäftigen  wollen,  nicht  in  unmittelbarer  Beziehung  steht, 
der  aber  von  den  Commentatoren  des  berühmten  Newton'schen  Werks 
bei  dem  Beweise  eines  anderen  merkwürdigen  Satzes  von  den  Kegel- 
schnitten, auf  dem  die  Auflösung  der  in  Rede  stehenden  Aufgabe 
vorzüglich  beruhet,  in  Anwendung  gebracht  worden  ist,  in  einer  Weise 
jedoch,  die  mir  weitläufig  und  selbst  nicht  allgemein  genug  zu  sein 
scheint,  weshalb  ich  auch  im  Folgenden  von  dieser  Beweisführung 
keinen  Gebrauch  gemacht  habe. 


*)  natürlich. 

**)  In  der  zweiten  Ausgabe  (Leipzig.  1866.  S.  574.)  des  genannten  Werks 
lauten  diese  letzteren,  hier  durch  grössere  Schrift  ausgezeichnctcu  Worte,  auf 
die  C8  hier  allein  ankommt,  in  wenig  anderer  Fassung  wie  folgt:  „Weil 
zwei  Auflösungen  dem  Problem  cntspreckeu,  so  kann  eine 
lineare  Constmetion  fflr  daeaelbe  nieht  erwartet  werden." 
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Die  Gleichimg  eines  EegelBcbiiiUs  in  rechtwinkligen  Coordinaten 

86i  t 

Ein  beliebiger  Punkt  sei  (fg).  Setzt  man: 
80  wird  die  Oleichnng  des  Kegelschnitts: 

und  folglich,  wenn  man  der  Kttrze  wcgon: 

»  =  5, 
«  — C, 
S)  -  Af+D, 

g  -  i^^2_j_2<yif+2i;/-i-22:;^+jp 

setzt: 

«(*-/)'+©(2^-!/)'  +  2e:(a:-/)(^-p)+2SD(a:-/)+2{5(^,-^)H-g  =  0. 

Barch  den  Punkt  (fg)  lege  man  eine  beliebige  Gerade  [1],  deren 
Gleichung 

g—g  G{x—f) 

Bdn  mag,  und  bezeichne  deren  Durchschnittspunkte*)  mit  dem  Eegel- 
sehnitte  durch  (Jtr),  so  hat  man  zur  Bestimmung  der  Cooi:4niiAten 
2;  Fdie  Gleichungen: 

Y^g  «  G{X-f), 

4-2®(jc-/)+2(£(y-flf)+S  =  0, 

woraus  sich  die  Gleichung: 

(5l-|-2(56^4-S9(?2^(if-/)2+2(S)+e6?)(jr-/)+S  =  0, 
also  offenbar,  wenn  man  der  Kürze  wegen 

setzt: 


•)  Es  wird  nnj^cnommcn,  dass  <lio  Gerade  den  Kegelschnitt  icbneide,  wa» 
Uer  anch  io  Bezug  auf  Kiniges  im  Folgenden  bemerkt  wird. 

1* 
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ergiebt 

Durch  einen  zweiten  Punkt  (f'g')  lege  mau  eine  zweite  der 
ersten  Geraden  [1]  parallele  Gerade  [2],  deren  Gleichung 

sein  mag,  und  bezeichne  deren  Durchschuittspunkte  mit  dem  Kegel- 
schnitte durch  i2['¥%  so  ist  ganz  wie  vorher,  wenn  man 

«'-^ 

und 

setzt:   

Nun  lege  man  dareh  die  Pnnkte  (fg)  und  (/'jf')  eine  dritte  Ge- 
rade [3],  deren  Gleichung,  wenn  wir 


f—f 

Set269lS 

y-fir— /)  oder  y— y'« 


ist.  Bezeichnet  man  die  Durchschnittspunkte  dieser  dritten  Geraden 
[3]  mit  dem  KegelsrJinitte  durch  iA',  i'^),  so  ist,  wenn  wir 


^  ,v  ?_  .  _ 

jtfc.   j^,,  


und 

setzen,  ganz  wie  Torher: 
und 
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Bezeichnen  wir  nun  die  Entfernungen  des  Punktes  (fy)  \on  den 
Dorchachnittspuiikten  der  durch  diesen  Punkt  gelegten  Geraden  [1] 
mit  dem  Kegelsclmitte  durch  P,  Q;  ferner  die  Entfernungen  des  Punk- 
tes if'g')  von  den  Durchscbnittspunkten  der  durcli  diesen  Punkt 
parallel  mit  der  Geraden  [1]  gelegten  Geraden  [  2]  mit  dem  Kegel- 
sduütto  durch  P',  Q'\  so  ist  nach  dem  Obigen  oöeubar: 

ptQt  ^(1  +  <?«)tjv«,  =  (1  -f.  G«) 

Bezeichnen  r^ir  ferner  diu  Fjitfernungen  des  Punktes  (.///)  von 
den  Durehgeliuittspuüktcn  der  (ieraden  [3]  mit  dem  Kegelschnitte 
durch  J\j  die  Entfernungen  des  Punktes  {/'(/)  von  dcnsell)cu 
Uurchschnittspuukten  durch  I\\  Q^'\  so  ist  nach  dem  Obigen  offenbar: 

JPi^Qi^  =»(14. 6?iä)«Äi^   P/«Qi'»  =  (1  +  Gi'y^i*- 

Humach  ist  also: 

Ntui  ist  aber  naeh  dem  Obigen,  weil 

S(  =  SC  =  A, 

(J  —  r  -  C; 


also: 
ilt: 


folglich: 


F  ^        und  = 
iVi»  §2^ 


und  daher  nach  dem  Obigen: 

FW*     Pi'^'Q/^  ~ 

also: 

P'    ^  Pi'  Ol' 
feilsch  nach  dem  Obigen: 
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Also  ist  Stets: 

wu  auf  den  folgendeii,  fibrigens  längst  bekannten  Satz  führt: 

Wenn  zwei  parallele  Sehnen  eines  KegelsclinittB 
von  einer  dritten  Sehne  desselben  geschnitten  werden, 
so  sind  die  Prodncte  der  Entfernungen  d'er  Dnrch- 
Bchnittspnnkte  dieser  dritten  Sehne  mit  den  beiden 
ersten  einander  parallelen  Sehnen  von  den  entspre- 
chenden Burchschnittspnnkten  der  letzteren  mit  dem 
Kegelschnitte  proportional  den  Prodncten  der  ent- 
sprechenden Entfernungen  der  Durchs  chuittspunkte 
der  beiden  parallelen  Sehnen  mit  der  dritten  dieselben 
schneidenden  Sehne  von  den  Durchschnittspnnkten  der 
letzteren  mit  dem  Kegelschnitte. 

In  Flg.  I.,  wo  die  Gerade  MN  den  Kegelschnitt  in  den  Punkten 
Ä  und     sehneidet,  ist  also: 

AB.A'jUiAC,A'C=ßB\BB":CC',CC". 

Lftsst  man  nun,  wie  in  Fig.  n.,  die  in  Fig.  I.  den  Kegelschnitt 
in  den  Punkten  A  und  A'  schneidende  Gerade  MN  in  eine  denselben 

Berührende  übergehen,  so  fallen  die  Punkte  A  und  A*  zusanmien, 
und  die  obige  Proportion  geht  in  die  Proportion 

ÄB^iÄC-^  =  BB'.ßB"iCC'.CC" 

Uber. 

Ans  diesen  Sätzen  haben,  wie  schon  oben  bemerkt,  die  Cummen- 
tatoren  der  Newton'sdien  Prhidiäen  einen  anderen  Satz  abgeleitet, 
auf  den  es  bei  der  Beschreibung  dnes  Kegelschnitts,  der  durch  vier 
gegebene  Punkte  geht  und  eine  der  Lage  nach  gegebene  Gerade  be- 
rOhrt)  eigentlich  ankommt  Ba  nur  aber  diese  Ableitung,  wie  gleich- 
Ms  schön  erinnert,  etwas  weitläufig  und  nicht  allgemein  genug  zu 
sein  sehdnt,  so  habe  ich  es  vorgezogen,  Im  folgenden  Paragraphen 
für  den  in  Bede  stehenden  Satz  einen  selbststttndigen  analytischen 
Beweis  zu  geben. 

.  §.  2. 

Die  allgemehie  Gleichung  eines  Kegelschnitts  zwischen  recht- 
winkligen Cooidinaten  sei: 

Ist  nun  ein  beliebiger  Punkt  dieses  Kegelschnitts,  so  ist 
bekanntlich  die  CQeichung  der  Bortthiendett  desselben  in  diesemPunkte: 
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Denken  wir  uns  nun  aber  diese  Berühreudo  als  Axe  der  x  an- 
geuommcu,  so  ist  ihre  Gleichung 

folglich : 

und  uehmen  wir  nim  den  Punkt  als  AnfBOg  der  Goordinaten  an, 
80  ist  I  »  0,  1}    0;  also: 

X>«0, 

folglich  die  Gleichung  des  Kegelschnitts: 

Zwei  Punkte  in  der  Berührenden,  welche  jetzt  die  Axe  der  x  ist 
mit  dem  Berührungspunkte  als  Anfjaiigspunkt.der  Goordinaten,  seien 
ifO)  und  (f'O)  \  dorch  diese  Funkte  seirä  zwei  Gerade  gezogen,  deren 
Gleichnngen  beaehnngsweise 

y  =  jr(»— /)    und   y  =  i:'(a;— /') 

sein  mögen. 

Bezeichnen  wir  den  'Durchschnittspnnkt  dieser  beiden  Creraden 
dordi  (Jrr),  so  hat  man  zur  Bestimmung  der  Goordinaten  Y  des- 
selben die  Gleichungen: 

r=ir(jr-/),  y=k'{x-/')i 

woraus  sich  leicht:  .  . 

Kf—K'f 

also: 


"K-^K'  *  K—K'  ' 


folglich: 

eigiebt;  nad  setzen  wir  also  der  Ettize  wogen  jetzt 

K—K'  *  JT— j:'  • 

so  ist: 

und  der  Durchschnittspnnkt  unserer  beiden  Geraden  kann  also  im 
Folgendon  durch  {FG)  bezeichnet  werden. 
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8  Grunert:  U«ber  Newton^ s  Methode 

Bezcicliuoii  wir  dio  Dnrcliscliinttsi)unktc  dor  durtli  deu  Punkt 
ifO)  gelegten  Geraden  mit  dem  Kegelschnitte  durch  (AjF,),  so  haben 
w  zur  Bestimmung  der  Coordinaton  die  Gleichungen: 

Setzen  mt 

80  wird  die  zweite  Gleichung,  wenn  der  Kflrze  wegen 
gesetzt  wird: 

^(J^-/)*+Äyi*+2e(j[i-/)riH-2<C(j^-/)+2«ri+i£  =  o, 

und  man  erhält  also,  wenn  luaii  in  dieser  Gleichung 
setzt,  zur  Bestimraunf  von  X, — /  dio  Gleichung 

U4-2Cir-fÄir^)(j^--/)2-f2(Si+©i:)(J!^ —/)+(£  =  o, 

mittelst  welcher  sidi,  wenn  der  Etürze  wegen 


gesetzt  wird:   

jTj— Jtf±VM«— iV, 

eigiebt. 

Bezeichnen  wir  die  Dnrchschnittspunkte  der  dnrch  den  Pnnkt 
(f'O)  gelegten  Geraden  mit  dem  Kegelschnitte  dorch  (^r/y^'),  so 
erhUt  man,  wenn  der  Kürze  wegen 

und 

gesetzt  wird,  auf  ganz  ähnliche  Art  mc  vorher : 

Hiernach  ist: 

{Xj,  -f  )»+  Fl»  -  (1+ Jf«  )  (j^  j_  y:v2-=:jv~  )a. 
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ünd  bozoidinoii  wr  also  din  Entfernungen  des  Punktes  (fO)  von 
den  beiden  Durchsclimitspunktfu  dor  durcli  ihn  jielegtcn  Geraden 
,j=zK{x  —  f)  mit  dem  Kegclsclmittc  durch  die  Entfernungen 

des  Punktes  (/"'O)  von  den  beiden  Durchsdiiiittspunktcn  der  durch 
ihn  gelegten  Geraden  y  =  K'{x  ■  -f)  mit  dem  Kegelschnitte  durch 
P',  Q' \  80  ist  nach  den  vorstühcuden  Formclu  offenbar: 

p«Q8  =(i+jr«  )»(jf +yjif»  —  iv)«(j»f  — yjif«  —N )», 

Die  Gleichung  der  durch  den  Punkt  (/O)  gelegten  Geraden 
y  —  K(x—f)  lässt  sich  offeubar  auch  auf  folgende  Art  ausdrücken: 

und  bezeichnen  wir  nun  die  Durchschidttspnnktc  dieser  Geraden  mit 
dem  Kegelschnitte  durch  (Xf)),  so  hat  man  zur  Bestimmung  der  Coor- 
diuaten  d£,  ^  die  Gleichungen: 

Setzt  man: 

so  wird  die  zweite  Gleichung: 

+2(AP+  Cö)  (3e — P) +2(B<y+  CF+E)  (S—O) 
+Xl'^+JBÖ«+2Cro+2£(?  =  0, 

also,  wenn  man 

und  der  Kürze  wegen 

setzt«  * 

(^-j-26'A'-|-i^Ä'^)(3e-i^T  +  2(2Ii  +  ©iir)(3e--F)+(5i  =  0, 
woraus  Bicb,  wenn 

gesetzt  ^wird,' 
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3e— F=  Mi±-^Mi*'-Nu 

ergiebt. 

Die  Gleichung  der  durch  den  Punkt  (f'Ö)  gelegten  Geraden 
y  ^  K'{x—f')  IftBSt  sich  aach  auf  folgende  Art  ausdrücken: 

und  wenn  man  nun  die  Pqrchschnittapunkte  dieser  Geraden  mit  dem 
Kegelschnitte  durch  (3E    )  bezeichnet,  und  der  Kttrze  wegen 

§1/  =  AF-\-  CG, 

und 

setzt,  so  erhält  man  auf  ganz  ähnliche  Art  wie  vorher! 
Hiemach  Ist: 

und  bezeichnen  wir  nun  die  Entfernungen  des  Punktes  (FG)  von  den 
Dnrchschnittspunkten  der  durch  den  Punkt  (fO)  gelegten  Geraden 
i/  =  K(x  —  f)  mit  dem  Kegelschuitto  durch  J\,  Q^;  die  Entfernungen 
des  Punktes  (FG)  von  den  Uurchschnittspunkfen  der  durch  den 
Punkt  (f'O)  gelegten  Geraden  y  =  K'{x — /')  mit  dem  Kegelschnitte 
durch  Pi\  Qi']  so  ist  ofifenbar  nach  dem  Obigen: 

Nach  allem  Vorhergehenden  ist  nun: 
also: 
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Nach  dem  Obigen  ist  aber: 


folglich 


also: 


Nun  ist  aber  uacb  dem  Obigen: 


also: 


folglich: 


oder 


/«  :/'»  -      .  P/Q/  :  P'Q'.  P,Qi, 


und  wenn  maa  die  absolttteu  Werte  von  /'  durch  (/"},  (/')  be- 
zeichnet: 

'(/)  :  (/')  -  yPQ.P/Oi'  :  yP'Q'.P,<2j, 
oder     

(/) :  (/')  -         .  V'Pi'(^/  :  yP'Q'  .  V^i  C^i- 
Bezeichnet  man  die  mittleren  ProportionaUinien 

vpq,  vp^s  ypi(2„  VÄ^^ 

zwischen 

P,         P',  Q';    P,,  Q,;    1\\  Q,' 
beziehungsweise  durch 

Ji,  n\  n„  ii,'} 

so  ist " 

wo  TJn/  und  77'17j  zwei  durch  dio  mittleren  ProportionaUinien  Uj 
und  n',       bestimmte  Kcchtccke  sind.  • 

Um  überhaupt  das  Verhfiltniss  zweier  Bechtecko 

B  «  ab,   R'  =  ab' 
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darcb  Linien  darzustellen,  nehme  man  eine  Linie  A  von  Ix  liebigcr 
Länge  au,  und  suclio  die  vierte  Proporliouallinie  x'  zu  o,  a',  k  und 
dio  vierto  FroportiouaUinie  »  zu  b'^     X\  so  ist: 

also: 

Li'  1.5! 

folglich: 

ab  :  a'd' »  s  :  a;'. 

Will  mau  also  das  Vorliältniss  Uor  Roditcckc  TlTl^,  Tl' tlurch 
Liiiieu  darstoHou,  so  nimmt  mau  eine  Linie  X  vüu  beliebiger  Länge 
au,  und  sucht  die  vierten  Proportiouallimou  L'  uud  L  zu  il,  il  ',  A. 
und  i7i,  i7^',     dann  ist: 

sogleich  nach  dem  Obigen: 

(/):(/0:i:r. 

Wenn  die  durch  den  Punkt  (/O)  gelegte  Gerade  dcu  Kcg(>lschnitt 
berührt,  die  durch  den  Punkt  (/'O)  gelegte  Gerade  ihn  schneidet,  so 
ist  r=  Q,  Pi  =  Qi  'i  also : 

oder:   

P    "}/ P'  0' 

Wenn  die  beiden  durch  die  Punkte  (/(>)  und  (/'O)  gelegten  Geraden 
den  Kegelschnitt  berühren,  SO  ist  =  /i  =»  <2i  und  P'  =  Q', 
i\'=  Öl»  also: 

p2     n  2  p2 

(/) :  (/O -i'A':  P'A  =  F'  •  ^  - 


oder: 


Warn  drei  in  den  Punkten  C  sieh  sdineidende  gerade 

Linien  AB^  BC,  CA  (Fig.  III.)  einen  Kegelschnitt  hezi^ungsweise  in 
don  Punkten  C\  A\  W  berfüiren,  so  ist: 
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A'C  A'B 


CA  '  C'B' 


imd  lüeraas: 

folglich: 

Biso:. 

oder: 


,        B'A  B'C 
C  AiC  Bz=~^i-^\ 

also  durch  Multiplication  oder  Zusammeusetzuug  dieser  Froportioneu : 

A'B  .B^CC'AiA'C,  B'A .  C'B 

A'C.  B'A .  C'B  ^  A'B .  B'C.  C  'A 
"~  A'B  MO.  CA '  A'C,B^A,C'B* 

ÄHr  •  Fe- '  'cT^  _  ZTc^  •  W2^  ■ 

A'C.  B'A. C'B    ~    A'B. B'C. CA  * 

A'B.B'C.CA  —  A'C.B'A.CB 
AB',  BCCA'  Ä  AC,  BA*.  CB'. 

§.  3. 

indem  irir  uns  zn  der  Aufgabe,  um  die  es  sich  in  dieser  Ab- 
bsadlung- handelt,  wenden,  so  bemerken  vir,  dass  Newton  (Lib.  I 
Propositio  XXIIL  Problema  XV.)  zuerst  den  Fall  betrachtet, 
wenn  (Fig.  IV.)  drei  Punkte  -4^,  A\  A^  und  in  der  ihrer  Lage 
nach  gegebenen  Geraden  MN  der  Pnnkt  A*  gegeben  sind,  und 
ein  Kegelschnitt  beschrieben  werden  soll,  welcher  durch  die  drei  ge- 
gebenen Punkte  A'\  ^1^,  gehen  und  die  ihrer  Lage  nach  gegebene 
Gerade  MM  in  dem  in  derselbeu  gegebenen  Punkte  A*  bertthren  soll. 

Wenn  wir  in  der  Figur  Fig.  L  den  Pnnkt  A^  unoidlich  nahe 
bei  dem  Punkte  A^  annehmen  und  durch  die  Punkte  A\  A^, 
A\  A^  nn%  den  durch  diese  Punkte  gehenden  Kegelschnitt  be- 
schrieben denken,  so  wird  die  Gerade  A^A*  eine  unendlich  kleine 

Sehne  desselben,  welche  in  dem  Ghrenzfidle,  wenn  nämlich  der  Punkt 
A^  mit  dem  Punkte  A^  vollständig  zusammenfällt,  in  die  den  Kegel- 
schnitt in  dem  Punkte  A-  Berührende  übergeht,  wodurch  man  nach 
der  Abhandlung  Nr.XXVIII.i.  vor.T.  unraittolbar  zu  der  fülgcuden  Be- 
schreibung des  durch  die  drei  gegebenen  Punkte  A^,  A\  A'  gcheudeu 
und  die  ihrer  Lage  nach  gegebene  Geradem  ^fN  in  dem  in  derselben 
gegebenen  Punkte  A^  berührenden  Kegelschnitts  geführt  wrd,  wobei  ich 
mich,  so  weit  es  angeht,  ganz  derselben  Bezeichnungen  wie  in  der 
genannten  Abhandlung  bedienen  werde. 


Digitized  by  Google 


14 


Oruntrts  UAir  Neiittm**  Methode 


Durch  den  pogcbciioii  Punkt  .1*  logo  mau  mit  der  gegebenen  Ge- 
raden ÄfN  die  Parallele  A^'^Ai^,  und  mit  der  gegebenen  Geradeu 
AKi-^  die  Parallele  A^-A^^.  Die  Gorado  Aj^A^^  werde  von  der  Ge- 
raden A'A^  in  B^,  diu  (nrade  Ai^Ai"^  werde  von  der  Geradeu  ^^^1^' 
in  geschnitten.  Zieht  mau  nun  eine  belieliige  der  Geradeu  ü^ü^ 
parallele  Gerado,  welche  die  Gerade  Ay^A^^  in  />',',  die  Gerado  A^^A^^ 
in  schneidet,  und  zieht  endlich  die  Geraden  A'^Bj^  und  A^B^^, 
welche  sich  in  dem  Punkte  schneiden,  so  ist  der  Punkt  ein 
Punkt  des  zu  beschreibenden  KegelschnittB,  für  welchen  sich  auf 
diese  Weise  beliebig  viele  Punkte  bestimmen  lassen,  und  dadurch  also 
der  Kegelschnitt  beschrieben  werden  kann. 

§.4. 

Ferner  wollen  wir  nun  annehmen  dass  vier  Punkte  Aj  S,  A\ 
&  und  der  Lage  nach  eine  beliebige  Gerade  MN  gegeben  seien^  und 
ein  Kegelschnitt  beschrieben  worden  solle,  welcher  durch  die  vier 
Punkte         A\  B'  geht  und  die  Gerade  MN  berührt 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  es  einen  dieser  Aufgabe 
genfigenden  Kegelschnitt  giebt,  worüber  nach  dem  in  der 
vorbeigehenden  Abhandlung  bewiesenen  Kriterium  aus  der  blossen 
Anschauung  der  vorliegenden  Figur  immer  leicht  ein  bestimmtes  Ur- 
teil gefiUlt  werden  kann,  denke  man  sieh  diesen  Kegdschnitt  wirklich 
beschrieben,  und  bezeichne  seine  Berfihrungipaikte  mit  der  gegebe- 
nen Geraden  MN  im  Allgem^nen  durch  C. 

Ziehen  wir  nun  die  beiden  Geraden  yl/i,  A'B'  und  bezeichnen 
deren  Durchschnittspuukt  mit  <7,  ihre  Dnrchschnittspunkto  mit  der 
Geraden  M\  aber  beziehungsweise  dui'ch  A',  7v  j  so  ist  nach  dem  in 
2.  bewiesenen  Satze: 

CK:  CK'^iAK,BK  .  ^A'G.B'Q  :  ^A!K\WK'  . iHÖTM 
oder: 

CKxCE*^yAK,BK,  Y^WTWg  :Vag7b&  .  ^A'K'.B'K', 

Für  die  Punkte  C  in  der  Geraden  MN  ist  also  das  Verhältuiss 
der  Entfernungen  CK  und  CK'  von  den  I)eiden  gegebenen  Punkten 
K  und  A"  in  der  Linie  MN  ein  bekanntes  oder  gegebenes,  nämlich 
das  Ycrhältniss 

YAK,BK.  YÜgTFQ  i  iAQ.BQ  .  iA!K*,B*K\ 


•)  Fig.  V.  tlicnt  zur  Erläuterung. 
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irelcbes  YerbSltnifls  durch  etomentaFe  GonstnusüoBen  immer  dnrch  ein 
Terh&ltiiiss  zweier  Geraden  daigestdlt  werden  kann,  wie  sdion  im 
$.  2.  ansführlich  gezeigt  worden  ist. 

Bezeichnen  wir  diese  beideu  Geraden  beziehuiigsweise  durch  «, 
tt'f  80  dass  also 

ist,  so  ist  C  in  3£N  so  zn  bestimmen,  dass 
ist 

Rücksichtlich  der  Lage  von  C  in  MN  gegen  die  beiden  Punkte 
und  K'  in  derselben  Geraden  sind  die  drei  in  Fig.  VI.  (I).  (II), 
(in).  dargesteUten  FäUe  möglich. 

In  dem  Falle  (I).  ist: 

CK:  CK' »  a :  a'; 

.      CK:KK'—(JK=  a:a\ 
KK'—CK''.CK'^aia'\ 

a,{KK'^  CK)  SS  a'.  CK^ 
a^.iKK*^CK')='a.CK'', 

woraus  soi^eich 

^^  =  ri::7-^'i   CK' ^ -i-j , KK' 

folgt  und  ciliellet,  dass  der  Punkt  C  zwischen  K  und  K'  immer  so 
bestimmt  werden  kann,  dass 

CKiCK'^^aia' 

ist 

In  dem  FäUe  (II).  Ist: 

CKiCK'^^aia'-^ 

CKiCK+KK''^aia\ 
CK'—KK''.CK''^aia'; 

a.{CK-\-KK')  =  a'.CK', 
a\  {CK'—KK')  «  a .  CK'\ 

woraus  sogleich 

v^  -^'^'»    CK'  ^-^,KK* 
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folgt,  imd  ci-liellet,  dass  der  i^unkt  C  in  der  Verlängerung  von  £K' 
über  K  Imiaus  um*  dauu  so  bestimmt  werden  kann,  dass 

ist,  wenn  a<^a',  also,  wie  es  liier  erforderlich  ist,  a'—a  positiv  ist. 
In  dem  FaUe  (ni).  ist: 

CK'-\-KK' :  CK'  =  a  : 
a\  (CK'+KK')  «  a.  CK'-, 

woraus  sogleich 

folgt,  und  erhellet,  dass  der  Punkt  C  in  der  Verlängerung  von  KK' 
über  K'  hinaus  nui'  dauu  so  bestimmt  werden  kann,  dass 

CKiCK'zssQta' 

ist,  wenn  a^-a',  also,  wie  es  hier  erforderlich  ist,  a — a'  positiv  ist. 

Da  nun  voa  den  FAllen  (II),  und  (III),  immer  nur  der  eine 
eintreten  kann,  aber  auch  immer  der  eine  eintreten  mnss,  so  er- 
hellet ans  dem  Vorhergehenden,  dass  sich  in  der  Geraden  MN  immer 
zwei,  aber  anch  immer  nnr  zwei  Punkte  C  so  bestimmen  lassen, 
dass 

ist,  und  diese  beiden  Punkte  mfissen  also  mit  den  zwei  Berahmngs- 

punkten  der  durch  die  vier  Punkte  A,  A\  B'  gehenden  nnd  die 
Gerade  MN  berührenden  Kegelschnitte  mit  dieser  Geraden,  wenn  es 
überhaupt  solche  Kegelschnitte  giebt,  notwendig  zusammenfallen. 

Man  wird  also  die  zu  bestimmenden  Kegelschnitte  erhalten,  wenn 
man  durch  die  vier  gegebenen  Punkte  B,  A\  &  und  je  einen 
der  durch  das  Vorhergehende  in  der  Geraden  MN  bestimmten  beiden 
Punkte  C  einen  Kegelschnitt  beschreibt,  wozu  u.  A.  die  Abhandlung 
Nr.  XXVni.  i.  vor.  T.  eine  sehr  bemerkenswerte  Methode  liefert 

Mau  kann  aber  auch  nach  §.  3.  Kcgelsclmittc  beschreiben,  welche 
durch  drei  der  vier  gegebene  Punkte  A\  Ii'  gehen  und  die 

Gerade  MN  iu  je  einem  der  zwei  Punkte  C  bcrühien. 
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Mau  sieht  aber,  dass  die  vorhergehende  Bcweisfülirung  offenbar 
nar  dauii  ilire  Gültigkeit  bcliält,  weim  die  Beschrcibuug  durch  die 
vier  gegebeuoii  Punkte  gt  heuder  und  die  gegebene  Gerade  berühren- 
der Kegelschuitto  möglich,  wenn  man  von  der  wirklichen  Existenz 
odci-  Kealität  solcher  Kegelschnitte  versichert  ist*),  worüber  nach 
den  Trincipien  der  vorhergehenden  Abliandlung  entschiedeu  werden 
kann  und  entschiedeu  werdeu  muss  '*'*). 

Wie  sind  uun  mit  den  vorbcrgcheudeu  schönen  Constructioucu 
des  grossen  Newton  Atisspr&che  wie  ^ine  Constraction  durch 
lineare  Operationen  allein  ist  nicht  zu  erwarten*'  und 
i^ie  Aufgabe  hat  zwei  Auflösungen**  zusammenzurdmen? 

Freilich  sagt  Kewtön  selbst  a.  a.  0.:  „Capi  antem  potest 
punctum  ^vel  inter  punctalf  et  J^***),  vel  extra;  et  per- 
inde  trajectoria  dupliciter  describi.** 

Bei  der  in  seinem  unsterblicheii  Werke  Uberall  herrschenden  un- 
gemein grosse  Kurze,  durch  welche  er  —  wie  man  sagt  —  neben 
der  absiclitlich  von  ihm  gewählten  durchwog  synthetischen  Darstel- 
Inng,  nachdem  er  seine  grossartigen  Resultate  analytisch  gefunden  — 
den  Mathematikern  seiner  Zeit  impuniren  und  dicselljcn  nötigen  wollte, 
sich  über  seinen  Untersuchungen  die  Kopie  zu  zerbrechen,  um  dann 


*)  Die  Bcstimmunj;  der  Piiiikto  C  in  der  Linie  MX  nach  den  oben  an- 
gegebenen ^eomi'trischcn  Bedini^'uiiu'*  ti  ist  immer  möglich;  um  aber  behaupten 
zu  kunnen,  üuss  der  durch  die  iiiul  i'uukte  ^1,  ß,  A\  Ü',  C  beschriebene 
K^jdiebiiitt  die  GerAde  MN  in  C  vrirklich  berftbrt,  nrait  nuui  Torber  veniehert 
still,  dau  «ich  durch  die  vier  Pnnkto  B,  A\  B'  ein  die  Gterade  3iN  be- 
r&brender  Kegebchnitt  wirklich  beschreiben  lisst,  man  muss  von  der  Ezistens 
oder  Bealitat  eines  solchen  Kcgelscbnitts  venichert  sdn* 

**)  Wie  ungemein  oft,  namentlicb  aoeh  in  elementaren  Schriften,  gegen 
das  bei  mathematischen  Untcnncbangen  fiberall  snr  Oeltnng  kommende  Frincip, 
dass  von.AUem,  was  aar  Untersnchung  kommt  oder  woron  Anwendungen  ge- 
aacbt  werden,  immer  Tontugsweiso  ancb  die  Möglichkeit  oder  Realität  bestimmt 
md  streng  narhjrcwicscn  werden  nniss,  arpj  {gesündigt  wird,  liesso  sich  an  vielen 
Beispielen  Iciebt  nachweisen,  pehiut  indct^  jetzt  nicht  hierher;  jedenfalls  dürfte 
aber  den  Autoren  solclier  Seluiften  drinf^end  zu  raten  sein,  sieh  recht  sorg- 
fältig mit  den  Schriften  der  griechischen  Geomcter,  dem  in  denselben  herr- 
schenden Geiste  und  der  darin  Uberall  anr  Anwendung  gebrachten  Methode  be- 
kannt au  machen,  wenigstens  den  Elementen  des  Enklides  dae  ein* 
gehendsle  Studium  sn  widmen. 


***)  Im  Obigen  beziehungsweise  C  und  K  and  K'. 
TeU  LXV.  S 


seine  Grösse  desto  mehr  anzustaunen,  liess  sich  in  der  Tat  hier,  wie 
an  so  vielen  andern  Stelleu,  nicht  mehr  als  eine  solche  ganz  kurze 
Andeutang  erwarten. 

Ich  wilnsche,  dass  moino  in  dieser  Abhandlung  and  'in  den  beiden 
vorhergehenden  angesteUteii  Üitenneliiiiigeii  das  Dixige  m  der  rich- 
tigen Wflrdiguug  der  schönen  Newton'schen  Constractionen  beitragen 
mögen,  und  hoffe  bald  auf  weitere  fthnliehe  Untersuchen  snrflckza- 
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TJeber  äquipotentiale  Massenverteilungen. 

Von 

Husmann,  Dr.  phil. 


Unter  Zngnmdelegüng  von  KMm,  die  nach  dem  Kewton*schen 
Grftvitationsgesetze  ivirken,  beutet  eine  kngeU^n&ige  Masse,  deien 
Dichte  eine  Function  des  Badius  allein  ist,  in  Bezng  auf  einen  ftnsseren 
affidrten  Punkt  dasselbe  Potential,  wie  ihr  Mittelpnukt,  wenn  darin 
die  ganze  wirkende  Masse  concentrirt  gedacht  wird. 

Es  lässt  sich  also  die  eine  Masseuverteilunt^  in  ihrer  Einwirkung 
auf  Punkte,  die  ausserhalb  der  Kugel  liegen,  durch  die  andere  er- 
setzen; man  wttrde  beide  daher  kurz  als  äquipotential  in  Bezug  auf 
solche  Punkte  bezeichnen  kOnnen.  Dieser  Umstand  macht  es  mög- 
lich ,  irgend  ^nen  Körper  in  seiner  Einwirkung  auf  ftussere  Punkte 
dnrdi  beliebig  viele  andere  MassenverteiluDgen  zu  ersetzen.  Man  hat 
denselben  nur  in  unendlich  kleine  Elemente  zu  zerlegen,  um  irgend 
welche  derselben  Kugeln  von  beliebigem  Radius  zu  beschreiben  und 
die  Hasse  jedes  einzelnen  Elementes  durch  die  zugehörige  Kugd  so 
zu  verteilen,  dass  die  Dichte  in  der  letzteren  eine  Function  des  Ra- 
dius ist.  Dabei  können  in  dieselben  Raumelemcntc  Massen  von  ver- 
schiedenen Kugeln  fallen  ;  hier  worden  sich  die  Dichten  ft  addiren. 
So  wird  oin  jedes  Raumelement  eine  um  so  grössere  Dichte  A/ haben, 
je  grösser  die  Suniinc  der  Dichten  der  darin  vorhandenen  und  der 
hineinfaUeudeu  Massen  ist: 

Aus  dieser  Massenverteilung  kann  man  umgekehrt  durch  Con- 
centration  wieder  die  erstere  herleiten.  Man  wflrde  eine  solche  Um- 
lagerung  passend  als  „äquipotentmle  Massentransposition^  beieichneB 
können. 

Im  Folgenden  sollen  die  einfachsten  äquipotentialen  Masseutrans- 
positionen  untersucht  werden.  Da  die  Umlageruiig  der  Masse  des 
anziehenden  Körpers  mittels  Kugeln  nur  dann  vorgenommen  werden 

2» 
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darf,  ■wonn  dpr  afficirto  Punkt  ausserhalb  der  Transpositionskugel 
liegt,  so  werden  Avii-  uns  auf  die  Fälle  beschrilukeu  inüsson,  wo  der 
afficirte  Punkt  ausserhalb  der  zu  transpouirendcn  Massen  liegt,  also 
auf  die  Potentiale  für  äussere  Punkte.  Es  wird  sich  daher  im  Ver- 
laufe der  Untersuchung  zunächst  nur  darum  handeln,  an  die  Stelle 
bestimmter  Massenverteilungen  andere  zu  setzen,  die  auf  Punkte  im  ur- 
sprüüglicheu  Aussenraunic  dasselbe  Potential  haben.  Daran  wird  sich 
dann  noch  die  Frage  schlicssen:  Welches  ist  das  Potential  dieser 
Massen  auf  innere  Punkte? 

Wir  wollen  im  Folgenden  für  die  Dichten  die  nadistehenden 
Bezeichnungen  gebrauchen: 

e  fta  lineare, 
Ii  für  Flächen-, 

d  oder  J  für  räumliche  Dichte. 


§  1. 

Uolirte  Massenpnnkte. 

Der  ElementarkOrper,  ans  dem  mau  sftmmtliche  EOiper  anf  banen, 
worin  man  jeden  zerlegen  kann,  ist  das  Masscnelcment.  Sein  Poten- 
tial auf  einen  in  der  Entfernung  r  befindlichen  Einheitspunkt  ist: 

r 

WO  m  seine  Masse,  C  eine  eigentümliche  Anziehungsconstaute  be- 
deutet. Wird  diese  ans  dem  Potentialwerte  der  Erde  bestimmt,  so 

 M-^' 

worden  Radius,  M  die  Masse  der  Erde,  und  g  die  Beschleunigung 
an  der  Erdoberfläche  darstellt.  Das  Potential  eines  solchen  Punktes 
r  ist  durch  das  eines  anderen  7'j  nicht  weiter  ersetzbar.  Denn  wählen 
wir  den  ersten  Punkt  zum  Anfangspunkte  eines  orthogonalen  Coor- 
dinatensystems,  so  ist  sein  Potential  auf  einen  Punkt  ixyz)i 

p  _ 

das  Potential  des  zweiten  Punktes  («,  y)  auf  denselben  Punkt 
aber  ist: 
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in  diesen  Ausdrücken  bedeuten  k  und  fc,  zwei  den  zugeliörigcn  Massen 
eigentümliche  Coustanten.  Ist  nun  für  jeden  Punkt  («^a):P«=  i^,  so 
ergiebt  sich  durch  Division  und  Quadrirung: 

Diese  (jleielning  gilt  nur  dann  für  jedes  J7/V.  wenn  die  Coefrici- 
enteu  der  gleichen  Potenzen  dieser  drei  \  ariabelu  ubereinstiumien; 

tind: 

d.  h.:  wenn  der  ssweite  Punkt  mit  dem  ersten  zosammenfiUlt  and  die- 
selbe Constonte  hat 

Das  Potential  zweier  ÜNIassenpunkte  »tj  und  auf  den  Punkt 
(xyz)^  von  dem  erstero  die  bezüglichen  Entfernungen  und  haben, 
ist: 

Ks  fragt  sich,  ob  sich  dieses  durch  das  Potential  eines  einzigen  Panktos 
ersetzen  lässt 

tu 

Wäre  dies  der  Fall,  so  mttsste  selbiges  die  Form:  C.~  haben 
und  die  Gleichung: 

r 

müsste  für  jeden  beliebigen  allicirteii  Punkt  gelten,  wo  unter  7>?, 
die  Masse  und  unter  /■  die  Entferuuni:  des  neuen  Punktes  von 
(.rv~)  verstanden  ist.  Für  alle  Punkte  einer  um  m  besciiricbenen 
Kugeliläche  vom  Kadius  r'  wäre: 


So  würden  für  die  Punkte  1  und  2  der  Kugelflächo  die  Uleichungen 
bestehen: 

und: 

+  ^  —  const 

Subtrahiren  wir  jede  dieser  Gleichungen  von  der  obigen,  so  er- 
giebt sich: 
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Diese  Gleidumgen  kdonen,  da  und  beliebig  von  Null  ver- 
schieden angenommen  werden  können,  nur  dann  bestehen,  wenn  ihre 
Determinante  verschwindet: 


1 
»"1 

1_ 


1 


2» 


l 

1_ 


ergieU  sich  die  Gleichung: 


oder: 


Setzt  mau  nun  ein: 


ri  -  T^»i)«H-(y-y,)*+(«^)* 

r,  -  y(»-«i)»+(y-y,)»H-(» 

so  wird  die  dadurch  entstehende  Gleichung  von  einem  höheren  als 
dem  2.  €hrade  werden,. kann  also  keine  Kugelflftche  darstellen.  Auf 
der  ihr  entsprechenden  Flache  und  nur  auf  ihr  sind  die  Bedingungen 
A  erf&Ut;  sie  finden  daher  nicht  überall  auf  der  Kugelflftche  (r')^ 

sondern  nur  auf  der  Schnittcurve  beider  Flächen  ihre  Befriedigung. 
Die  beiden  Potentiale  sind  daher  nicht  für  alle  Punkte  des  Baumes 
identisch  und  können  daher  im  allgemeinen  nicht  durch  einander  er- 
setst  werden. 

Anch  das  Potential  von  drei  und  mehreren  isolirten  Punkten 
kann  nicht  durch  das  eines  dnzigen  Punktes  ersetzt  werden. 

Seien  n  solcher  Paukte  mit  den  Massen: 

gegeben ,  so  iniiss .  wcnu  diese  durch  einen  Punkt  von  dor  Masse  m 
ersetzt  werden  können,  für  Punkte  einer  um  diesen  letzteren  beschrie- 
benen Kugclääche  die  Gleichung  stattündcu: 
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?+?+... +7= -eo«rt 

In  Vorbiudong  mit  den  Gleichungen,  die  sich  daraus  f&r  die  Punkte 

1  2  3  ...  n 

der  Kugelfläche  ergeben, 


m 


771.1     ,  ,    Jr»n  . 

— i4-   1  -j- . . .  H — i  =  const 


const 


lassen  sieb  daraas  die  Gleichungeu  ableiten: 

fi~J?)+'^(rl-4i)+  -  "'"'""£~i) 


B 


ft-^)+'^(i~i7")+  "'*''^&~SS')~*' 

Sollen  diese  erfüllt  werden,  so  mass  ibre  Determinante  verschwinden : 

1111 


1 


1  1 


1— 

1 

r» 

1 

_1 

Bei  Entvickelnng  dieser  Gleiehmig  und  Einführung  der  Baum- 
coordSnaten  xg»  ergiebt  sich  für  letztere  eine  Gleichung  von  höherem 
als  dem  2.  Grade.  Den  Bedingungen  B  wird  also  auf  einer  Kngel- 
fläche  nicht  genügt,  und  es  kann  mithin  das  Potential  von  n  Ifossen- 
punkten  im  allgemeinen  nicht  durch  das  eines  einzigen  Massenpunktes 
ersetzt  werden. 

Es  lässt  sich  daher  der  Satz  aussprechen: 

Eine  endliche  Zahl  isolirter  Massenpunkte  ist  niemals  einem  ein- 
zigen Massenpunkte  äquipotential. 

M^n  kann  dies  auch  leicht  folgendermassen  beweisen. 

Für  sclir  liohc  Potentiahvorto  fallni  die  zugehörigen  Niveau- 
fläcben  in  lauter  einzelne  um  die  Punkte 


fftfl 
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sich  hinziehende  Kugeln  auseinander,  die  für  Ideiucr  werdende  Po- 
tentialworte  allinälilicb  vcrschinclzcu  und  zu  einer  das  ganze  System 
umfassenden  Fläche  werden.  ^vek■llO  sich  in  sehr  grosser  Eiitfenuintr 
mehr  und  mehr  der  ivugelgestalt  iiäliert.  Haben  zwei  Systeme  von 
Punkten  dasselbe  Potential,  so  müssen  aueh  ibre  Xivcautiächen  iden- 
tisch sein;  sind  diese  verschieden,  so  sind  auch  die  Potentiale  nidit 
identisch.  Ein  Massenininkt  hat  aber  Kugeliiächeu  zu  2siveauliächenj 
daher  kann  er  dem  System  Yon  n  Massonpuukten  äquipotential  nicht 
sein. 

§  2. 

Mit  Masse  belegte  CurTen« 

Eine  endliche  Zahl  von  Masseupunkten  kann  nicht  durch  einen 
Punkt  ersetzt  werden,  anders  ist  es  aber  bei  unendlich  vielen,  wie  es 
das  Beispiel  von  der  liomogenen  Kogelfläche,  die  ihrem  Mittelpunkte 
äquipotential  ist,  zeigt. 

Biese  Punkte  kOnnen  sich  gruppiren  zu  Gurren,  Flächen  oder 
Körpwn. 

Die  einfachste  Curve  ist  die  Gerade.  Für  unendlich  grosse  Werte 
des  Potentiales  schrumpft  die  Niveaufliiclio  derselben  in  die  Gerade 
selbst  zusammen,  für  nahe  daran  liegende  wird  sie  zu  einem  die  Ge- 
rade umhüllenden  Cylinder.  Im  Endlichen  stimmt  diese  Niveaufläche 
daher  nicht  mit  der  eines  Punktes  überciu  j  es  kann  eine  Gerade  also 
nicht  ä(]uipotential  einem  Punkte  sein. 

Gleiches  gilt  für  eine  mit  Masse  belegte  Kreislinie  und  ebenso 
für  alle  Curven-,  es  folgt  dies  auch  schon  daraus,  dass  das  Potential 
einer  Curve  in  dieser  logarithmisch,  das  eines  Punktes  aber  unend- 
lich wird  "wie  ^  für  limr  -»  0. 

T 

0 

Eine  Curve  kann  auch  einer  andern  niemals  äquipotential  sein, 
denn  dann  wflrde  der  Potentialausdruck  in  letzterer  logarithmisch 
unendlich,  bliebe  in  ersterer  aber  endlich,  während  er  sich  gerade 
umgekehrt  verhalten  muss. 

§  3. 

FUtohenf  Kmi^e  Massenverteilmiff« 

Unter  den  Flüclien  ist  die  am  einfachsten  'zu  behandelnde  die 
gleichmäs^ig  mit  Masse  belegte  Kui^i  Itläche,  deren  Potential  sich  durch 
das  einer  gleichen  im  Mittelpunkte  concenlrirten  Masse  ersetzen  liisst. 
Alle  Flächen,  die  dieser  letzteren  Masse  äquipotential  sind,  werden 
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sich  rückw&rts  dnrch  äquivalonto  Massoiitransposition  von  diesem 
Punkte  aus  erhalten  lassen.  Sulche  sind  zunächst  wieder  homogeue 
Kugeltlächen  von  behcbigem  Radios,  aber  gleicher  Masse.  Andere 
Verteilungen  ergeben  sich  daraus,  indem  man  die  in  den  Pnuktcn 
der  Oberfläche  befindlichen  Massen  auf  darin  centrische  Kugcltiächen 
gleichmässig  verteilt.  Nimmt  man  diese  Verteihmg  mir  mit  einer 
endlichen  Anzahl  von  l'unkten  \or.  sn  kann  mau  die  tran^^ponirten 
Massen  gegen  die  übrigen  vcrnacliiassigen  und  bebiüt  die  Verteilung 
längs  der  Kugeltläche  •,  unt(>r\virtt  man  ihr  aber  sämmtlichc  Punkte, 
so  werden  die  Transpositionskngi'ltläelien  einander  unendlich  nahe 
liegen,  und  die  ganze  Masse  wird  nicht  mehr  eine  Fläche,  sondern 
einen  Körper  bilden,  dessen  äussere  und  innere  Oberfläche  die  ein- 
hauenden  Flächen  der  Kugeln  »nd,  also  eine  Kngelschale,  deren 
Dichte,  wie  leicht  ersichtlich,  eine  Function  des  Badios  ist. 

Ks  liisst  sicli  daher  durch  ä<|nivalento  Masscntrausposition  nur 
eine  Fluche  coustruiren,  die  einem  Punkte  äquipotential  ist,  und 
umgekehrt  nur  eine  Flüche  durch  einen  Puukt  ersctzeu,  nämlich  die 
homogene  Kugelfläcbe,  resp.  mehrere  coucentrische  homogene  Kugei- 
flächcu. 

§  4. 

Körperliche  Massenverteilnugen. 

Um  zu  einem  Körper  eine  äquipotentiale  Massenvertoilung  zu 
finden,  bedient  man  sich  am  einfachsten  homogener  Kugeln,  mittels 
deren  man  entweder  ein  Masscuelement  des  Körpers  am  Mittelpunkte 
der  Kugel  auf  den  ganzen  Kugelraum  verteilt  oder  umgekehrt.  So 
lässt  sich  die  Masse  eines  Körpers  entweder  in  einen  Pmkt,  eine 
Curve,  eine  Fläche,  oder  in  einen  andern  Körper  umlagern. 

Körper,  welche  sich  auf  diese  Weise  in  einen  Punkt  P  ooncen- 
triren  lassen,  sind  die  in  concentrischen  Schichten  gleich  dichte  Ko- 
gel, sowie  die  daraus  abgeleiteten  Körper. 

In  diesen  letzteren,  die  beliebig  nahe  an  den  afficirten  Punkt 
heranrücken,  aber  ihn  nicht  einschliessen  dürfen,  ist  die  Dichte 
ebenso  unbestimmt,  wie  die  Form;  man  kann  si(;  in  jedem  Punkte 
duixh  äquivalente  Masscntrausposition  beliebig  ändern ;  sie  stehn  in- 
dessen unter  dem  Gesetz,  dass  sich  ihre  sämmtliche  Masse  äquipoten- 
tial in  den  Punkt  P  zurückwerfen  lässt. 

Um  die  drei  anderen  Arten  von  Körpern  zu  tindcn,  geht  man 
am  besten  den  synthetisehcu  Weg,  indem  man  sich  dieselben  aus  den 
Curven,  Flächen,  oder  Kürperu,  durch  welche  sio  ersetzt  werden  sol- 
len, coustruirt. 
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Um  einen  Körper  zn  erhalten,  dessen  Potential  gleichwertig  dem 
einer  Carve  ist,  denke  man  sich  um  jedes  Element  der  Curve  eine 
Kugel  construirt  und  die  Masse  jedes  einzelnen  Cnrvenelementes  in 
colu'oiitrischen  Schichten  der  zugehcirigcu  Kugel  gk'ichmässig  vorteilt. 
Dabei  worden  an  don  meisten  Punkten  derselben  viele  transponirto 
Massen  in  einander  fallen,  da  sänimtliche  Kugeln  mehr  oder  weniger 
in  einander  geschachtelt  liegen.  Indem  mau  nun  jedes  Raumelement 
mit  der  Summe  der  hineinfallenden  Massen  behaftet  denkt,  erhält 
man  statt  der  curvenförmigon  eine  körperliche  Massenverteilung. 
Letztere  ist  dann  der  Vertt  iiuug  längs  der  Curve  äquipotential,  da 
sie  ans  lanter  in  conccntrischen  Schiebten  gleich  dichten  Kugeln  zn- 
sammengesetst  ist,  die  weil  ihre  Mittelpunkte  in  der  Gnrro  liegen, 
den  entsprechenden  Gnrvenelementen  fiquipotontial  sind,  nnd  da  das 
Gesammtpotential  einer  Masse  gleich  ^er  Summe  der  Potentiale  ihrer 
einzelnen  Elemente  ist. 

Der  Köi-per,  den  wir  so  erhalten,  wird  die  Umhüllungsfläche  der 
erzeugenden  Kugeln,  d.  h.  eine  ('analfläche  als  Mantel  haben  und 
von  zwei  Uemisphärcn  begrenzt  sein. 

Analog  ergeben  sich  Körper,  die  einer  mit  gl^cher  Hasse  be- 
legten Fläche  äquipotential  sind,  dadurch,  dass  man  die  Fläche  in 
nnendlich  kleine  Kiemeute  zerschneidet,  um  jedes  deroelben  eine  Ku- 
gel construirt  uud  die  Masse  jedes  einzelnen  in  der  zugehörigen  Kugel 
nach  der  oben  angegebeneu  Weise  verteilt.  Dann  bilden  die  Massen 
in  der  zweiten  Verteilung  einen  Körper,  dessen  Potential  fUr  äuss^ 
Punkte  durch  das  der  Fläche  vertreten  werden  kann. 

Diese  Körper  sind  aber  nicht  die  einzigen,  welche  die  letztere 
Eigenschaft  besitzen,  sondern  man  kann  durch  weitere  Äquipotentiale 
Transposition  beliebig  viele  andere  gleichwertige  Massenverteilungen 
dazu  erhalten. 

Um  diese  Classc  von  Körpern,  welche  sich  aus  unendlich  \icleu 
Kugeln  zusammensetzen,  kurz  zu  bezeichnen,  wollen  wir  sie  „Sphac- 
rogene*'  =  „Kugelerzcugte''  nennen. 

Bei  der  äquipotentialen  Massentransposition  kann  man  die  Ku- 
geln entweder  gleich  oder  verschieden  gross,  entweder  homogen  oder 
nur  in  concentrischen  Schichten  gleich  dicht  nehmen.  Es  lässt  sich 
aber  jede  Kugel,  deren  Dichte  eine  Function  des  Radius  ist,  aus 

homogenon  Kugeln  zusammensetzen,  indem  man  von  einer  gleich 
grossen  humogenen  iüigel  ausgeht,  deren  Dichte  gleich  dem  Werte 
der  gegeb  encn  Dirhtigkeitstuiictiuu  an  der  Obertläclie  ist.  Man  denkt 
sich  diese  sowie  die  gegebene  in  lauter  coucentrische,  so  dünne  Kugel- 
schalen  zerlegt,  dass  mau  deren  Dichte  als  coustant  auflassen  kann, 
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lagert  concentrisch  in  die  entere  eine  homogene  Kugel  ron  der  Ober- 
flftche  der  ersten  Kngelschale  und  einer  Dichte,  welche  mit.^  vor- 
handenen die  Dichte  der  ersten  Kugelschalenflflche  ausmacht;  darauf 
eine  homogene  Kngel  von  der  Oberfiftohe  der  zw^ten  Kngelschale  etc. 
etc.  —  So  kann  man  durch  successive  Hinzufdgung  resp.  Hinweg- 
nahme von  homogenen  Kugeln  die  gegebene  Kngel  construiren. 

Ebenso  kauii  man  Kugeln  von  vcrschicdeueu  ßadieü  iü  gleich 
grosse  nebst  eutsprecliendcu  Kugolsclialeu  zerlegen. 

Es  wird  daher  vor  allem  darauf  ankommen,  diejenigen  Körper 
zn  untersnchen,  die  durch  Iiieiuanderlagerung  von  gleich  grossen 
homogenen  Kugeln  entstehen.  Da  man  solche  bei  verschiedener 
Dichte  stets  in  je  zwei  Kugeln  zerlegen  kann,  von  denen  die  eine 

bei  säramtlichcn  völlig  übereinstimmt,  so  bleibt  als  einfachster  Fall 
die  Construction  spliärogcnor  Körper  mittels  homogener  Kugeln  von 
gleicher  Grösse  und  Dichte. 

§  5. 

Korper  ind  äquipotentiale  Corven. 
Die  Gerade. 

Um  eine  Massenverteilung  zn  erhalten,  welche  einer  Curvo  ftqui- 
potentiftl  ist,  zerschneiden  wir  letztere  in  nnendUch  kleine  Elemente 
imd  transponir^  jedes  derselben  durch  homogene  Kugeln  von  gleicher 
Grosse.  Wenn  die  Curve  eine  Gerade  ist,  wurd  die  einhüllende  Fläche 
der  erzeugenden  Kugeln  ein  Cylindermantel  und  der  erzeugte  Körper 
ein  cylindrischer  sein.  —  Nehmen  wir  zunächst  an,  die  Gerade  sei 
unbegrenzt,  mit  homogener  Masse  belegt,  und  die  Kugelmittelpunkte 
{O,  0;t,  . . .)  seien  auf  ihr  um  das  Stück:  00^ »  ds  von  einander 
entfernt.  - 

Legen  wir  dann  parallel  der  Achse  00^  einen  Cylinder,  der  aus 
der  zur  Achse  senkrechten  XZ-EhenQ  das  Element  itxdz  ausschneidet, 
so  zerlegen  die  Kugelflächen  jede  Seite  dieses  Qylinders  in  Elemente 
PPj  etc.,  die  sämmtlieh  gleich  00,     da  sind. 

Denn  verbindet  man  z.  B.  /'  und  1\  mit  den  zugehörigen  Mittcl- 
puuktcu  O  und  Oj,  so  sind  im  Viereck  OO^I\r  (Fig.  1.)  zwei  Seiten 
gleich:  OP^  ^lAi  ^^'^^^  ^^'^  '^'^^^  anderen  unendlich  kleinen  i^arallel: 
00^\\rFx\  daher  ist  auch  OO^  ^.  Pl\.  Die  sämmtlichen  kleinen 
Parallelepipcda,  in  welche  der  Cylinder  durch  die  KngelHächen  zer- 
legt wird,  sind  daher  gleich:  dxilz.Fl\  und  unter  einander  gleich. 

Zerschneiden  whr  den  ganzen  sphärogenen  Körper  durch  Qylinder 
von  der  Grundflädie  dxdx  in  unendlich  viele  solcher  gleichen  Paral- 
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Iclcpipoda,  so  köuncu  wir  in  folgender  Weise  leicht  die  Dichte  an 
iedem  Punkte  bestimmen. 

Die  homogene  Kngel  kann  den  Körper  auch  dadurch  erzeugen, 
dass  sie  sprungweise  um  das  Element  ds  fortschreitet  und  an  jedem 
Buhepunkte  ihre  ganze  Masse  ablagert  DaW  fallen  successiv  auf 
den  Punkt  P  die  Punkte  Pj,  P,  etc.  und  in  das  Element  1  die  Ele- 
mente 2,  3,  1  etc.  und  zwar  so  viele  Elemente,  als  in  dem  innerhalb 
der  Kugel  beündlichen  Stücke  des  Cyliuders  (dxd»)  enthalten  sind; 
08  werden  daher  so  viele  Masseuelemente  in  dem  ersten  zusammen- 
fallen, als  Längeuelemeute :  i'7\  ^  etc.  auf  dem  innerhalb  der 
Kugel  liegenden  Stücke  der  Cylinderscitc  sich  linden.  Diese  sind 
aber  tür  jeden  Punkt  um  so  mehr  vorhanden,  je  länger  das  Sehueu- 
stück  der  Cylinderscito  ist. 

Da  die  sftmmtlichen  Elemente  einander  gleich  sind,  so  ist  die 
Dichte  in  jedem  proportional  seiner  Masse.  Daher  ist  die  Dichte  in 
jedem  Punkte  des  sphftrogenen  Cylinders  proportional  der  Länge  der 
zugehörigen  der  Achse  parallelen  Kugelsehne. 

Bezeichnet  R  den  Radius  der  erzeugenden  Kugel  und  r  den  Ab- 
stand des  Punktes  P  von  der  Achse,  so  ist  die  Dichte 

WO  C  eine  näher  zu  bestimmende  Constante. 

Für  die  Obeifläche  des  sphärogenen  Körpers  (r  =  M)  ergiebt 
sich  die  Dichte:  ^  =  0,  während  sie  nach  innen  zu  wächst  und  in 
der  Achse  (r 0)  endlich: 

8^  =  C.  Vn^ 

wird.  Daraus  ergiebt  sich  durch  Division  die  Gleichung: 

Ein  jeder  Cylinder,  dessen  Dichte  ö  in  der  durch  diese  Foi^nel 
ausgedrückten  Beziehung  zur  Ach.sendichte  do  steht,  ist  seiner  mit 
der  sämmtlichen  Masse  belegten  Achse  äquipotential. 

Welches  ist  die  lineare  Dichte  einer  solchen  Achse? 

Da  die  Achse  an  allen  Punkten  glcichmässig  mit  Masse  belegt 
und  die  Masse  des  sph:irogeuen  Körpers  glcichmässig  um  sie  herum 
verteilt  ist,  so  können  wir  uns  in  jedes  Achsenelenioiit  die  gan/.c 
zwischen  den  zugehörigen  zur  Achse  senkrechten  Ebenen  liegende 
Masse  coucentrirt  denken;  alsdann  haben  wir  die  sämmtlicho  Körper- 
masse  glcichmässig  längs  der  Achse  verteilt 
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Die  Masse,  welche  dabei  auf  ein  Achsenolcmcnt  fällt,  ist  leicht 
zu  berechnen.  Lorch  ^vir  senkrecht  zur  Lamelle  zwei  mit  der 
Körperoberflüche  coachsialc  Cylinderflächen  von  den  Radien  r  und 
r-\-(/)\  so  ist  die  IMasse  des  dadurch  aus  der  Lamelle  ausgescbnitte- 
uen  cyliudrischeu  Kiuges: 

d»,dr,2mr,9  — 


dt.dr,2nr,y  — — .0^; 


daher  die  Masse  der  ganzen  Lamelle: 


ti(r-) .  y  — — 


r=0 

r=0 


3 


Bezeichnen  wir  die  lineare  Dichte  mit  «,  so  ist: 

dm 
da 

daher: 

Das  Potential  V  einer  unendlichen  Graden  von  der  constanten 
Dichte  t  ist  aher  hefcannfUch: 

1  *) 

•  r™2.«iogJ  \ 

vro  f  die  Entfoniaiig  des  afficirten  Einheits-Massenpnnktes  von  der 
Graden  darstellt 

Die  obige  Formel  fftr  t  lehrt  ans  der  Dichte  des  sphärogenen 
Qylinders  die  äquipotentiale  lineare  MasseuTerteilnng  finden.  Soll 
umgekehrt  zu  einer  linearen  gleichmässig  mit  Masse  hdegten  Achse 
der  Äquipotentiale  Q]^inder  construirt  werden,  so  mflssen  die  Dichten 
In  den  Beziehungen: 


RiemaDn-Hatteudorf :  Schwere,  Elektricität  und  MagnttiamiM.  pag.  60. 
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«0 


3 


und 


Stehen. 


Es  ist  also  die  lineare  Diclito  s  dircct  proportional  dem  Quadrate 
des  Radius  des  spbärogenen  CyUnders  oder  einfach  proportional  sei- 
nem Qaersclmitte. 

Constniircn  mr  m  zwei  mit  linearen  Dichten  t  und  belegten 

Aclison  sphärogcne  Cylindcr,  in  denen  sich  die  Quadrate  der  Radien 
verhalten  wie  die  linearen  Dichten  s  resp.  c^,  so  haben  diese  gleiche 
Dichten  Öq  längs  der  Achse,  da 


so  sind  an  den  entsprechenden  Punkten  dieser  beiden  Cylinder  die 
Dichten  einander  gleich. 

Bei  sphärogenen  Qylindem,  deren  Querschnitt  proportional  der 
Dichte  der  äquipotentialen  linearen  Hassonvertdlung,  sind  die  Dichten 
in  fihnUch  gelegenen  Punkten  einander  gleich. 

Denkt  man  sich  die  Achse  oinos  sp]uirofj;cnen  Cylind(>rs  in  einem 
Punkte  durchschnitten  und  die  Masse  desselben  so  in  zwei  Teile  /er- 
legt, dass  die  sänimtlichen  erzeuf^eiiden  Kugeln  sich  zu  dem  Teile 
Summiren,  in  dem  ihr  Mittelpunkt  liegt,  so  erhält  man  Gylinder,  die 
nach  d^  einen  Seite  ins  Unendliche  gehen,  nach  der^ andern  aber 
von  Hemisphären  begrenzt  werden. 

Es  leuclitet  ein,  dass  sie  utiuipotential  sind  dem  Stücke  ihrer 
linearen  Achse,  das  vom  Mittelpunkte  der  Hemisphäre  nach  dem  Un- 
endlichen gellt;  die  Dichte  der  linearen  Massenverteilung  wird  die- 
selbe sein,  wie  beim  unendlichen  Cylinder,  da  grade  wie  bei  einem 
solchen,  auch  hier  auf  ein  I.äugenelemeut  ds  die  Masse  einer  Kugel 
concentrirt  wird.  In  der  Eiulkugel  dieses  CyUnders  nimmt  die  Dichte 
um  so  mehr  ab,  je  mehr  wir  auf  einer  Parallelen  zur  Achse  von  der 
inneren  Fläche  der  Endkugel  nach  aussen  schreiten,  da  um  so  we- 
niger erzengende  Kugeln  ihre  Massen  abgelagert  haben;  die  Zahl 
derselben  an  jedem  Punkte  F  ist  proportional  dem  Stücke  0,  um  das 
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man  auf  der  durch  P  gehenden  Parallelen  von  der  ftosaeren  Fläche 
fortschreiten  mnsB,  um  zn  ihm  zu  gelangen. 

Bezeichnet  -2  (Fig.  2.)  die  zu  P  gehörigo  ganze  Sehne,  80  ist 
die  Dichte  in  diesem  Punkte: 


wo; 
oder: 

^-  A 

Daraus  geht  hervor,  dass  auf  der  Galotte  {fi  =  const)  einer  jeden 
erzengenden  Engel,  die  in  das  Innere  der  Endkogel  fiUlt,  gleiche 
Dichte  vorhanden  ist. 

Indem  wir  don  Cylindor  in  der  obigen  Weise  an  zwei  verschie- 
denen Punkten  auseinander  trennen,  erhalten  wir  einen  sphärogenen 
Cylinder,  der  von  zwei  Hemisphären  begrenzt  wird.  Für  ihn  gelten 
die  eben  gclundenen  Resultate. 

Innerhalb  der  £adkogeln  ist  die  Dichte  längs  der  darin  liegenden 
Calotten  der  erzeugenden  Kugeln,  im  übrigen  aber  in  gleicher  Ent- 
fernung von  der  Achse  constant.  Diesem  Körper  äquipotential  ist 
die  mit  der  ganzen  Masse  gleichmässig  belegte  Centrale  der  beiden 
Endkugelu. 

Ein  sphärogener  Cylinder  setzt  sich  daher  ans  lauter  coachsialen 
Qylinderschalen  zusammen,  die  von  den  zugehörigen  Calotten  einer 
nnd  derselben  Engel  (iZ)  abgeschlossen  werden  und  mit  diesen  gleiche 
Dichte  haben;  die  äusscrste  Schale  ist  die  von  Ilalbkugeln  begrenzte; 
die  Dichte  in  den  einzelnen  Schichten  richtet  sich  nach  dem  Radios 
r  der  Cylindermäntel:   

Um  das  Potential  P  einer  gleichmässig  mit  Masse  belegten  Gra- 
den von  der  Dichte  t  nnd.  Länge  26  anfznstellen,  wählen  wir  die 
IGtte  derselben  znm  An&agspnnkt  O  eines  orthogonalen  Coordinaten- 
systems,  ^e  Orade  selbst  zvr  F-Achse. 

Dann  ist: 

wo  £  die  Entfernung  des  affidrten  Fnnktes  von  einem  Element 
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der  Graden  darstellt.  Wenn  aber  q  die  Entfernung  des  Punktes  von 
der  Graden  bedeutet,  so  ist: 

uud 

+» 


§6. 
Der  Kreik 

Teilen  irir  einen  Kreis  in  unendlich  viele  gleiche  Stftcke  d»^ 
nnd  lassen  eine  Kngel,  deren  Mittelpunkt  sich  sprungweise  yon  einem 
Teilpankte  zum  andern  bewegt,  in  jeder  Kuhelage  ihre  ganze  Hasse 
ahlagent,  so  entsteht  ein  sphärogener  Kreisring. 

Um  die  Dichte  desselben  in  jedem  Pnnkto  P  (Fig.  3.)  zn  bestimmen, 
legen  wir  dnrcb  den  Leitkrds  eine  Ebene,  welche  die  Symmetrie-Achse  Z 
im  Punkte  M  trifft  nnd  vorbinden  M  mit  dorn  Mittelpunkte  O  einer 
erzeugenden  Kugel.  Nehmen  wir  dann  OM  als  X-Achso  an  und 
schneiden  aus  dem  sphftrogonon  Ringe  einen  zur  Z-Achse  symme- 
trischen Kreisring  heraus,  dessen  Hauptschnitt  das  Element  dxda  ist, 
80  wird  dieser  von  den  erzeugenden  Kugeln  in  unendlich  kleine  con- 
gruentc  Cyliiidcr  zerschnitten.  Fassen  wir  einen  solchen  ins  Auge, 
so  wird  in  ihm  bei  der  spruugwciseu  Bewegung  der  Kugel  ein 
Ifassenelcment  derselben  nach  dem  andern  abgelagert 

Je  mehr  Elemente  sich  in  dem  Teile  befinden,  welchen  die  Kugel 
aus  dem  Binge  ausschneidet,  um  so  grösser  wird  die  in  dem  Elemente 
angehäufte  Masse  werden. 

Vernachlässigen  wir  die  MasscMiBtückohoii  des  Eiugteils,  welche 
nicht  iiielir  ein  ganzes  Masseuelemcnt  bilden,  als  uneudlicli  klein 
gegen  die  Summe  der  übrigen,  so  ist  die  in  jedem  Volumelemente 
angehäufte  Masse  proportional  dem  Bogenstückc,  das  von  einer  be- 
stimmten Seite  des  unendlich  schmalen  Clylinders  durdi  die  Kugel 
ausgeschnitten  wird.  Die  Grösse  dieser  Yolumelemente  ist  aber  nicht 
dieselbe  bei  allen  Kreisringen  sondern  nimmt  mit  der  Ent- 

fernung vom  Mittelpunkte  M  zu. 

Zerlegen  wir  den  Kreisring  (dxdz)  durck  Ebenen,  welche  durch 
die  Achse  und  die  Teiluugspunkte  des  Leitkreises  gehen,  so  erhalten 
wir  ebenso  viele  congmonte  kleine  Gylinder,  als  vorher  Yolumelemente; 
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diese  werden  daher  den  enteren  gleich  sein;  da  aber  der  Qacrschnitt 
beider  dx.dz  iBt,  Bo  werden  auch  ihre  entsprechenden  Seiten  dieselbe 
Lftnge  haben. 

Keimeii  wir  das  Stück,  welches  durch  xwei  solcher  Ebenen  von 
einem  zur  ^Achse  symmetrisdien  £reise  abgeschnitten  wird,  da,  die 
Entfernung  desselben  von  der  J^Achse  a-^-St  wo  |  die  X-€oordinate 
Ton  P  in  Benig  auf  O  als  Anfangspunkt  ist^  so  TerhiUt  sich: 

Da  die  Qjrlinder  (dx  dz)  denselben  unendlich  kleinen  Querschnitt  dxxl» 
haben,  so  verhalten  sieb  die  Yolumina  ö  und  vq  zweier  Elemente  wie 
d§  voi  di^  oder  wie  ihre  Entfernungen  von  der  Z-Achse: 

Knn  ist  aber  die  Dichte:  d  —  — *  Diebin  einem  Elemente  des  sphft- 

rogeueu  Körpers  abgelagerte  Masse  ist  proportioual  dem  Bogen  2«; 
daher: 

a 


Es  bleibt  noch  der  von  der  Kugel  ausgeschnittene  Bogen  28  zu  be- 
rechnen. 

Möge  derselbe  in  der  Höhe  z  über  dem  Leitfcreise  liegen  und 
2«  als  zugehörigen  Centriwinkel  haben,  so  ist: 


Femer  ist: 


cos«  — 


a>-j-(a  +  |)2  — 


2a(aH-Ö  ' 

«-arccos[  -^^^^l^  ^} 
Mithin  ergiebt  sich: 


wo: 
daiher 


=  (/.a.arccos  — o  /   , \\ —  1* 
.     l      2a(a+|)  J 

EQeraus  folgt:  d  wenn: 

Ml  IXT.  3 
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(a+«-a)«-^«-0 

d.  h.  für  alle  Punkte  der  Oberfläche  des  Kreishnges. 

Um  die  Constante  Cm.  liMtUimieii,  Sachen  irir  dtolHoltte  Air 
die  Acbie  («  «  0^  | »  0)  des  Krdningesi  dort  ist: 


dato: 


9o  —  Ca.areooB  1 — jä^—j  * 


arcco8|^— 

Da  auf  dem  äquipotentialen  linearen  Ringe  die  ganze  Masse  M 
des  sphärogenen  Kinges  sich  gleichmässig  verteilt,  so  ist  die  Dichte  £ 
dee  linearen  Biages  durch  die  Gleichung  bestimmt: 

Es  ist  aber: 


M 


wo  dt  das  Massonelemcnt  bezeichnet  und  die  Integration  Uber  die 
ganze  Masse  des  sphärogenen  Ringes  zu  erstrecken  ist. 

Integriren  irir  Iftngs  eines  Elementairinges,  so  ergiebt  Bich,  da 
an  allen  Pmürten  desselben  die  Dichte  d  dieselbe  ist: 

Af= JJ*  d.d|.d5i.2ii(a+|), 
oder,  wenn  irir  für  d  den  oben  gefundenen  Wert  setsen: 


wo: 


arooos 

nnd: 


^  n  


Es  ist  aber: 


L    2a»  J 


d.  h.  gleich  dem  auf  dem  Elementarringe  dnrch  die  Kugel  abgeschnit- 
tenen Sogen;  daher  ist  durch 
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das  YofumeiL  des  innerhalb  der  Kogel  fiegenden  Stackes  Tom  Etemen- 
tamnge  ansgedraekt*,  die  Sammirang  der  ümerhalb  der  Engel  Siegea- 
den Stücke  'Sämmtlteher  Elementsninge  eigiebt  das  Yolnmen  der 
Kngd  selbst: 

Daher: 

arccos 


und: 

Diese  Formel  bestimmt  die  Dichte  s  eines  linearen  Ringes  durch 
die  Achsendichte  äquipotentialen  sphärogenen  Ringes-,  die  Be- 

rechnung des  Potentiales  bei  solcher  HassenTerteilang  ist  folgende. 

Bezeichnet  B  die  Entfernung  des  änderten  Punktes  PTon  einem 
Bingpnnkte  (Fig.  4.),  so  ist  das  Potential: 


K_2 


oder  da: 


^  »"o*  +«*C08V — 2roa  COS  y  Bin  ^, 

wenn  =  MPy  und  «  der  Winkel  ist,  den  MP  mit  der  «Z-Achse 
Inldet,  so  ist  auch: 


J  V**o* —  2r0  a  COS  9 


—  8m 


-2aro8in^4-'^<>^o  8in4»shi*^^ 


Es  ist: 


richten  wir  ferner  die  Z-Achse  stets  nach  der  Seite  des  Ringes,  an 
welcher  der  Punkt  P  liegt,  so  ist  stets: 
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daher: 

ifir  könnon  dato  setieii: 

and: 

^>  —  ro2+a2+2roa8ill^>  =  £4*  + V» 

WO  dann  nnd  die  Entfernangen  des  Fuiktes  P  vom  näduten 
und  entferntesten  Bingpnnkte  sind. 

AlBdfton  ist: 


oder  wenn: 


0 

IT 


4a£ 

0 


s 


1 

I  f/r  V — 


0 

Es  Ist  aber  allgemein,  wenn  F(w)  eine  analytisclie  Fnnetton  von  » 
bezeichnet: 

6  0 

da 

1  TT 
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2 


n 

"2 


mithin  ist  auch : 


n 

1 


a  E      r*  dtp 


•9 


iat     (E^  n\ 


Setzen  wir:      =      so  ist  nach  der  Lauden'schca  Transformation: 

^(*',f)=a+^).^(*i,|)' 

wo:  

_  1— Vi— fe'»  _ 

£s  ist  femer: 

ifenii! 

Daher  ist: 

Zersdmdden  wir  die  züigfdrmige  Achse  des  Ereisrioges  an  iwei  he- 
fiehigen  Punkten  und  lassen  in  jedem  TeUangspnnkte  der  heiden 
Stacke  die  erzeugende  Engel  ihre  gesammte  Bfasse  ablagern,  so  er- 
halten wir  awei  Bingstücke,  die  durch  eine  teilweise  Ineinanderlage- 
nmg,  hd  der  die  SUlcike  der  Achse  einen  vollen  Kreis  ansmadien, 
lieh  an  dem  sphftrogenen  Biiige  ergänzen. 
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Die  Dichte  an  jedem  Pnnkte  dieser  von  Henüqpbflreii  begreDsten 
Bingstftdra  ist  mit  Ausnahme  der  beiden  EndlEiigeln  dnreh  die  Glei- 
chimg  C  bestimmt 

Innerhalb  der  letzteren  aber  erhält  man  auf  jedem  zur  Z-Achse 
symmetrischen  Bogen  vom  Radius  r  eine  um  so  grössere  Dichte,  je 
mehr  man  sich  darauf  von  der  Begrenzungs-Halbkugel  entfernt,  weil 
man  in  um  so  mehrere  der  erzeugenden  Kugeln  eindringt. 

Bezeichen  wir  mit  c  das  durchwanderte  Bogenstttek,  so  ist  die 
Dichte  dft  an  dem  erreichten  Ponlcte: 

HO:. 


Daher  Ist  die  Yeibindong  mit  der  Gleiehnng  0: 

2(a+r«).aicco8  [ — J 

ftr 

ergiebt  sich: 

d»  =  d;  fta  0  =  0,  d.  h. 
ftr  die  äussere  Hemisphftre: 

dk  =  0. 

Ein  solches  sphärogenes  Ringstück  ist  äquipotential  dem  zugehörigen 
Stücke  der  Achse,  belegt  mit  derselben  Dichte  §  wie  bei  dem  vollen 
Ringe. 

§.  7. 

Ittefeeaartige  Hassan  nni  ftquipotsntlale  SSrpfir. 
Die  vnbegrenste  Ebene« 

Lassen  wir  eine  homogene  Engel  sich  sprungweise  Ungs  einer 
Hiebe  bewegen  nnd  an  jedem  Bohepnnkte  Ihre  ganse  Hasse  ab- 
lagern, 80  entsteht  ein  spbftrogener  Körper,  dessen  Potential  dnrch 

das  dieser  Fläche  ersetzt  werden  kann,  wenn  wir  in  dem  Mittelpunkte 
jeder  Ruhelage  die  sämmtliche  Masse  der  Kugel  concentrirt  denken. 
Der  dadurch  entstehende  Körper  wird,  wenn  die  Fläche  unendlich 
und  die  Kugel  sich  stetig  von  Punkt  zu  Punkt  bewegt,  überall  eine 
gleiche  Dicke  besitzen,  welche  dem  Durchmesser  der  Kugel  gleich  sein 
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wird;  die  Oberfläche  dieses  Körpers  aber  ist  die  Enveloppe  der  sämmt- 
liehen  Bahelagen  der  erzeugenden  Engel 

Die  LeitflAche  sei  eine  unbegrenzte  Ebene. 

Wir  marUren  die  Rnhepnnkte  fBr  den  Mttelpnnkt  der  Engel 
durch  die  Scbnittpnnkte  zweier  Systeme  orthogonaler  Oeraden,  wdche 
in  gleicher,  nnendKch  kleiner  Entfernung  parallel  lanfen,  wählen 
ein  Paar  derselben  sor  X*  und  F-Achse  und  beariehnen  ihre  Ent- 
fennmgen  mit: 


lASsen  wir  dann  die  Engel  znnftchst  lings  der  X*Aflhae  ti<sh  fort- 
bewegen,'so  erhalten  wir  nach  AUagerang  der  Engdmassen  einen 
sphttrogenen  CyHnder  (s.  Fig.  6.).- 

Um  den  gesuchten  Körper  zu  erhalten,  denken  wir  den  gefunde- 
nen Cylindcr  sprungweise  so  fortbewegt,  dass  seine  Achse  successiv 
die  Lagen  der  Parallelen  y  =  const  der  zweiten  Schar  annimmt,  und 
in  diesen  Ruhelagen  seine  ganze  Masse  abgelagert.  Es  ist  einleuch- 
tend, dass  auf  diese  Weise  derselbe  Körper  entsteht,  der  durch  Ab- 
lagerung der  Masse  jeder  Kugel  in  ihrer  Ruhelage  sich  bildet;  denn 
am  Ende  unserer  Constmction  haben  wir  an  jedem  Eckpunkte  des 
Netzes  eine  Engel  abgelagert 

Welches  ist  die  Didite  dieses  Efitpers? 

Die  Masse,  welche  sich  in  einem  Elemente  dx.dy.dz  in  der  Höhe 
z  über  der  -XT-Ebene  ansammelt,  erhalten  wir,  wenn  wir  parallel  der 
F-Achse  eiu  Parallelepiped  vom  Querschnitte  dx  .dz  durch  den  Cy- 
linder  hindurch  legen.  Dieses  wird  durch  die  Mäntel  der  auf  einan- 
derfolgenden  sphärogcnen  Cylinder  in  lauter  unendlich  kleine  con- 
gmente  Parallelepipeda  zerschnitten.  So  viele  derselben  innerhalb 
eines  Cylinders  liegen,  lagern  sich  bei  der  spmngweisen  Fortl^eguug 
desselben  in  das  Tordfflrste  Efoment;  der  noch  flbrige  Teil  der  im 
Cylinder  liegenden  Masse  des  Parallelepipeds  der  ein  Tolles 

Etement  nicht  mehr  bildet,  Innn.  gegen  die  Summe  der  ftbrigen  Tor- 
nadilfiasigt  werden.  Alsdann  ist  die  im  ersten  Elemente  aogesam* 
melto  Masse: 


2. 


ir=o 
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»  2dl0.  (b.  y   -j^ — sL  ,4if 

0 


Setzen  wir: 

80  erglebt  sidi: 

  » 

Vä*-!^   2 


n 


Palier:  ^  ^ 

Da  jeder  Qrlinder  durch  die  aufeinander  folgenden  Oberflächenlagen 
dee  erzengenden  Cylinders  in  gleiche  Yolamenelemente  zerlegt  wird, 
so  verhalten  sich  die  Dichten  der  einzelnen  Elemente  wie  die  darin 
befindliGhen  Massen;  es  ist  also  die  Dichte  ^  in  jedem  Paukte: 

A  — >  Const  — ^— • 

Fflr  die  Leitebeae  ist: 

mithin  die  dortige  Dichte: 
ir<ms  folgt: 

B  •  •  .  •  .  \A^-^.A^ 

Yerc^eidieii  vir  mit  diefler  Formel  die  fBr  die  Dichte  eines  sphft- 
rogenen  Qylindeis:   

80  erkennen  wir  leicht,  dass  bei  gleicher  Entfernung  von  der  Leit- 
cnrve,  rcsp.  Fläche  der  beiden  spbärogencn  Körper  die  Dichte  in  der 
körperlichen  Tafel  in  quadratischem  Verhältnisse  gegen  die  Dichte 
des  Cylinders  abnimmt 


Digitized  by  Göögle 


41 


Da  die  Masso  der  körperlichen  Tafel  gleichmässig  zu  beiden  Sei- 
ten der  Leitebene  verteilt  ist,  so  wird  man  die  Masse,  womit  letztere 
belegt  werden  muss,  um  der  erstcren  äquipotential  zu  Averden,  eiu- 
facli  dadurch  finden,  dass  mau  über  einem  Elemente  dzdy  parallel 
der  ^Achse  ein  Parallelepiped  construirt  und  die  durch  dieses  aus 
dem  Körper  ausgeschnittene  Hasse  berechnet. 

In  der  Höhe  s  Aber  der  JCr-Ebene  ist  die  Dichte: 

^  — — ^.4»5 
daher  die  Masso  des  ausgeschnittcueu  ParaUelepipeds: 


iL 


B 


«  2.de.<^.4D>  #  — ]p — »dü 

0 

-=  2Jq  .  — ^ —  .z  j^tix.dt/ 

Ist  aber  ^  die  Fl&chendichte  der  Ebene,  so  findet  die  Gleichung 
statt: 

dm  »  fi  .dx,dy\ 

daber: 

dm, 

F  f.lE.z/o, 

mnani  weiter  fblgt:  ^ 
nnd 

Haben  wir  als  Leitflächo  die  unbegrenzte  Ebene  benutzt,  so  ist 
das  Potential  des  zugehörigen  sphärogenen  Körpers  uueudlich,  wie 
das  einer  unbegrenzten  Ebene  von  der  Dichte  |it  selbst 

Dies  lllsst  sich  leicht  auf  folgende  Weise  dartun. 

Fillen  ivir  von  dem  betrachteten*  Ponkte  auf  die  Ebene  ein  Lot, 
wfthlen  dies  zur  ^Achse  nnd  den  Fnsspnnkt  desselben  znni  Null- 
punkt eines  Polarooordinaten^ystems  (r,  9>),  so  ist  die  Z<;omponeEte 
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der  Kraft,  ndt  der  ein  Masfleneleiiieiit  der  Ebene:  ii,r,dr,d^  den 
EinheitBpnnkt  P  anzieht,  gleich: 

wenn  p  seine  Entfernung  vom  Punkte  P  darstellt 

Dio  Kraft,  mit  der  die  ganze  ebene  Masse  von  der  constantea 
Dichte  ft  deu  Ponkt  F  anzieht,  ist  daher: 


Die  Kraft,  mit  der  eine  Ebene  von  constanter  Flächendichto 
einen  ausserhalb  liegcndon  Punkt  P  anzieht,  ist  unabhängig  von  der 
Entfernung  desselben  von  der  £bene. 

Dasselbe  eigiebt  sich  auch  felgendermassen. 

Denken  wir  uns  eine  zur  XF-Ebeuc  parallele  Ebene  J?,y,  mit 
der  Dichte  f.i  belegt  in  der  Entfernung  vom  Punkte  P  und  con- 
Btruiren  von  P  aus  durch  die  Systeme  der  JT^const  und  y=con8t 
Ebenen,  welche  von  der  Parallelebene  die  Elemente  da^dyi  aus- 
schneiden, so  verhfllt  sich: 

wenn  r  und  r,  die  Entfernungen  des  Punktes  P  von  den  zwei  mit  P 
in  dner  Graden  liegenden  Elementen  dxd^  resp.  dx^d^^  darstellen. 

Es  ist  aber: 

-^—^ 

proportional  der  Eraft,  mit  welcher  der  Pnnlrt  P  von  den  ent- 
sprechenden Elementen  beider  Ebenen  angezogen  whrd. 

Zu  jedem  Elemente  der  einen  Ebene  cxistirt  mithin  stets  ein 
Element  der  anderen,  welches  den  Punkt  F  mit  derselben  Kraft 
anzieht. 

Daraus  folgt,  dass  der  Punkt  P  von  der  ganzen  Ebene  XY  mit 
derselben  Kraft  angezogen  wird,  wie  von  der  Ebene  JS^I^. 
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Wie  weit  wir.  daher  auch  die  Ebene  X^T^  vom  Punkte  P,  oder 
den  Paukt  P  Ton  ilir  entfernen,  die  anzieliende  Kraft  Ueibt  stets 
constaut 

Für  unendlich  nahe  Pnnkte  ist; 

8P  SP 

dp  9P 

wo  ^  und  — die  normalen  Eraftcomponenten  nnd  n  die  Rich- 
tung der  wachsenden  Nonuale  bezeichnet 
Da  in  unserem  Falte  offsiibar 

BP  dP 
ST"  dn" 

SO  Ist: 

dP  dp 

 2«<i 

die  constante  Kraft,  mit  der  die  Ebcuc  iu  jeglicher  Entfernung  den 
Einheits-Massonpunkt  anzieht. 

Daher  ist: 


P-[— 2jf|i.»]  -CO. 


Zu  demselben  Besoltate  gelangea  wir,  wenn  wir  die  Ebene  als 
Oberfläche  einer  Kogel  von  nnendlich  grossen  Badins  r  betrachten. 
Das  Potential  derselben  ist  dann: 


rs«D 


§8. 

IDt  homogener  Masse  belegte  SeehteekOi 

Wenn  sich  der  sphärogene  Cylinder  nicht  längs  der  ganzen  F- 
Adise  von  — oo  bis  +qo,  sondern  nur  ISags  dnes  bescbrii&len 
Stückes  derselben,  von  ys=0  bis  y  ^seonst  fortbewegt,  so  entsteht 
ein  flfichenartiger  Körper  von  unendlicher  Lange,  aber  endlicher 
Breite.  In  allen  Teilen  dieses  Körpers,  die  nidit  inneiiialb  des  An- 
fimgs-  nnd  Ead-Qylinders  liegen,  ist  die  Dichte  ganz  dieselbe  wie  im 
Torigen  Falle,  da  die  Lagerung  der  Kugeln  hier  genau  dieselbe  ist; 
anders  innerh^db  der  ersten  nnd  letzten  Oylinderflftche. 

Denken  wir  uns  von  der  Oberfläche  des  ersten  Cy linders  aus 
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parallel  der  F- Achse  ein  Parallelepiped  mit  der  Grundfläche  dx.dz 
hiudurchgclcgt ,  so  wird  dasselbe  durch  die  auf  einander  folgenden 
Lagen  des  erzeugenden  Cyliuders  in  lauter  unendlich  kleine  con- 
gruente  Elemente  zerschnitten;  in  das  erste  derselben  wird  nur  Yom 
ersten ,  in  das  zweite  vom  ersten  und  zweiten  Cylinder  etc.  Masse 
abgelagert,  so  dass  die  Dichte  in  diesem  Parallelepiped  stetig  wächst, 
je  mclir  wir  uns  darin  von  der  Oberfluche  des  Cyliuders  entfernen. 
Die  Masse  iu  jedem  Elemente  ist  gleich  der  Summe  der  Massen  der 
dnrchschrittenen  Elemente  des  ersten  Cylinders: 

4m  ^  1 8,dt 


?/   

—  6^,da,dz, I  y  — — .djy 


Es  ist  aber  nach  Obigem: 


/V: 


fsraer: 


Setzen  irir: 

80  ist: 

— ^  eos(p.d(ßm<p)  =  cos  g).  sin  9 -j-^ 3inV'<^9>"~ 
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Daher: 

9 

and 


y   


mithin: 


dm  =  da,dx,tb. 


i2« 


i  ö + arcsin  ,  ,  , 


4.__2'  _  l/; 


£b  ist  ^OD  die  Dichte  im  Endcylinder: 

dm 


.         _  dm 


daher: 


für  .   

ist: 

^(Ä)  =  c — ^ — =  ^  =  — ^r~-^o» 

daher: 

mithin: 


Diese  Formel  geht  fOr  den  Wert: 

mit  dem  wir  aus  dem  End-Qylinder  heraustreten,  in  die  bereits  be- 
kannte Gleichung  £: 

Hhor,  die  für  alle  Punkte  ausserhalb  der  £nd-Cjlinder  gilt 


46  Susmann:  Ueber  äqu^otentiaU  MassenverUüungen. 

Oenav  denselbeii  Körper,  den  wir  so  eben  bei  beaclirftiikter  Bth 
wegnng  des  anendUeh  langen  spharogenen  Cylinders  erhalten  haben, 
können  wir  anch  durch  unendliche  Bewegung  eines  endlichen  sphäro- 
genen  Cjündera  herstellen. 

Es  möge  sich  ein  endlicher  sphärogener  Cylinder,  dessen  Achse 
von  y  =  0  h'is  y  =  coust  reicht,  sich  selbst  parallel  längs  der  X-Achse 
bewegen  von  x  =  —  co  bis  jc=-f-°^-  Alsdann  wird  die  Achse  des 
Cylinders  ganz  denselben  unendlichen  Ebenenstreifen  beschrieben 
haben,  wie  die  des  unendlich  langen  Cylinders  im  vorigen  Falle. 

Denken  wir  uns  in  beiden  Fällen  die  Ruhelagen  der  Cylinder- 
achsen  ebensoweit  von  einander  entfernt,  wie  die  der  erzeugenden 
Kugeln,  so  werden  die  Ruhelagen  der  Achsen,  sowie  die  Bewegungs- 
linien der  Kugeln  beide  Male  genau  dieselben  Systeme  von  orthogo- 
nalen Graden  bilden,  deren  Durchschnittspunkte  die  Ruhelagen  für 
die  Centra  der  erzeugenden  Kugeln  sind.  Es  werden  sich  daher  beide 
Körper  aus  denselben  Kugeln  zusammensetzen,  mithin  identisch  seinj 
ihre  Dichte  wird  an  gleichen  Funkten  dieselbe  und  durch  obige  For^ 
mein  ausgedrflekt  sein. 

Danach  ist  es  nicht  schwer,  die  Dichte  in  allen  Punkten  eines 
endlichen  flächenartigen  Körpers  zu  bestimmen,  der  bei  endlicher 
ParaUei-Bewegung  eines  endlichen  sphärogenen  Cylinders  entsteht 

wahrend  ftr  das  Innere  die  Formel  £  gOt,  so  ist  naeh  den 
vorhergehenden  Uebeiiegungen  die  Di«shte  in  den  Endi^Iindem  nach 
allen  vier  Seiten  hüi  dnrch  Fonnd  F  bestimmt,  jedoch  mit  Ausnahme 
der  vier  Eckkngeln. 

Um  die  Didite  im  Punkte  P  derselben  zu  bestimmen  (Fig.  6.), 
machen  wir  zwei  Seiten  des  Ton  den  Mittelpunkten  der  eraengenden  En- 
geln ausgefUlten  Rechtecks  zur  X>  und  7-Achse,  wfihlen  die  ^Achse 
so,  dass  das  Coordinatensystem  positiv  whrd  und  legen  vom  Punkte  P 
aus  ein  Parallelepiped  von  der  Grundfläche  dx .  dz  durch  den  Körper. 
Dieses  wird  dnr<^  die  auf  einander  folgenden  Oberflächen  der  erzeu- 
genden sphärogenen  Cylinder  in  lauter  kleine  Parallelepipeda  zer* 
schnitten.  In  jedem  finden  sich  nach  Ablagerang  der  Massen  der 
sphärogenen  Cylinder  die  sämmtlichen  Massen  der  vorhergehenden 
Elemente  angehäuft,  so  dass,  wenn  wir  die  Dichte  desselben  mit  5 
bezeichnen,  ein  Massonelement  in  der  y-Entfernung  HF  =  a  von  der 
Oberfläche  die  Masse  enthält:  . 

Legen  wir  durch  P  eine  Parallelebcnc  {X'Y')  zur  JTF-Ebene, 
welche  die  Z-Achse  in  O'  schneidet  und  bezeichnen  wir  mit  c'  die 
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Stttd»  der  nenen  IP'-Coordinaten,  welche  Ton  der  Eekkogel  und  der 
Gnden  HP  begranzt  werden,  so  ist: 

wo 

dflber:  * 

dm      C,daD,dz,  j  c',dy 


a 


Dies  Integral  stellt  das  Stück  der  von  der  JT'F'-Ebeiie  aas  der 
Eckkngel  aasgeschnittenen  Kreisfläche  {q)  dar,  welches  Ton  den  bei- 
den  Längen  9  und  9'b  abgetrennt  wird. 

BaraiiB  folgt,  dass  in  den  Punkten  c')  and  (z,  a',  0)  die- 
selbe Dichte  Vorhanden  ist. 

Schneidet  die  zu  P  gehörige  X'-Coordinato  die  Kreisperipherie 
in  iV,  die  F'-Achse  in  so  ist  das  von  der  Kreisfläche  abgeschnit- 
tene Stuck  gleich  der  Diifcrenz: 


a 


|(arccoB(-^)-^  aresin  1) 
2-^g-+arc8m--}-arcsin-j 

welche  Formel  sich  im  Pankto  |y  ^      nidai  ändert. 

Mithin  ist  die  Dichte  im  Pankto  (xyz)  der  Eckkugel: 

^jc  -=  Const.iS, 

wobei  zu  setzen  ist: 

^^iZi-.«s. 

Für  Pankto  der  inneren  Oberfläche  der  Eckkngel  mass  diese 
Formel  in  die  Gleichung  F  Ubergehen-,  für  solche  Punkte  ist: 
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^»tc'-l-y*,  und 
arcBin  -  —  s-  4-arc8ui 
daher  die  Dichte  ^(jr,^  in  solchen  Paukten: 

Es  ist  aber  nach  Gleichung  F: 

(  


daher: 

and 


Const= 


g+,«ein^^+«rcsin^_-] 


Die  FUklieii  gkiclier  Dichte:  =  const  sind,  soweit  sie  inner- 
halb der  Eckkugeln  und  der  Endcyliuder  liegen,  transcendentj  im 
übrigen  Baume  aber  Parallelebenen:  »  —  const. 

Gehen  die  beiden  Endcylindcr  in  einander  Über,  so  vervollständigt 

man  den  sphärngenen  Körper  durch  Ansetzuiig  eines  anderen  zu  einem 
solchen,  in  dem  die  Endcylinder  sich  uiclit  schneiden,  und  hat  dann 
die  Dichte  au  jedem  Punkte  gleich  der  Differenz  der  dortigen  Dichten 
des  neuen  Körpers  und  des  angesetzten  Hilüskörpers. 


§  9. 

Die  Kreisllftehe  mit  homegcner  HaiseBbeiegiiif« 

Um  einen  der  homogeneu  Kre  isfläche  äquipotentialen  Körper  zu 
erhalten,  zerschneiden  wir  den  Kadius  OSl  =  a  derselben  in  unendlich 
viele  gleiche  Teile,  legen  durch  die  Teilungspunkte  concentrische 
Kreise,  denken  die  Masse  zwisclien  je  zweien  solcher  Kreise  auf  den 
inneren  Kreis  coucentrirt  und  coustruiren  zu  jedem  linearen  Kreis- 
ring den  äquipotentialen  körperlichen  Kreisring  vom  constanten  Ra- 
dius JL 
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Diese  sämmüicheu  Krcisriugc  setzen  sicli  zu  ciiiciii  Scheiben- 
artigen  Körper  zusammen  vou  der  Dicke  222,  dcsseu  Potential  durch 
das  der  homogenen  Kreisfläche  ersetzt  werden  kann. 

Untersuchen  wir  die  Dichte  dieses  sphärogenen  Körpers. 

Bei  der  Goncentration  der  Mas6e  der  Kreisplatte  in  Imeaie  Kreis- 
ringe werden  die  auf  jedem  Ringe  lagernden  Hassen  mit  der  Ent- 
fernung vom  Mittelpunkte  immer  grösser,  in  demselben  Yerhftltnjsse 
wächst  aber  auch  der  Umfuig  des  Kreisringes;  mithin  ist  die  Dichte 
auf  allen  diesen  Ringen  gleich.  —  Statt  aus  diesen  Ringen  mittels 
äquivalenter  Ifessentransposition  den  resultierenden  Körper  herzu- 
stellen, können  wir  auch  die  Kreisplatte  dun  Ii  zwei  orthogonale  un- 
endlich nahe  Liniensystemc  in  gleiche  quadratische  Elemente  zerlegen 
und  jedes  derselben  von  seinem  Mittelpunkte  aus  durch  eine  homo- 
^rene  Kugel  transi)oniereu ;  denn  je  näher  Avir  uns  in  beiden  Fällen  die 
Liniens3'Steine  an  einaiidor  gerückt  denken,  um  so  mclir  nähern  sich 
die  beiden  Massenvertoilungeu  der  liümogenen  lielegung  und  können 
der  letzteren  über  jede  beliebige  Grenze  der  Genauigkeit  hinaus  nahe 
gelulii  t  werden. 

Für  die  letztere  Verteilung  kennen  wir  bereits  die  Dichte;  sie  ist: 

Diese  Formel  gilt  aber  nur  für  solclie  Punkte,  in  denen  von 
allen  Seiten  gleichmässig  Masse  abgelagert  wird;  sie  gilt  daher  hier 
nicht  für  Punkte  des  äussersten  Kreisringes. 

Um  für  diese  die  Dichte  zu  finden  (Fig.  7.),  construieren  wir 
von  o  aus  ein  orthogonales  roordinatonsystem,  dessen  ^Achse  senk- 
recht zur  Kreisflüche,  und  schneiden  durch 

1)  die  Ebenen  z    const  und  z+dz  »  const', 

2)  die  Cylinder  im  Abstände  (a-)-|<>)  und  (a-\-IP-\-€ld)  von  der 

^Achse, 

3)  die  durch  die  ^- Achse  gelegten  Ebenen  4p  —  Const  und 

q>-\-dq>^  Const' 

ein  Element 

(a'^'^,  dtp.  dz, da 

aus  dem  äussersten  Kreisriuge  lieraus  und  berechnen  die  Summe  dm 
der  hineinfallenden  Massen. 

Ist  ^(H(o,g)  die  Dichte  des  Endringes  im  Punkte  (|^,  z)  und 
d{a — o){io,M)  die  entsprechende  Dichte  des  Ringes  mit  der  Achse 
a^<r,  so  ist: 
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wo  ^  die  A'-Coordmaten  der  Ringpuukto  in  Bezug  auf  den  Mit- 
telpunkt der  äussersten  Kreisfläche,  darstellt  Es  lässt  sich  aber  auf 
folgende  Weise- die  Dicbte  iia  — g-i-^k^og)  durch  die  Dichte  im  End- 
ringc  Ja(^^02)  .ansdrfld^en. 

Es  ist  nach  Formel  D  bei  gleichem  t: 

a . arc  cos  — ^ —      a',  arccos  ~ 2<7« — 
ferner  nach  C: 

 r2^-i?^i    •  • 

arccos  [— ä^-J 


a 


arccos 


arccos 

£s  ist  aber: 


[     ^  J 


setzen  wir  daher 

(a— 

so  ist: 

und: 

daher: 

dia-^Q+^l^s)  ~^ —  r2a»—  

und: 

rf«  =  Con8t(a+4")  .y  (a-<j+|).arcco8[^^^=^^fg|^^ 

Durch  Division  mit  dciu  Volumelemciit:  {a-\-^^).(l(p.dM.<li  erhalten 
wir  die  Dichtü  Jji  im  Puukte  Ü'^z)  gleich 
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=  Const  /  2{a—Q-^i).q>.d^, 


WO  fp  den  der  Seite,  q  des  Dreieck»  a+SS  — §)  gegenüber- 
liegenden Winkel  bedeutet,  oder: 


Jb'^  Gonst  /  28. d^. 


wo  ■»  der  zu  9  gehörige  Bogen  im  Kreise  (a-^Q-i'k)  ist 

Es  stellt  aber  das  lutegral: 


die  Fläche  2F  dar,  welche  in  der  Ebene  z  =  const  der  um  den  Punkt 
mit  Q  =yji^ — 2-  beschriebene  Kreis  von 'einer  iu  derselben 
Ebene  liegenden  Kreisfläche  abschneidet,  die  mit  a  nm  die  Z-Achse 
beschrieben  ist  (Fig.  8.). 

Bewegt  sich  in  der  Ebene  z  =  const  ein  Punkt  aus  dem  End- 
ringe lieraus  in  das  lauere  des  sphärogcneu  Köri)ers,  so  sclineidet 
dieser  Kreis  stets  seine  volle  Fliichü  ab;  folglich  ist  für  solche  Punkte 
die  Dichte  ^  constant  und  zwar  proportional  der  Kreisfläche: 


Für  den  Punkt  ist  2F  gleich  der  ganzen  Kreisfläche  Q^.n^ 
vermindert  am  die  Ergänzungsfläche  also: 


D  die  FÜtehe  des  von  o,  a-]-l^  und  q  gebildeten  Dreiecks, 

1^  die  Fiadie  des  vom  Badins  p  und  der  X-Achse, 

Sq,  die  Fläche  des  von  den  Badieu  ^  eingeschlossenen  Kreis- 
pectors  bedeuten.  Dabei  ist: 


£s  ist  aber: 


wo 


4* 
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Es  ist  daher: 

Dabei  ist  für  l'uuktc:  4^  ==  —  ^»  d.  h.  für  Punkte,  die  auf  der  Grenze 
des  Endhuges  liegen: 

Daraus  orj^nebt  sich  die  Bestimmung  der  üoustautcu  C.  Für  derartige 
Punkte  ist  nach  Formel  D: 

J  «  —  j^r~ '  4ih 
nacli  obiger  Formel  aber: 

daher: 

C  = 


und: 

Die  gefundenen  Formeln  gestatten  leicht,  die  Dichte  in  allen 
Punkten  sphärogener  Körper  anzugeben,  die  irgend  einer  homogeuen 
ebenen  Fhtclio  äquipotential  sind,  wenn  diese  von  Kreisen  oder  Ge- 
raden begrenzt  wird ;  eine  besondere  Berechnung  erfordert  jedesmal 
die  DicbteubestiminuDg  innerhalb  der  Eckkugeln: 


§.  10. 

Potential  sphärogener  Körper  auf  innere  Punkte« 

Um  das  Potential  sphärogener  K()ri)er  auf  innere  Punkte  zu 
hndcn,  denken  wir  nur  jede  der  erzeugenden  Kugeln  in  unendlich 
viele  conccntrische  Kugelschalen  zerlegt. 

Während  auf  äussere  Punkte  die  ganzen  Massen  der  erzeugenden 
Kugeln  einwirken,  kommen  bei  einem  inneren  Punkte  diejenigen 
Schalen  dieser  Kugeln  in  Wegfall,  welche  den  Punkt  umschliessen, 

da  das  Potential  einer  homogenen  Kugelschalc  auf  einen  inneren 
Punkt  eine  Constante  ist.  Bei  Berechnung  des  Potcntialut  rtcs  werden 
wir  daher  nur  diejenigen  Schalen  der  erzeugenden  Kugeln  zu  berück- 
sichtigen haben,  für  weiche  der  afticierte  Punkt  ein  äusserer  ist. 


Digitized  by  Google 


Hu  »mann:  üebidr  äqu^tetuiale  Massenverteümgeit*  53 

Betrachten  wir  zunächst  oinon  runkt  /'(Fig.  9)  iunerhalb  eiucs  sphä- 
rogenen  Cylindcrs  mit  dt  ii  Courdiiiatcii  ~,  ?/  ^  o,  =  0.  Auf  diesou 
Punkt  wirkeu  uoch  mit  ganzer  Masse  ein  die  Kugeln,  deren  Ober- 
flächen durch  ihn  hindurchgchn,  von  den  darauf  folgenden,  den  Punkt 
Pnmscfaliessenden  Engeln  aber  nnr  derjenige  kugelförmige  Teil  ihrer 
Masse,  welcher  die  Entfemmig  Rn  des  Punktes  P  vom  Hittelpunkte 
zum  Radius  hat  Denken  wir  ans  daher  die  Hassen  dieser  Engeln 
anf  die  Achse  in  den  Elementen  dm  etc.  concentrirt,  so  verhalten 
sich 

dmidmi  ...  dm»  =  R^iBj*  ...  22»^, 

80  dass  also: 

ämti  =       •  dm   -j^  .dm. 

Es  ist  aber  nach  §.  5.  die  Dichte  c  der  dem  Cylinder  äquipotentiaten 
linearen  Masse  ausgedrückt  durch  die  Dichte  d«  in  unmittelbarer  Nähe 
der  Achse  des  sphärogenen  Gylinders: 

dm     2«^  . 

Diese  Formel  gilt  nur,  wenn  der  afiicierte  Punkt  ein  äusserer  ist; 
Hegt  derselbe  im  Innern  des  Qylinders,  so  wird  die  zugehörige  lineare 
Dichte  $f  ausgedruckt  sein  durch: 

d9  "  "3^^^ 
"T^  B  ^<»- 

Danach  lässt  sich  das  Potential  2'  für  eiueu  inneren  Punkt  leicht  bc- 
reclmcu. 

Wir  zerlegen  dasselbe  in  zwei  Teile  und  P..,  deren  erster  her- 
rührt von  den  Kugeln,  welche  iranz  ausserhalb  des  afüciertcn  Punktes 
liegen ;  der  zweite  von  den  in  Betracht  kommenden  Teilen  der  ttbrig 
bleibenden  Kugeln: 

Alsdann  ist: 

»+6  .»/=0 


T  B  [— 8— J*«-  • 


X 
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Das  Potential      lässt  sich  nach  §.  5.  ohne  Schwierigkeit  aufstellen. 

Um  das  Potential  für  einen  Punkt  P  im  Innern  eines  sphfiroge- 
nen  EreisringeB  zn  berechnen,  denken  wir  ans  durch  den  Punkt  P 
eine  Ebene  senkrocht  znr  Bingebene  gelegt,  welche  die  letztere  in 
der  1-Ächse  scbneidea  mag.  Betrachten  wir  ferner  die  erzengenden 
Kugeln  als  zusammengesetzt  aus  lauter  homogenen  Eugelschalen,  so 
sind  für  den  Punkt  P  die  Potentiale  derjenigen  Schalen  constant, 
welche  denselben  umschliessen.  Ziehen  wir  daher  die  Verbindungs- 
linie vom  Punkte  P  nach  dem  Mittelpunkte  einer  ihn  umschlics- 
senden  Kugel,  so  wird  nur  die  Masse  der  Kugel  (7?„)  nach  dem  Mit- 
telpuuktselenieute  dnin  zu  cuncentrireu  sein.  Es  Avürden  sich  daher 
die  Massen  in  den  Elemeuten  f/;/t„,  soweit  sie  innerhalb  einer  um  P 
mit  dem  Radius  R  beschriebeueu  Kugel  liegen,  verhalten  wie  die 
Kuben  der  Kadien  J?w, also  dmidyn^: ...  :dmn  =  JPiJij^:  ...  :lln^. 

£s  ist  aber: 

.     En'  =       p«*  =  »«+(a+y)*+«'-      -f  y)  cos  g>«, 
und; 

clmn  —        •  dm  —  .dm\ 


Usnßt  nach  §.  6.: 

dm     2  ?r 


ds  3 


daher: 


ti=z         =  n  '  ring      i=;i=i  •  .<^o» 


Nun  ist: 


ds       3  12««  — 


9 

/2  n 


•2«2— m 

arccos 

L  J 

pT\  •[{«^-h»H-<«+»)l9'  — 2a(o+y)sinqp], 


wo 


9-«ccos|  J. 
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Fttr  Punkte  =  0,  «  =  0)  in  -dor  ringförmigen  Achso  ist  dem- 
nach: 

«       Öa*  7t  r  -^  s 

^  "  T  T2(^^m  '       ~        ''^  • 

arccos 


WO 

9  «  arccos 


Bei  einer  spbärogenon  Platte,  die  einer  homogcuen  ebenen  Be- 
legung entspricht,  werden  von  allen  Kugeln,  die  in  gleicher  Entfer- 
nung Tom  Punkte  P  liegen,  gleiche  Kugelschalen  fortfinllen. 

Denken  wir  uns  (Uircli  den  Punkt  P  scnkrcclit  zur  Leitebene  die 
Z-Achse  2o1(\gt  und  um  den  Fusspunkt  derselben  in  unendlich  kleinen 
Abständen  von  einander  conccntrisclic  Pcrijdierien  beschrieben,  so 
wird  die  Masse  eines  dieser  uncndlieli  dünnen  Kreisringe  in  der  Ent- 
fernung Mn  vom  Punkte  r  ausgedrtickt  sein  duich  die  Formel: 

in  der  Entfernung  Ji  aber: 

Da  aber  die  ebene  Massenverteilung  völlig  homogen  ist,  also  auf 
gleiche  Flachenelemente  eine  gleiche  Anzahl  von  Engeln  fällt,  so  ver- 
halten sich  die  Massenelemente,  d.  h.  die  Dichten  wie  die  Massen 
der  zugehörigen  Engeln,  oder  wie  die  Euben  der  Eugelradien: 

Es  ist  aber  nach  den  beiden  obigen  Formeln: 

flu       dm      yn ' 

und  nach  der  letzten : 
daher: 

dmn  =  —  •       .  dm. 

Zerlegen  wir  nun  wie  oben  das  Potential  der  ganzen  sphärogcnen 
Platte  in  zwei  Teile:  1\,  deren  erster  herrührt  von  den  Ku- 

geln, lür  welche  der  Punkt  /'  ein  äusserer  ist,  der  zweite  aber  von 
den  Bämmtlichen  übrigen  Kugeln,  so  ist: 
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2 


Würde  die  ganze  Ebene  die  honiogeae  Dichte  ft  habou,  so  würde  das 
Potential      sich  umwandeln  in 


Daher  kann  man  das  Potential  einer  sphärogenen  Tafel  für  einen 
inneren  Punkt  aus  dem  Potential  für  einen  äussereu  Punkt  einlach 
erhalten,  indem  mau  von  demselben  die  Differenz 

r  _  ^4-1 

sabtrahirt 

DoFch  diese  wie  flberliaapt  sämmtlicho  im  Verlaufe  der  Unter- 
suchnng  gefandenen  Formehi  sind  die  Potentiale  nur  bis  avf  additive 
Gonstanten  genau  bestimmt 


Digitized  by  GoÖgle 


Boppe:  FoUntial  des  sphärüekat  JDreUek»-  57 


Iii. 

Potential  des  sphärischen  Dreiecks. 

Von 

R.  Hoppe. 


Ein  sphärisches  Dreieck,  wie  jedes  Dreieck,  Ifisst  sich  in  3  Drei- 
ecke zerlegen,  deren  eine  Ecke  ein  beliebig  gewählter  Punkt  ist. 
Wir  wählen  als  gemeinsame  Ecke  dm  Punkt  welcher  auf  gcr.nVr 
Linie  mit  dem  Mittelpunkt  .^f  und  dem  vom  si)härisclicn  Dreieck 
ABC  angezogenen  Punkte  liegt.  Fällt  dieser  innerhalb  AßC\  so 
ist 

AßC  ^  BCD-\-CAD-\-ABD 

In  andern  Fällen  sind  irgend  welche  dieser  3  Teile  negatir  sn  redi- 

ncu,  unter  Umständen  auch  die  ganze  Kugclfläche  zn  addiren.  Es 
handelt  sich  also  zunäclist  nur  nm  Berechnung  des  Potentials F  eines 
solchen  Dreiecks  AMD, 

Sei  B  Anfang  sphärischer  Polarcoordinateu  9),  1/;,  und  zwar  ^ 
si>iiari8cher  Itadfaisvector  von  D  aus,  9)  Azimut  von  DA  ans;  dann 
ist  das  sphärische  Fläcbenelement,  wenn  man  den  Engebadim  ™  1 
setzt, 

d^d^sin-^» 

Bezeichnet  r  die  Entfernung  desselben  von  P,  uud  ist  MP^  e,  so 
hat  man: 

r>  =       1—24)  cos  iff  (1) 

Die  An/.ieliuiif^  der  Fliichoueiuheit  in  dor  Entfernung  ===  1  auf  den 
Punkt  1'  sei  =  1  j  dann  ist  das  Potential  eines  sphärischen  Flächen' 
Stücks 
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Wir  lasseu  erst  ^  über  die  Transvci-sale  DN  =  '^»q,  dann  9  über  duu 
Winkel 

variireu}  daim  ist  das  Potential  des  Dreiecks  ABD 


V  = /a^ /*»*^  (2) 

oder,  da  nach  (1) 

rdr  ==  eöV'sißV' 

ist, 

Je  iiacliilein  P  ausserhalb  oder  innerhalb  der  Kugel  liegt,  bat  mau 
für  ijj  0: 

r  =  ±(c  — 1) 
Ist  outsprecheud  der  oberu  Grenze 


so  wird 


(5) 


0 

Sei 


das  spliiirisciic  Lot  von  />  auf  AB^  also  Kathete  des  rechtwinkligen 
Dreiecks  DEN\  dann  hat  man: 

und  nach  Differentiation: 

also  nach  (4) 

''^         <l8inVo  V 1  — tg«2Acot«^o 

 vq  8ro  sin   

esinVo  V  co8*2A~cos*^o 
Dies  dngefübrt  in  (ö)  giebt: 


rA*öj*oSin2//   c  —  1 


WO 
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Kachdem  man      gcn^äss  (4)  iu     ausgedrfickt  hat,  kann  nuin  r  statt 
schreiben  and  erhfilt: 

 8er^arsiii2/f   c—l 

[(«+l)^-r^l[r^-(e-l) V(m^--  r^)  (r«— »»«ib'^O  ^     ^  •  *' 

WO 

m2=:62_|_i_|.2cco82A 

gesetzt  ist.   Der  rationale  Bruch  lässt  sich  folgendenuasscn  zerlegen : 

[(6+1)^  — r2J[r2  — (e-l>J  ~  1)^— r«T"'«i^— (ö  — 1)» 

2r^  je  -  1)^     m^—  m« 

(e+1)«— r«"*"  2eC082Ä  r«  — (c— 1)^  2eC08ä«Ä 

Der  AvsdniGk  zerfiült  demnach  in  4  Teile: 
nämlich: 

ar  \ 


F,«28in2Ä/^^;^~ 


(6) 


Hier  ist  elliptische  Function  1.  Gattung  für  eleu  conjugirten  Modul 
lc\  Vy  und  l  g  -3.  Gattung  in  der  Form,  iu  welcher  sie  sich  dii'ect  in 
Jacobrschen  Functionen  darstellen  lassen.  Sei 


\ 
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u——<x> 


dann  wird  v  bestimmt  darck 


ferner  u  durch 


Q  (0,  r)  V-|-l-2eC082A 


■gc^,  t)  Li/* 


Nach  dieser  Substitution  wird  sogleich 

er  9u 

Ferner  werden  2  Parameter  A,  fi  bestimmt  durch 

~  2  V  e  &mh '    //jU  2y  6  sin/* '    ÖjOöa  ^ 


=COtÄ 


(8) 


(9) 


iHjO0ii(i  ~"  y  COS  2A '  /|a  ^  y  C082A  * 

Führt  mau  dies  ein,  und  geht  t«  f ür  «*  —  r^',  über  in  u^,  u^,  so 
kommt: 


e+1  unkea&jik  ~'* 


\ik    J  #(«+a)(e(ti— lA)  ^^^^ 


«       ^e-^Hnifi&in&^ifi    P  H-uca  ' 
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V'»=rtgÄ.Oi«0(«,-«i)  (13) 
und  nach  Integration: 


(14) 


wo  das  obere  Zeichen  einem  äussern,  das  untere  einem  imiem  Ponkte 
1*  entspricht 

liier  ist  e  die  einzige  vou  der  sjiliärischeu  Figur  unabliängigo 
Grösse,  die  doninach  für  alle 'J'cile  derselben  gleichen  Wert  bat.  Die 
Zeichen  r.  A,  fi,  n^,  w,  h  hingegen  haben  in  allen  Ti  Teildreiecken 
Ycrscliiedcue  Werte.  Wir  wollen  letztere  nach  folgender  Tabelle  be- 
zcichueu: 


Im 
Breieck 

• 

sei  gesetzt  für 
m    h    h  % 

«1 

V 

BDC 

•%  *i  *i  *i 

"i 

V 

CDA 

fn«  Tg 

«8 

ADB 

«•s  As  ^ 

As 

«8 

»8 

Ausserdem  sei  der  Kugelradius  jetzt  ^  und  bezeichne  Kdas  Poten- 
tial des  Dreiecks  ABC,  Liegt  D  innerhalb  ABC\  so  ist 

Vj-j-Vj-j- V3  ==  4B 

und  man  hat: 

» 

ö(V-tAi)0o.2'-a2)0(V--»Ä,^j 
±   «   2  *^  \^(«i4^<*^^i(iirHi,)i/x(tt8-Nf*8)  ^ 

^i(«i'-^*H)Äi(V-«^i(«8'-^»)) 
WO,  gültig  für  die  Indiccs  1,  2,  3, 
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Ö  (0,  T)  _  e,(u,  t)  r_  .     &Ju',  T)  _  _^  

.       Qi(Q,  T)e  (ü,  T)  _  €>  (0,  T)//  (/>,  r) 

ist,  und  der  uieht  gcscliriebeDe  Modul  x  immer  den  glcicheu  Iudex 
mit  dem  Argumeut  hat. 

Seien  nun  c«,  ^7,  unterschieden  durch  die  ludices  1,  2,  ;i, 
die  rechtwinkligen  Coordiuatcu  der  3  Ecken,  |,  iy,  f  die  des  ange- 
zogenen Punktes  P  für  den  Anfangspunkt  Af  und  betiebige  Axen- 
richtunjg'i  dann  bandelt  es  sieb  darum  V  als  Function  von  |,  )^  ^ 
darzustellen. 

Zunächst  hat  man: 
rg«  -  r,'^  ^  (^-e«^y-\-iv-cß,)--{-it-cYt)'\   etc.  oder 

=  4-  -  2c(S«i  -h  »i^i +i;yi)  i  etc. 

Den  Wert  tou  h  findet  man  leicbt  auf  trigonometriscbem  .Wege,  so- 
fern 2h  das  spbftriscbe  Höbenlot  im  Dreieck  BCD  Ist.  Hiernach 
bat  man: 


8in2Äi  =  siuii/->siuC'i^i> 
1 

sini^C 
und  zwar  ist 


=  ^.  ~^,y  {sin'BC— cos*J?2)— cos*CD+2cosB(7eo8Bl>cosC/)| 

,  ,  cos*BD+  eoB^CD—  2  cos  iSrCcos  BD  cos  CD 
 l-cos«gC  


woraus  durcli  Vertauschung  der  Indices  die  Werte  von  coB2h^f  cos2As 
hervorgehen. 

Geht  MF  nicht  durch  ABC^  so  geht  es  durch  eins  der  Dreiecke 
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Ä*BC,  AB'C,  ABC'^ 
A&C\   A'BC\  A^B^a, 
A*&C\ 

wo  A\  Ji\  C  die  diametralen  Gegenpuukto  von  .1,  C  sind.  Je- 
naclideni  1,  2  oder  ?>  Ecken  Gcgenpuuktc  sind,  ist  1,  2  oder  o  der 
T(  ildrciecke  negativ  zu  nehmen.  In  den  2  ersten  Fällen  wird 
einer  der  3  Winkel  bei  D  gleich  der  Summe  der  beiden  andern  und 

hebt  sich  dagegen,  so  dass  der  Term  4Rc  wegfällt  Die  beiden 

letzten  F&Ile  kann  man  aber  auch  auf  den  ersten  und  den  nraprOng- 
liehen  znrflckDlhren,  indem  man  statt  des  convexen  Dreiecks  ABC 
das  concave,  welches  jenes  znr  Engelfläche  ergänzt,  in  die  entspre- 
chenden St&cke  zerl^.  Dann  hat  man  ursprünglich: 

und  in  den  3  F&Uen: 

F-  Fo-.(F»'  +  F,'-F,0 
V"  Fo-(F/-fF,'+F,') 

wo  To  das  Potential  der  KugelÜäche,  nämlich. 

 für  äussern,  8Rc  für  imiern  Tunkt, 

bezeichnet 

Der  Uehergang  aus  einer  Lage  von  /*  in  die  angrenzende  ge- 
schieht, indem  D  eine  Dreiecksseite,  dann  die  Verlängerung  einer 
andern  tiberschreitet.  Auf  der  Grenze  verschwindet  das  entsprechende 
/<;  mau  kann  es  von  da  als  negativ  betrachten.  Dasselbe  gilt  von  ft; 
dagegen  wird  A  =  Der  entsprechende  Term  von  1'  verschwindet 
and  wird  bei  fernerem  Wachsen  von  k  negativ. 

Bea.  verschwindendem  wird  fflr  ein  im  Dreieck  gelegenes  i>, 
wo  zwischen  nnd  «s  der  Wert  u  R  liegt,  die  zu  integiirende 
Function  in  (12)  nnstetig,  sofern  H^{u±ifi)  zwischen  den  Integrations- 
grenzen verschwindet  Aus  GL  (5)  ist  zn  ersehen,  dass  dann  der  be- 
treffende Term  nicht  verschwindet,  sondern,  da  r  constant  =  c— c 
wird,  sich  gegen  den  4.  Term  hebt,  so  dass  der  ursprüngliche  Fall 
bei  erster  Ucberschrcituug  einer  Dreiecksseitc  stetig  in  den  folgen- 
den tibergeht,  in  welchein  der  j.  Term  null  ist.  Bei  Ucberschreitung 
einer  Scitenverlängerung  hingegen  kann  zwischen  den  Integralgrenzen 
u  nicht  =  K  werden ;  die  3  ersten  Tcrme  sind  also  stetig  und  der 
4.  Term  bleibt  null. 
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Die  Formel  für  das  Potential  eines  Droioiks  gilt  offeubar  für 
jedes  Vieleck,  wo  nur  die  Anzahl  der  lioniologcu  Stücke  gleich  der 
Seitenzahl  zu  setzen  ist,  die  Form  aller  Bestandteile  vou  V  aber  die- 
selbe bleibt. 

Der  Fall,  dass  einer  dieser  Bestandteile  nicht  elliptiscli  ist,  tritt 
ein,  wenn  die  in  D  zusammen  stossenden  Seiten  eines  Teildreiecks 
Quadranten  sind.  Hier  nämlich  wird  2A  —  ik'  —  1,  nnd  umgekehrt 
Man  hat  demnach,  da 

ist,  nach  GL  (6)  für  das  Teildrcieck: 

e 

für  die  Halbkugel,  deren  Pol 

e 

Subtraliirt  man  dies  vom  Potential  der  ganzen  Kugeilläche,  so  erhält 
mau  für  die  abgekehrte  Kugelhälfte: 

mag  P  ausserhalb  oder  innerhalb  der  Kugel  liegen. 
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IV. 

Elemente  der  Determinantentheorie. 

Von 

R.  Hoppe. 


Die  folgende  Bearbeitnug  geht  ans  dem  Gesichtspunkt  hmor, 
dass  die  der  Detenninautentbeorie  cigentflmlichen  einfachen,  allge- 
mdnen  nnd  weitgrcifendcu  Schlosse  ihren  eigentlich  instructiven  Kern 
bilden,  der  nicht  dnrch  nmstttndliche  Methoden  verdeckt  werden  darf. 
Alle  Yorbereitniig  durch  spedelle  'Bechnnng,  alle  unnötige  Zerlegung 
verwerfo  ich  und  zeige,  dass  zur  Herleitnng  keiues  olemontarcn  Satzes 
eine  Anwendung  der  Untcrdeteriniiianten  erforderlich  ist.  Die  Kennt- 
nias  der  letztem  ist  deshalb  nicht  überflüssig. 


§.  1.  Oesets  der  BetemlnanteBbtldnng. 

T)io  Determinante  eiues  Systems  von  n  Reihen  zu  je  Elementen, 
die  sich  demgemäss  folgendermassen  iu  eiu  Quadrat  ordueu  lassen 


1  1 

2  2 
«1  «» 


n  H 
ÖJ  «2 


I 

a„ 
2 

Oh 


II 

an 


(D) 


wird  erhalten,  indem  man  das  Produrt  der  in  der  Diagonale  Ton  links 
oben  nach  rechts  unten  stehondeu  l*Ilemeute 

1        2  N 

O}  ...  Oh 

bildet,  dann  die  nntern  Indices  alle  Permntationen  durchlaufen  Ulsst^ 
und  bei  jeder  Yertauschnng  von  2  Indices  das  Vorzeichen  des  Pro- 
ducts wechselt/  endlich  alle  so  erhaltenen  Prodncte  addirt 
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Sio  wird  bczdcbnet  durch  das  geordnete  System  von  nn  Elementen 

zwisclien  2  Vfiticalstricheii,  wie  oben  zu  sehen  ist  Je  nach  der 
fieiheuzahl  m  heisst  sie  »ter  Ordnung. 

Statt  der  untcru  Indices  kann  man  auch  die  oberu  permutiren; 
oder  was  dasselbe  ist  die  Horizontalreihen  lassen  sich  zu  Yertical- 
reihen  machen  und  umgekehrt;  die  Determinante  bleibt  unverändert 

§.  2.  Jieobachtuttgen. 

1)  Jeder  Torrn  einer  Determinante  enthält  aus  jeder 
Reihe  (horizontalen  wie  yerticalen)  ein  und  nur  ein  Element 
als  Factor.. 

2)  Bei  y  c  r  t  a  u  s  i:  Ii  u  i]  g  z  w  v  i  o  r  n  a  r  ii  1 1  c  1  c  n  R  e  i  Ii  e  n  w  e  c  h  - 
sclu  alle  Ternie,  t'olf^lieli  aiicli  liic  Detcriniiiantc  ihr  Vor- 
zeichcD,  ohne  Vcriluileruiig  ilircs  absoluten  Wertes. 

§.  3.  Lehrstttae« 

1}  Sind  2  horizontale  oder  2  vertieale  Beihen  in  allen  estspro- 
chcnden  Elementen  einander  gleich,  und  man  vortauscht  sie,  so  bleibt 
uatOrlich  die  Determinante  unverändert  Nach  Beob.  2)  vertauscht 
sie  aber  ihr  Vorzeichen.  Folglich  ist  sie  null,  und  man  hat  den  Satz: 

Kino  Determinante  mit  2  gleichen  ^jarallelen  Kol- 
heu  ist  null. 

2)  Nach  Beob.  1)  mttssen  alle  Tcrmc  verschwinden,  sobald  alle 
Elemente  einer  Beibe  verschwinden,  und  man  hat  den  Satz: 

Eine  Determinante  ist  null,  wenn  eine  Reihe  null  ist 

§.  4.   Multiplieation  einer  Determinante  mit  einem  f  aetor. 

Multiplicirt  man  alle  Elemente  einer  Reihe  mit  demselben  Factor 
m,  so  multipliciren  sich  nach  Beob.  1)  alle  Termo  mit  m  und  das 
Mnltiplicationsgcsetz  lautet: 

Eine  Determinante  wird  mit  einer  Zalil  multipli- 
cirt, indem  mau  eine  beliebige  Reihe  damit  multipli- 
cirt 

§.  Ö.   Addtttoii  gewisser  Betermlnanteii. 

Die  hckanuto  Kogel  über  die  Multiplicatlon  einer  Summe  s  mit 
einem  Factor  m  iässt  sich  so  ausdrücken:  vm  ist  gleich  der  Summe 
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der  Worte,  welche  durch  Substitution  aller  Tenne  von  s  für  v  aus 
ms-  erhalten  wenden.  Ist  nun  jedes  Element  einer  Reihe  einer  Deter- 
minante die  Summe  von  /.  Teilen,  so  hat  nach  Ueob.  1)  jeder  Teriu 
eine  solche  Summe  zum  Praetor;  folglich  wird  jeder  Term,  also  auch 
die  gauze  Determinante  widererhalteu,  wenn  man  für  jede  der  n 
Summen  gleichzeitig  ihren  ersten,  dann  ihren  zweiten,  u.  8.  \\.  end- 
lich ihren  ^tcu  Teil  substituirl  uud  die  k  Resultate  addirt.  Das  £r- 
gebniss  kdun^n  wir  in  'sweteriei  Form  ansspreclieii: 

Eiue  Determinante  I&sst  sich  in  eine  Summe  von  k 
Determinanten  zerlegen,  die  man  erh&lt,  indem  man 
jedes  Element  einer  Reihe  in  k  Teile  zerlegt  und  die- 
selben nach  einander  für  die  Summe  svbstituirt 

Mehrere  Determinanten,  welche  nur  iu  einer  Reihe 
ungleich  sind,  werdt^n  addirt,  indem  man  die  outsprc- 
ckendüu  Elemente  der  ungleichen  Reihe  addirt. 

In  Verbindung  mit  ^.  4.  folgt  hierau«: 

Sind  />],  Dg,  ,..Di  Determinanten,  die  nur  eine  Reihe 
ungleich  haben,  und  beliebige  Ordsson,  so 

kann  man  die  Summe 

t»jl>, + tu^  l'^9  +  » .  ■  mtDk 

in  eine  Determinante  v  e  r w a  n  d  e  1  n  ,  i  n  d e m  ni  a  n  d  i  e  u  n  - 
gleiche  Reihe  jedes  /)  mit  dem  zugehörigen  m  multipU- 
cirt  und  die  Pruducte  addirt. 

Jetzt  folgt  iu  Verbindung  mit  Lehrsatz  1): 

Eine  Determinante  bleibt  unverändert,  wenn  man 
zu  einer  Beihe  das  mfache  einer  parallelen  Reihe  ad- 
dirt; mithin  auch,  wenn  man  von  einer  Reihe  Teile  streicht, 
welche  einer  parallelen  Reihe  proportionirt  sind. 


6.   Multiplieatlon  zweier  Deteriuiuauteu. 

Sei 

A         11        2  2  »(  »( 

Ck  =  akl^h-\-okf^h-{-  ...  ukl^ii 

dann  lässt  sich  die  Determinante 

5* 
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Boppet  EUmtHit  der  iJeUrmiitantheorie. 


C  = 


1 


M  M 


1 

Cn 
2 

Cu 


k    k  k 

nach  f.  5.  bei  snccessiTer  Anwenduog  auf  dio  Summeii  oj,  cn 
in  n<*  Detenninanten  zerlegen,  die  man  erhält,  indem  man  filr  jene 
Sammen  nach  einander  ihre  Teile  anhstitnirt.  Eine  beliebige  der  ni* 
Determinanten  ist  dann 


N 


tt  a 


a  a 


ß  ß 


V  V 


«1  *1     ^       •  •  ■  ^1  *» 


r  r 


ß  ß 


V  V 


i»lßß 


aß  V 
^1       ...  Afi 


«1  «1 


Ott 


r 

V 


Ott 


WO  ß,  /3,  . . .  V  beliebige  der  Zahlen  1,  2,  . . .  u  bezeichnen,  lietiuden 
sich  unter  ihnen  irgend  2  gleiche  Zahlen,  so  hat  die  Determinante 
m  Beehten  2  gleiche  Yerticalreihen ,  und  N  ist  nnli.  Folglich  sind 
unter  allen  Systemen  (er,  j?,  ...  v)  nur  diejenigen  in  Rechnung  zu 
bringen,  welche  durch  Permutation  aus  dem  System  (1,  2,  ...  n)  her- 
vorgehen. 

Bei  jeder  solchen  Permutation  wechselt  nun  nach  Beob.  .2)'die 
Determinante  zur  Rechten  ihr  Vorzeichen  2)nial,  wenn  2^  Vertau- 
schungen von  2  Zahlen  dazu  erforderlich  sind,  während  der  absolute 
Wert  ungeändert  bleibt  Setzt  man  also* 
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BO  wird 


1 

1 

1 

öl 

•  • 

2 

s 

2 

•  Oh 

• 

• 
• 

II 

• 

H 

• 

»1 

«1 

•  .  Oh 

Hiernach  ist  A  Factor  aller  Teile  Ton  C.  Die  Goeffidenteii  Ton 
A  aber  gehen  ans 


1  2 


durch  Pcrnmtatiou  der  obern  Indices  hervor,  während  ihr  Vorzeichen, 
ausgedrückt  durch  ( — 1)'',  bei  jeder  Yertauschaii^  von  2  Indices 
wechselt  Daher  ist  ihre  Summe  nach  §.  1. 


1 

1 

1 

bl 

2 

2 

2 

• 

• 

bt  . 

• 
• 

bn 

• 
• 

• 

H 

• 

it 

• 

n 

und  Dian  hat: 


AB=^a 


Es  hat  sicli  ergeben ,  dass  man  das  Product  zweier  beliebigen 
Deterniinanteu  von  gleicher  Ordnung  durch  eine  Determinante  der- 
selben Ordnung  darstelieu  kann. 


§.  7.  AniUtemiir  eines  Systems  linearer  CHelehnngen. 

Es  sei  gegeben  das  System  von  n  linearen  Gleichungen  zwischen 
»  Gesuchten  «j,  ... 

11  11 

2  2  2  2 

«1  ap^-j-aj  iCj-f-  ...  Ojt sch  =  tt 


Digitized  by  Google 


70 


Hoppe:  Elemtnte.  dtr  JJeterminanlentkeone. 


Die  Detorminante  des  Goeffidentensystems 


D  — 


1  1 

«1  «8 


2 


N  » 
«1  ö» 


1 
2 


h  h 

geht  nach  Substitutiuu  von  u  für  ok  über  in 


1 

2 

«1 


1 
S 


N 


1 

2 


u 


1 

2 


n 

0*+l 


I 

Am 
3 

an 


n 


Teilen  siiitl. 


so  kaim  iiiaii  nach  §.  5.  tlie- 


Da  (liv     Sunnnou  von  je  n  ^v...«»^ 
jonigcu  Teile  streichen,  deren  Coefficienten  den  Yerticalreihen  in  Pk 

k  k 

gleich  sind.  Dann  bleibt  fttr  «  nur  übrig  atxt.  Der  gemeinsamo 
Factor  «rk  der  i&ten  Beihe,  als  Factor  der  Dctenninante  horausgestelltv 
bat  dann  zum  Goefficlenten  die  Determinante  A  und  es  wird 

Ist  uuu  D  nicht  null,  so  ist  die  beliebige  Gesuchte 

Ist  hingegen  D  null,  so  sind  alle  Gesuchten  unbestimmbar;  denn 
wenn  tUle  Dk  nnll  sind,  so  ist  mindestens  eine  Gleichnng  durch  jedes 
xk  erfüllt,  wenn  aber  irgend  ein  Dk  nicht  null  ist,  so  zeigt  die  re- 
sultirende  Gleichnng  einen  Widerspruch  an.  Hieraus  folgt,  dass  für 
Z)  0  nicht  alle  n  Gleichungen  von  einander  unabhängig  sind.  Vor- 
ausgesetzt,  dass  D  nicht  null  ist,  lautet  das  Ergebniss  im  Anschlnss 
an  die  obige  Anordnung: 

Die  Z:te  Gesuclite  ist  gleich  einem  Bruch,  dessen 
Kenner  die  Deteruiinanto  des  Coefficicntensystcnis  ist, 
und  dessen  Zähler  daraus  durch  Substitution  der  Beihe 
der  rechten  Seiten  für  die  XrteVerticalreihe  hervorgeht 

Sind  alle  n  null,  so  sind  auch  alle  Dk  null.  Die  resulfirende 
Gleichung  zeigt,  dass  dann  entweder  alle  x  null  sind,  oder  D  null  ist. 
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§.  S.  Slimination. 

• 

Es  seien  t»  lineare  Oleicbnngen  zwischen  n  Gtcsnchten  gegeben, 

in  der  Form,  dass  die  rechtcu  Seiten  0  siud;  man  soU  m — 1  Unbe- 
kamito  eliminircn.  Man  bilde  eine  Determinante,  deren  erste  m  — 1 
Vcrticalreilien  die  Coefticienten  der  Kliniinanden,  und  deren  letzte 
Vcrticalrcllie  die  linken  Seiten  der  Gleiclinngeu  bilden.  Nach  Lebrs.  2) 
ist  sie  =^  (t,  nnil  nach  J^.  .'>,  kann  man  alle  Tenne  der  Gleichungen, 
wclebc  die  Kliuiiiiaudou  enthalten,  streichen.  Hieraus  ergibt  sich  die 
])raktische  Hegel,  wobei  die  anfangs  7.  aufgestellte  Glcicbungsform 
vorausgesetzt  ist: 

Man  ordue  dio  Terme  der  Gleichungen  so,  dass  die  Eliminauden 

vor  den  übrigen  Unbekannten  kommen,  streiche  die  P^Iiminanden 
nebst  den  nacbfulgendcn  AdditioDszeicben,  setze  statt  =^  das  Zeichen 
—  ,  ziehe  links  und  rechts  einen  Ycrticalstrich,  und  setze  die  so  er- 
haltene Determinante  =  0. 

§.  9.  Vnterdetemiiuauteu. 

Da  nach  Boob.  1)  jeder  Term  der  in  §.  i.  aufgestellten  Determi- 
nante D  einen  und  nur  einen  Factor  aus  der  k-im  Vorticalreihe  ent- 
hält, so  hat  die  Determinante  die  Form: 

-11       22  h  k  HU 

und  zwar  ist  dk  eine  Summe  von  Froducten  von  je  n—1  Elementen 
des  Systems  (/>).  Die  obem  Indices  jener  Elemente  sind  der  Keihe 
nach 

1,   2,  ...  h — 1,  Ä-4-1,  ...  n 

die  uutoru  in  jeder  möglicheu  i{,eiheufolge 

1,   2,  ...  fc— 1,  ...*» 
und  mögen  der  Boihe  nach  sein 

«,  ß  ...  fi 

Das  Vorzeichen  aber  ist  ( — 1)''+'',  wo  /)  und  r/  die  Anzahlen  der 
Yertauscluuigen  je  zw'eier  Zahlen  bedeuten,  welche  nötig  sind,  um  die 
Reihe  1,  2,  ...  n  bzhw.  in  die  Reihe  ä,  1,  2,  ...  /<  —  1,  h~^l,  ...  >i 
und  in  dio  Reihe  /.,  a,  /3,  ...  u  überzuführen.    ISach  ^.  1.  wird 

demnach  r'/.  nach  dem  Gesetz  einer  Determinante  ans  einem  System 
von  ?i  —  1  Reihen  zu  »  1  Kl*Miienten  gebildet,  welches  sich  von 
dem  System  (D)  nur  dadurch  unterscheidet,  dass  die  Ätc  Hori- 
zontalreihe und  die  A;te  Yerticalreihe  fehlt,  während  der  Anlangsterm 
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der  neaen  Determinante  im  voraas  das  Yorzeidieii  (-—1)*+'  statt 
+  bat 

h  h 
Die  Grosse  dük  heisst  die  dem  Element  at  entsprechende  Unter - 

/( 

determiuaiite,  uud  zwar  ist  (— die  DetcrminaDtc  des  Sy- 
stems (£>)  uacli  Unterdrückung  der  A  teu  Horizontal-  und  ^teuyerti- 
calreihe. 

Wie  hier  die  Determinante  nach  Elementen  einer  Vertioalreihe 
entwickelt  ist,  kann  mau  sie  natürlich  auch  nach  Elementen  einer  - 
Ilorizuutalreihe  entwickeln. 


Bemerkung. 

Jeden  der  vorstehenden  Sätze,  jede  Anordnung,  Beobachtung  und 

Kofzcl  wende  der  Studirende  nach  Auffassung  der  allgemoinen  Arjrn- 
nieutatiou  auf  Determinanten  2.  und  3.  Ordnung  an.  Kiues  wcitoru 
bedarf  es  nicht,  um  eine  geutigondc  Vertrautheit  mit  der  Dotcrmi- 
nantenrechuung,  soweit  sie  in  der  analytischen  Geometrie  vorkommt, 
zu  erlangen. 

Für  die  Determinanten  3.  Ordnung  ist  noch  folgende  Bemerkung 
wichtig.  Jede  cyklische  Permutation  der  Indices  oder  Reihen,  d.  h. 
jedes  Fortschreiten  Inder  Folge  1,  2,  3,  1,  2,  3  lässt  das  Vorzeichen 
der  Determinanten,  sowie  ihrer  Tcrmc  unverändert;  die  aufsteigende 
Folge  (123,  231,  312)  entspricht  dem  -\~  Zeichen,  die  absteigende 
(321,  213,  132)  dem  —  Zeichen  jedes  Terms,  und  zwei  —  Zeichen 
geben  ein  -j— 
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V. 

Die  Kegeltläche  vierten  Grades  mit  zwei 

Doppelgeraden. 

* 

Von  , 

Adolf  Ameseder. 


Art.  1.  .  Das  ErzengniBS  zwder  zweideatiger  Punktreiheii  ^/i(«ra') 
Qiid  ^%{ßß')  auf  zwei  windschiefen  Geraden  bzhw.  ist  eine 
fiegelflAcbe  vierten  Grades  q^.  Denn  legen  wir  durch  eine  willkOr- 
lich  angenommene  Gerade  g  eine  Ebene  Ä  und  weisen  ihr  jene  Ebenen 
B'  desselben  Büschels  als  entsprechend  zu,  welche  durch  die  dem 
Schnittpunkte  <v,  von  .1  und  ^,  zugoorduetem  Punkte  /J,  ß'  der  Reihe 
gehen;  so  erhalten  wir  dadurch  zwei  zweideutige  coaxiale  Ebeuen- 
büschel  fj{A)  und  g{Ii).  wolrhe  vier  Doppelebenen  besitzen.  Jede 
Doppelebene  enthält  zwni  einaiKicr  entsprechende  Punkte  «  und  ß 
der  erzeugeudeu  Il(?ilien,  also  eine  Erzeugende  c  selbst-,  g  wird  dem- 
nach von  vier  Krzeii'M uden  geschnitten  und  ijp*  ist,  was  zu  beweisen 
war,  von  der  vierten  Orduung  und  Classe. 

Einem  Punkte  «  von  entsprechen  zwei  Punkte  J3,  ß*  auf  df 
(ond  umgekehrt),  welche  mit  dem  ersten  verbunden  die  in  diesem 

Punkt  sich  schneidenden  Erzeugenden  esö^  und  t'^'äß*  liefern. 
Diese  zwei  Erzeugenden  liegen  in  einer  Ebene-  {otd^=t  des  Bttschels 
^2  und  bestimmen  mit       zwei  Ebenen  iß^^)  =  d  und  {ß' =  d', 

welcho,  wenn  b  das  Büschel  zlJ.n')  durchläuft,  das  mit  diesem  in 
zweideatiger  Beziehung  stehende  Ebeuenbüschel  ^i(d,  d')  bilden. 

Die  beiden  Büschel  ^^i^^')  und  liegen  mit  den  erzeu- 

genden Reihen  J^ißß'h  wechselweise  perspectivisch  und  er- 

sengeii  ebenftlls  die  Begelflftche  q>^\  jedes  ihrer  Elemente  d.  h.  jede 
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Ebene,  welche  oder^,  enthält,  ist  eine  Doppcltangentenebcne  der 
Fläche,  mit  auf  /fj  bzhw.  liegenden  Berühraugspunktcn,  nud  jeder 
pQukt  der  Geraden  ist  ein  Doppelpunkt  der  Fläche,  die  Tan- 

gontJaloboncn  derselben  in  ihm  sind  dnich  di  bzhw.  und  die  ihn 
enthaltenden  zwei  Erzengenden  bestimmt. 

..Diis  Erzcugniss  zwcic-r  zweideutigen"  Gehilde  auf 
zwei  wiud schielen  Geraden  und  ist  eiue  Regel- 
flii(  lic  viortcu  GraUüb,  welche  zu  Düppclgeradcu 

Ii  a  t.'* 

Art.  2.   Die  durch  ciuen  Puukt  a  vou      laufenden  Erzeugenden 
e"  bestimmen  mit       die  zwei  Tangeiitialelc'nen  ö,  ö'  von  <p*  im 
untersuchten  Punkt.   Durch  die  Schnittpunkte  ß\  ß"  dieser  Kbenen 
mit  .'1.  geht  noch  jo  eine  Erzeugende  i'j',  Cj",  welche  auf  die 
zwüitcu  iicrUhruugspuukte  a',  a"  vou  ö  resp.  ö'  mit  hxireu. 

Die  Punkte  a  and      </'  sind  zwei-zweidentig  verwandt,  die  durch 
sie  gebildeten  Reihen  haben  dahfer  vier  Doppelpunkte  d^^  d^'y 
Es  eidstiren  demnach  in  der  Beihe  d%{ßß')  vier  Paukte      c,',  c^' 
und  Ci  vou  der  Eigensdiaft,  dass  die  einem  jeden  derselben,  etwa  *>i' 

ontsi»recheudeu  Punkte  «,  «'  auf  zusarameufallend,  einen  Doppcl- 
punkt f/j'  coustituiren.  Wir  nennen  diese  Punkte  nach  Weyr  die 
Ver/.weigungspunkte  der  Keihc  ^^(/j/i');  ein  jeder  solcher,  so 
hat  die  iMgeiischaft,  dass  die  iu  ihm  sich  sclnieideud(Mi  Erzeugenden, 
welclu  in  derEbeue  (cj'z/i)  liegeu,  milder  Gcradeu  ci'</;i*=«i 
Cüiucidireu. 

Die  Ebene  Vt  berflbrt  die  Begelfläche  längs  der  Geraden  e^', 
welche  deshalb  eine  singnläre  Erzeugende  derselben  ist;  sie 
bestimmt  mit       die  zwei  Tangentialebenen  der  cp^  im  Punkte  C]', 

diese  fallen  also  zasamm<  ;i  und  hilden  eine  Doppelebenc  ö^',  der  aus 
den  TaugCDtialebenen  der  Fläche  in  Punlxt»  ii  vou  bestehenden, 
ebenfalls,  wie  leicht  einzusehen,  zwei  zweideutigen,  coaxialen  Ebenen- 
büschel J^s,  s'). 

Während  die  Regelfläche  in  Irgend  einem  Pankt  der  Geraden 
zwei  getrennte  Tangentialebenen  besitzt,  fallen  diese,  dem  Gesagten 
zufolge  für  e^'  (und  cg' ...  C4')  mit  zusammen;  die  Fläche  bertthrt 
sich  also  im  Punkte  ci',  und  zwar  läiigs  der  Ebene  ö^*  —  sie  hat 
daher  zam  Guspid alpunkt  Weil  sich  in  diesem  Punkte  zwei 
unendlich  benachbarte,  iu  «j'  vereinigte  Erzeugende  von  qr^  durch- 
schneiden, ist  jede  Gerade  welche  durch  t/  geht,  ais  Tangente 
der  Fläche  in  diesem  Punkte  zu  betrachten,  und  eben  deshalb  haben 
wir  auch  irgend  eine  Ebene  des  Uüschels  e^'  als  Tangentialehene 
von  tp\  mit  dem  BorOhrungspuukt  c,'  smzuscheu.  Unter  allen  diesen 
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EbciKMi  iiiiiimt,  wie  erwähnt,  iiisufcni  eine  ausijozeielineto  Stellung 
ein,  als  sich  die  l'lache  au  sie  im  ruuUte  t-,'  und  zwar  doppelt  au- 
sclmticgt.  Doch  auch  die  dj'  entsprccUeudc  Verzweigungscbcuo  i>/ 
von  ,  zeichnet  sich,  und  zwar  dadurch  aas,  dass  sie  qt*  nicht  nur 
in  c/,  sondern  in  allen  Punkten  von  e^'  tangirt.  Besonders  innig 
wird  diese  Bertthning  im  Schnittpunkt  d^^  von  e,'  mit  J^,  da  jede 
Gerade,  welche  durch  diesen  Punkt  in  der  Ebene  v,'  gezogen  wird, 
in  ihm  vier  unendlich  nahe  Punkte  mit  q>*  gemein  hat;  jede  solche 
Gerade  ist  also  eine  lnflexionstangente,  und  d^'  selbst  ein  Infi exions • 
punkt  der  Begelfl&che. 

Da  auch  die  Rcilien  f.ißß')  vier  Doppeli)unkto  r//',  rf^",  r/g", 
rfj"  uud  dem  entsprechend  ^j(ar<')  vier  Verzweigungspuuktc  c,",  <•«", 
cy",  c^"  haben,  und  fftr  diese  Punkte  auch  das  oben  Gesagte  gilt, 
können  wir  das  Besultat  dieser  Untersuchung  nun  folgendermassen 
zusammenfassen : 

„Die  Re^f elfliiclie  cp^  mit  zwei  D u ppelji^eraden 
besitzt  acht  Cuspidalpunkto  uud  acht  lufloxiüuspuuktc. 

Die  ersteren  sind  die  Verzweigungspnnkte,  die  letz- 
tern die  Doppelpunkte  der  erzeugenden  Beihen  ^fi(oa'), 
J^ißß'),  Die  acht  Verbindungslinien  je  zweier  zusam- 
mengehöriger Punkte  der  L^cnauntou  Gruppen  sind  die 
singuläreu  Erzeugenden  der  Fläche.  Diese  wird  län^'s 
derselben  von  den  Verzwoigungscbcuou  der,  auch 
erzeugende  n  E b  e  n  e  n  b  ü  s c h e  1  /f^(Ö,  ö')  u  n  d  J-^is,  £')  berührt, 
während  die  Doppelebenen  derselbeu  dioFläche  in  dou 
Cuspidalpuuktcu  taugireu^'. 

Je  -eine  Yerzweigungsehene  des  einen  Bflschels  geht'  durch 
einen  Vorzweignngspunkt  der  andern  erzeugenden  Beihc  und  ebenso 
li^  immer  ein  Doppelpunkt  der  letztern  in  einer  Doppelebene  des 
ersteren. 

"  Art.  3.  Eine  Ebene  K  von  beliebiger  Lage  schneittet  die  Kcgel- 
Üllche  <f*  in  einer  Curvc  vierter  Onlnung  C^*,  welche  die  Schnitt- 
punkte der  Ebene  mit  den  Doppelgcradeu  J,,  zu  Doppelpunkten 
hat,  also  von  der  achten  Glasse.  Diese  Gurve  kann  man  als  das  Er- 
zeugniss  jener  zweideutigen  Strahlenbttschel  erhalten,  in  welchen  die 
die  Ebenenbflschel  ^Ji(öö'),  ^^{tt')  von  £  geschnitten  werden;  sie  hat 
in.  einem  ihrer  Doppelpunkte  die  Schnittlinien  von  E  und  den  Tan- 
gentialebenen der  9*  im  genannten  Punkt  zu  Tangenten.  Die  aus 
diesem  Punkt  au  sie  gelegten  vier  Tangenten  sind  hingegen  die 
StihnitÜiDictt  der  Ebene  mit  den  vier  Verzweiguugsebcneu  jenes 
Bttschels,  auf  dessen  Axe  der  Doppelpunkt  sich  befindet;  ihre  Bc- 
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rtthnrngspunkte  liegen  auf  den  zog^Mgen,  d.  h.  auf  jenen  singulären 
Erzeugenden  von  welche  in  den  bezeichneten  Verzweignngsebenen 
liegen.  IHe  Regelflftche  berührt  sich  in  jedem  Chupidalpnnkt  e\  es 
wird  daher  die  Ebene  wenn  sie  durch  einen  solchen  geht,  tf^  in 
einer  Gunre  C^^  schneiden,  die  in  C  einen  Rflckkehrpnnkt  hat;  weil 
die  sonst  getrennten  Doppelpunktstangenten  der  67*  in  C  nun  coin- 
cidiren.  Die  Curve  ist  in  diesem  Fall  blos  von  der  siebenten  Classe. 

EnthiÜt  die  Ebene  E  zwei,  und  zwar  nicht  auf  derselben  Doppcl- 
geraden liegende  Cuspidalpunkte  c\  c"\  so  ist  ihre  Schnijktcnrve 
von  der  vierten  Ordnung  und  sechsten  Glasse.  Die  Regelflftche  9*  • 
enthält  sechszehn  Baschel  derartiger  Gnrven. 

Wir  haben  bereits  erwähnt,  dass  eine  durch  einen  Intiexions- 
punkt,  und  zwar  in.  der  ihm  beigeordneten  Verzweigungsebeuo  ge- 
zogene Gerade  /,  eine  Influxionstangi'ntt;  der  Flüeho,  alsa  auch  jeder 
derselben  ^.üngesehriebenen  Curve  ist,  deren  Ebene  t  unthält. 

Wir  sehen  daraus,  dass  eine  ebene  Curve,  welche  auf  liegt 
und  durch  einen  luHexiouspunkt  d  derselben  läuft,  notwendig  ent- 
weder in  ihm  einen  InHexionspunkt  hat,  oder  die  durch  d  gehende 
singulare  Erzeugende  e  als  Bestandteil  enthält. 

In  dem  letztem  Fall  enthält  jedoch  ihre  Ebene  die  genannte  Er^ 
zeugende  selbst  und  schneidet  9^  aussor  in  0,  in  einer  Curve  C^*, 
dritter  Ordnung  sechster  CSIasse,  die  sowol  d  als  auch  den  auf  e  be- 
findlichen Cuspidalpunkt  o  zu  einfachen  Punkten  hat 

Dies  gilt  ganz  allgemein  für  jede  Ebene,  die  durch  irgend  eine  . 
Erzengende  e  von  9^  gelegt  ist.  Jede  soldie  bestimmt  auf  eine 
Curve .  64',  welche  e  ausser  in  den  Schnittpunkten  dieser  Geraden 
mit  ^1  und  in  einem  dritten  mit  E  vaiiabeln  Punkt  b  schneidet 
Dieser  dritte  Punkt  ist  bekanntlich  der  BerQhrungspunkt  der  Ebene 
£;  er  lUlt  aus  diesem  Grund,  wenn  E  eine  singulare  Erzeugende  e 
enthält,  mit  dem  auf  dieser  befindlichen  Cuspidalpunkt  c  zusammen 
und      selbst  bertthrt  demnach  •«  in  «. 

„Jede  der  Regelllächc  <p^  eingeschriebene  ebene 
Curve,  welche  durch  einen  Cuspidalpunkt  geht,  hat  in 
ihm  entweder  einen  Rttckkehrpunkt,  oder  sie  bertthrt 
die  durch  ihn  gehende  singulare  Erzeugende**. 

„Jede  auf  «p*  liegende  ebene  Curve,  welche  durch 
einen  lufloxiouspuukt  läul't,  hat  in  ihm  outwedor  auch 


1)  Weil  nach  Art.  2.  jede  durch  e  gelegte  Ebene  die  9^  in  c  berührt. 
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einen  solchen,  oder  ihre  Ebene  enthält  die  dnrch  ihn 
gehende  singnl&re  Erzengende.'* 

„Eine  Ebene  von  allgemeiner  Lage  schneidet  q>*  in 
einer  Curve  vierter  Ordnung,  achter  Glassc,  welche 
zwei  auf  /t^  resp.      liegende  Doppelpunkte  hat.** 

„Enthält  die  Ebene  eine  Erzeugende,  so  l)estinimt 
sie  auf  g^**  eine  allgemeine  Curve  dritter  Ordnung  (soc li- 
ster Classe),  welche  sowol  di  als  auch  einpuuktig 
schneidet** 

Eine  Curve  C^*  ist  durch  drei  Punkte  Tollkommen  bestimmt 

Eine  Curve  C\.-^  ist  hingegen  durch  zwei  Punkte  zweideutig 
gegeben,  da  ihre  Ebene  durch  und  eine  jede,  jeuer  zwei  Er- 
zengenden von  qo*  gelegt  werden  kann,  die  p'p'  in  von  p\  p"  ver- 
schiedeneu Punkten  begegnen. 

Ans  dem  letzten  Satz  folgt  anch  q.  A.: 

„Gleitet  eine  Gerade  an  einer  allgemeinen^  ebenen 
Curve  dritter  Ordnung  (sechster  Classe)  Cß%  und  zwei 
windschiefen  Geraden  J^;,  deren  jede  einpnnktig 
schneidet,  so  erzeugt  sie  eine  Begelfläche  g>*  etc. 

Bnrch  einen  Punkt  8'  einer  eben^  Cnrve  der  Begelfläche  gt* 
geht  nur  eine  Erzengende  e'  hindurch;  sie  schneidet  in  einem 
Punkt  ff,  dnrch  welchen  wieder  ausser  e'  nur  e"  läuft.  Diese  Er- 
zengende bestimmt  auf  der  ebenen  Curve  einen  Punkt  0'',  der  offen- 
bar mit      involntorisch  liogt 

Die  Gerade  behndet  sich  in  der  Ebene  der  Curve  und 

einer  der  Erzeugenden  c',  c",  schneidet  also  demselben  Punkte 

Sl,  iu  welchem  diese  die  Curve  trifft. 

„Das  Erzeugniss  einer  centralen,  quadratischen  In- 
volntion  auf  einer  ebenen,  allgemeinen  Curve  dritter 
Ordnung  und  einer  ihr  projectivischen  Reihe  auf  einer 
C^^  einpnnktig  schneidenden  Geraden  ^„  ist,  wenn  sich 
der  gemeinschaftliche  Punkt  einmal  selbst  entspricht, 
eine  Begelfläche  <p*. 

Der  Punkt  i2  ist  das  Involutionscontruni,  durch  ihn  läuft  die 
Doppelgerade  d^.  Ist  diese  gegeben,  so  können  wir  die  in  irgend 
einem  Punkt  a  von  sit  li  silincidenden  Erzeugenden  c',  c"  cou- 
struireu.    ^Vir  legen  zu  dem  Zweck  durch  tji  uud  d^  die  Ebene  e 
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diese  schneidet  ausser  in  in  zwei  coujugirteu  Punkten  9\  h" 
di^r  orzougondcn  Involution,  welche  Puuktc  mit «  verbanden,  die  ge- 
suchten Erzcugeudcu  liefern. 

Diese  Erzeugenden  sind  daher  gleichzeitig  mit  den  Schnittpunkion 
6',      von  e  mit  Co'  reell  nnd  imaginär. 

Aus  Sl  kann  man  an  (\-^  vior  Tangenten  t.,'\  f/'  Icj^cn, 

welche  mit  j^.,  dio  V('i//,\(.'i<i:un}j>,eb('ncn  /'/',  r/'  des  Büschels 

^ii>d  deren  In  riihrungspuukte  i,",  ^3",  Z/,/',  Z»./'  mit  den  Schnitt- 
punkten der  Ehem  n  und  der  Doppeigeraden  ,  nämlich  den  auf 
dieser  liegenden  Cuspidali)uuktcu  Cj",  cg",  c./'  und  zwar  in  an- 
gegebener Reihenfolge  verbunden,  die  vier  singuläron  Erzengenden 
^i"»  V?  «a"»  ß/'  bestimmen. 

Lassen  wir  nun  einen  Strahl  des  Scheines  der  Involution 

sicli  lim  also  die  l'ülxmc  f  um  ^.^  drehen.  Der  Punkt  u  durch- 
iüuft  während  der  Drohung  die  Gerade  /^j  nnd  fällt  dann  mit  einem 

Guspidnlpunkt  oj"  zusammen,  wenn  £  mit  Vf"  oder  also  mit  t^' 
coincidirt. 

Es  ist  nun  bekannt  und  leicht  analytisch  nachzuweisen,  dass  wenn  . 

eine  Gerade  z.  B.  hier  sich  um  den  Punkt  Sl  von  drehend, 
vor  ihrer  Coincidenz  mit  einer  aus  Sl  an  6'^^  gelegten  Tangente,  so 
ti",  die  genannte  Gurve  in  zwei  reellen  Punkten  6',  0^  schneidet, 

diese- Punkte  imaginär  werden,  wenn  WW'  die  Gerado  t^"  Aber- 
schritten  hat,  und  so  lange  imagmär  bleiben,  bis  bezeichneter  Strahl 
mit  einer  andern  aus  Sl  au  C^^  gdcgtcn  Taugente  t^"  zusammenfällt, 
um  ibrtan  bis  zu  ^s"  reell  zu  bleiben  etc. 

Da  aber  mit  den  rnnkten  W',  auch  die  in  der  Kliene  {('')' C'y\(j:  -':i 
liegenden  Erzcugeudeu  c',  e",  gleichzeitig  reell  und  iniaginiir  sind, 
sehen  wir,  dass  wenn  die  siph  in  einem  Punkt  et  vou  Jj  schneide  u- 
'  den  Erzeagenden  reell  sind,  sie  dann,  wenn  t»  nach  einer  bestimmten 
Richtung  auf  sich  bewegend,  den  nächsten  Cuspidalpuukt  über- 
schritten hat,  imaginär  werden  und  so  lange  es  bleiben  j  bis  a  mit 
den  auf  e/'  folgenden  Cuspidalpnnkt  c^"  coincidirt,  um  dann  bis  e^" 
reell  zu  sein  etc. 

„Die  vier  auf  einer  Doppelgeradeu  1  iegendon  Cuspi- 

dalpunktc  teilen  dieselbe  iu  vier  Strecken,  von  wel- 
chen je  zwei  nicht  benachbarte  gleichartig,  d. h.  gleich* 
zeitig  eigentlich  oder  ideell  sind." 

Legen  wir  also  durch  einen  Pnnkt  von  etwa  «,  und  die 
Gerade     die  Ebene  e,  so  wird  diese  (p*  in  reellen  Erzeugenden  e", 
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e"  schneiden,  wenn  a  ein  eigentlicher,  in  imaginären,  vcnn  «  ein 
ideeller  Doppelpunkt  der  Fläche  ist 

Im  ersteni  Fall  sind  aber  auch  »lic  Schiiittpiinkto  /i'.  ß"  von  c', 
c"  und  .'/.j,  d.  h.  die  Borülirinij?spnnl\to  dor  Kbonc  e  mit  9*  renU, 
währond  sie  dann,  wenn  «  idooll  ist,  imaginär  sind. 

Die  Grenzen  zwischen  (k-n  Doppeltanf,'entoiiebcncn  mit  reellen 
nnd  jenen  mit  imaginären  Rt'rührungspuukteu ,  bilden  offenbar  die 
Ehonoii  i'J^c^")  otc  d.  b.  die  Yorzwoi^aingsobonon  des  Hü- 

Sfdu'ls  .'l.,.  Diese  teilen  also  den  vollen  Winkel  um  .1,  in  vier  Win- 
kelräume, deren  je  zwei  nicht  beiiiicbbarte  udeiclizeit i^^  Dopjn'ltun^'en- 
tencd^enen  mit  reellen  b/hw.  ima;j;inären  lUTiilirunirspunlvten  enthalten. 
Wir  wollen  luiume  erster  Art  reell,  letzter  Art  kurz  imaginär  iicu- 
ucn 

,,1 )  i  e  V  i  e  r  V  e  r  z  e  i  g  n  n  g  s  e  b  v  n  e  n  e  i  n  e  s  d  e  r  gp  '•  e  r  z  e  u  g  e  n  - 
d.  en  K  b  (Ml  e  n  I)  ü  s  <■  b  e  1 .  teilen  den  vollen  Winkel  um  ilire 
Axe  ^1  in  vier  Winkelräume,  von  welchen  je  zwei  nicht 
benachbarte  gleichartig,  d.  h.  gleichzeitig  reell  oder 
imaginär  sind.** 

Liegt  z.  B.  ein  Punkt  P,  sowohl  in  einem  reellen  Winkclraum 
von  ^j,  als  auch  von  so  hat  der  aus  ihm  der  <p'*  uiQScbriebene 
Kegel  zwei  eigentiiciie  Doppcitaugeuteuebcuen  etc. 

Sind  aber  die  vier  Gnspidalpnnkto  von  ^/j  (d.  b.  jene  die  auf 
^1  liegen)  sftmmüich  imaginär,  ao  kann  von  einer  Teilung  der  Oe- 
raden /$i  in  eigentliche  nnd  ideelle  Teile  nicht  die.  Rede  sein.  Jeder 
Punkt  von  /l^  ist  in  diesem  Fall  ein  eigentlicher  Doppelpunkt  .und 
jede  Ebene  des  Büschels  eine  e^entlicho  Doppeltangentenebene 
der  Begelflächo  *), 

Diese  Untersuchung  hätte  auch,  wie  leicht  einzusehen  ist,  unter 
Vermittlung  einer  ebenen  Curve  C'^^,  oder  eines  beliebigen  g>*  um- 
sdiriebenen  Kegels  geschehen  können;  im  letztem  Fall  nattirlich  in 
reciproker  Weise. 

Denn  wie  für  (\'-^  können  wir  auch  für  den  aligcnieinsten  Schnitt 
zeigen ,  dass  die  in  Punkten  einer  Doppelgei  aden  j^ich  sclincidendeu 
Erzeugenden  auf  ihm  eine  Involution  bilden  \  das  luvolutiouscentrum 

1)  Die  hier  eingol'iihrtrn  B>  z  iehnuii^^on  für  die  Singularitäten  der  Fläche 
(p*  .sind  j*'iien  von  Hin.  Pioi'.  Dr.  Emil  Woyr  in  seinem  Werk  „Coometno 
der  rännilii  lien  Er7.e»<;niss;e  1 — 2  detUigcr  Elenicntingebildc  i.  b.  der  Rogel- 
näi  hc  3  ton  Orndcs"  Leipzig  1871  gebrauchten  analog. 

2y  Vergleiche  den  Art.  lü. 
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« 

ist  uuii  selbstverständlich  ein  Doppelpimkt  der  Cg*,  da  durch  das- 
selbe die  zweite  Doppelgerade      der  9^"^  läuft  4 

Art.  4.  Die  oben  fftr  ebene  Garren  der  Regdfläcbe  ^  nach- 
gewiesenen Eigenschaften,  gelten  im  Allgemeinen  anch  fQr  rftumliche, 
auf  ihr  liegende  Gorven. 

Eine  Flächt'  iiter  Ordnung  f"  schneidet  9'  in  einer  liaumcurve 
Ä^»,  4«tor  Ordnung,  welche  die  2u  Schuittpunkte  der  Doppelgeraden 
^1  nnd  z/g  mis  f**  zn  Doppelpunkton  hat. 

Die  Doppelpunktstaugeuteii  t',  t"  der  7^*"  in  einem  solchen 
Punkte,  «  wollen  wir  ihn  nennen,  sind  die  Schnittlinien  der  Tangen- 
tialebene K  von  in  «,  mit  den  Tangentenebenen  (5,  Ö'  der  Kegel- 
fiäche  rp-^  in  demselben  Punkt.  Für  einen  Cuspidalpunkt  c  coincidiren 
die  Ebenen  ö,  d'  mit  der  betreti'enden  Doppcdebene  5;  es  fallen  da. 
her  auch  die  Duppelpuidvstangentcn  r',  x"  zusammcu  und  c  ist  dem- 
nach ein  Kückkehrpunkt  der  Curve  Ji*". 

Ein  eventuell  vorkommender  Berührungspunkt  b  beider  Flächen 
ist  auch  ein  Doppelpunkt  ihres  Schnittes  JS^. 

Wenn      durch  e  geht  nnd  in  diesem  Punkte  eine  Tangential-  . 
ebene  B  besitzt,  welche  dem  Bflschel  e  angehflrt,  so  bcrflbrt  sio  in . 
diesem  Punkt  die  Fläche  9* 

Die   Durchsclinittscni  ve  7?^"  hat  nun  in  c  einen  Doppelpunkt,  * 
weil  dieser  ein  Düppelpunkt  der  Fläche  cp^  ist.  sie  besitzt  alter  in 
ihm  auch  einen  zweiten,  ilcm  ersten  unendlich  nahen  Doppelpunkt, 
welcher  von  der  Berührung  beider  Flächen  herrührt,  d.  h.  c  ist  ein 
Berührungsknoteu  der  Curve  iZ***  nud  e  die  Tangente  derselben  in  ihm. 

„Eine  auf  der  Regelfläche  <p*  liegende  (räumliche 
oder  ebene)  Curve,  welche  durch  einen  Cuspidalpunkt 
läuft,  bat  in  ihm  entweder  einen  Kückkehrpunkt  odcir. 
die  betreffende  singulare  Erzeugende  zur  Tangente.*' 

Weil  die  Tangente  der  Curve  iZ*"  in  einem  ihrer  Punkte  m,  als 
Tflängente  von  tp^  immer  in  der  Tangentialebene  des  Punktes  liegen 
musa,  folgt: 

„Eine  der  Hegelfläche  g)*  eingeschriebene  Curve 
berührt  die  Yerzweigungsebcnen  in  ihren  Schuitt- 
punktou  mit  den  singulärcn  Erzeugenden." 

Angenommen  die  Gurve  iZ*"  enthielte  einen  Inflexionspunkt  d 
der  Fläche  <fi*\  so  können  wur  leicht  zeigen,  dass  de  die  durch  a 
gehende  Yerzweigungsebene  v  im  genannten  Punkt  zur  Osenlations- 
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ebene  liat.  Denn  der  Schnitt  C»  der  Ebene  v  nnd  der  Fläche  f»', 
bestimmt  auf  (wenn  d  auf  dieser  Geraden  liegt),  ausser  </,  n  —  1 
Puukto  c(  und  ebenso  auf  r.  dor  in  v  liegenden  singuliiren  Erzeugen- 
den, ausser  d  noch  n  —  1  Puiiktc;  a.  Da  sowohl  ^,  als  auch  e  als 
Schnitte  von  mit  '  doppelt  zu  zählen  sind,  haben  wir  auch  die 
2«  —  2  Punlvtc  et  und  n  doi)polt  zu  zählen,  d.  h.  für  \n  —  4  Puukte 
zu  rechnen.  Da  abor  7?*"  \on  der  4;*  ter  Ordnung  ist,  hat  sie  not- 
wendig in  <:/  vier  uiuiidlich  nahe  Puukte  mit  v  gemein. 

,,Eine  der  Fläche  g)*  eingeschriebene  Haumcurvo, 
welche  einen  Inflexionspnukt  enthält,  hat  in  ihm  im 
All  ir  emeinen  die  zugehörige  Yerzweigungsebene  zur 
Osculationsebene/^ 

Art  5.  Unter  den  auf  liegenden  Raamcnrven  verdienen  die 
Berahnmgscnrven  besonderes  Interesse;  wir  geUngon  zn  ihnen  durch 
Betrachtungen,  welche  dem  in  Art.  3.  geführten  reciprok  sind.  Die 
durch  einen  Punkt  P  und  die  Erzeugenden  der  Fläche  cp^  gelegten 
Ebenen  umhüllen  den  aus  Pder  Fläche  umschriebenen  Kegel.  Dieser 
ist  von  der  vierten  Classe,  weil  irgend  eine  dem  Bündel  P  angehörigo 
Gerade  nur  vier  Erzeugende  Pj,  Co,  C;.,,  t,^  von  <p*  schneidet,  welche 
mit  ff  die  durch  diese  Gerade  an  den  Kegel  nKiglichcn  Tangential- 
ebenen bestininien.  Kr  ist  von  der  achten  Ordnung,  weil  eine  Kbeue 
des  Bündels  J\  von  sonst  allgemeiner  Lage,  die  Fläche  qp*  in  einer 
Curs'e  vierter  Oriinnng,  a(  liter  Classe  schneidi  t  nnd  die  ans  P  von 

gelegten  Tangenten,  Kanten  des  Kegels  A'^^  sind.  Die  zwei  Dop- 
peltangenten dieses  Kegels  sind  durch  P  und      bzhw.  /i^  bestimmt 

Jede  Kante  des  Kegels  A','*  berührt  die  im  Allgemeinen  in 
einem  Punkt ;  der  Ort  desselben  ist  daher  eine  Curve  achter  Ord- 
nung ;  was  übrigens  schon  daraus  fol^t.  dass  diese  Curve  als  Hälfte 
des  Gesammtschuittes  der  Flächen  r ' '  und  A';^.  welcher  von  der  Ord- 
nung 32  ist,  doppelt  zu  zählen  ist.  Jeder  Punkt  der  Bernhrungs- 
curve  ist  ja,  weil  sich  in  ihm  die  Flächen  und  Ä'^**  beruhen,  ein 
Doppelpunkt  des  Gcsannntschuittcs. 

Die  durch  das  Centrum  /*und  irgend  eine  singulare  Erzeugende 
e  gelegte  Ebienc  berülirt  (y  '  in  dem  auf  e  liegenden  Cuspidalpunkt 
c,  und  zwar  einfach.  Die  Berührungscurve      schneidet  also  jede 


1)  Dii'sn  drei  letzt. II  Sätze  Lallten  im  A  1  1 c  m  e  i  ti  o  n  für  jede  Regclflftche, 
weil  wir  bei  dei'  Beweislühniug  keine  Kigcnschuft  der  y'*  als  Fläche  vierter 
Ordnang  benntxt  haben. 

8)  Well  In  dnor  Ebeno  des  Bardels  P  sich  nicht  Kanten  von  Jv«*  be- 
finden und  anf  jeder  Kante  dn  Fonkt  der  Cnrve  liegt 

Tül  LZT.  6 
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Doppelgerado  (^^/,  und  ^2)  ausser  in  den  Berührungspunkten  (v,  a' 
bzhw.  ß.  ß' .  der  durcli  die  genannten  Geraden  und  /'  bestiniuiten 
Doi)peltan^eutenebenen  iu  allen  Cuspidali)unktt'n;  sie  hat  daher  beide 
Doppellinien  von  qo*  zu  sechspunktigen  Secanten.  Dies  stimmt  aucli 
mit  der  Eigenschaft  der  B^,  jede  Kr/eugeude  der  Flüche  cp^  zur  eiu- 
pauktigcu  Secautc  zur  haben,  Uburcin. 

Denn  legen,  wir  durch      eine  Ebene  ö\  so  schneidet  diese 
in  acht  Paukten,  von  welchen  zwei  anf  den  in  d'  liegenden  Erzen- 
genden e',  f|'  nnd  sechs  auf     sich  befinden. 

Die  enteren  zwei  Pankto  coincidiren  mit  einem  anf  liegenden 
Gnspidalpnnkt  <f\  wenn  d'  mit  der  Yerzweigungsebene  (Ji  c")  = 

zusammonföllt.  Dies  lässt  sich  aber,  weil,'  wie  wir  oben  gesehen  haben, 
JB*  durch  jeden  Cuspidalpunkt  einfach  geht,  nur  dahin  erklären,  dass 
diese  Curven  in  <?"  die  singulare  Erzeugende  c"  tangirt.  Dies  ist 
auch  richtig,  denn  abgesehen  davon,  dass  es  mit  den  Resultaten  des 
letzten  Artikels  ganz  im  Einklang  steht;  weil  nämlich  jeder  Punkt 
von  ein  Doppelpunkt  des  Gesanimtschnittes  ist,  und  Ji^  durch  <•" 
geht,  sie  nach  I.e.  die  c'  in  c"  berühren  müsste;  lüsst  sich  dies  auch 
direct  zeigen.  \Vir  legen  zu  dem  Ende  durch  c"  und  eine  Ebene, 
(welche  nebenbei  bemerkt,  Doppelebenc  dieses  Büschels  ist);  sie  ent- 
hält ausser  e"  noch  eine  Erzeugende  c  von  q)^.  Einer  ihrer  acht 
Schnittpunkte  mit  &  liegt  auf  e,  weitere  ffluf  sind  die  Punkte  ß* 
und  die  drd  ansser     auf      befindlichen  Guspidalpunkte  c^", 

Weil  nun  die  Tangentialebene  der  in  irgend  einem  Punkte 
der  den  Punkt  P  enthalten  muss,  und  die  längs  e"  berflhrende 
Yerzweigungsebene  v^*  nicht  dem  Bflndel  P  angehört;  kOnnen  sich 
die  letzten  zwei  in  iä^^)  liegenden  Punkte  von  JB^  nur  in  dem 
Schnitl^unkt     von  2/,  und  befinden. 

Es  haben  also  zwei  durch  /'  gehenden  Ebenen  i^x^')  bzhw. 
(z/gc")  niit  H"^  iu  c"  zwei  unendliche  nahe  Punkte  gemein,  d.  h.  e" 
berührt  bezeichnete  Curve  in  c". 

Die  Beriihrungscurvc  kann  nur  dann  einen  eigentlichen  Dop- 
pelpunkt besitzen,  wenn  zwei  verschiedene  Tangentialebenen  des 
Kegels  die  Eläche  gp'  in  demselben  Punkte  berühren.  Dieser 
Punkt  müsste  daher  auf  oder  liegen,  und  kann,  wenn  B  im 
Raum,  d.  h.  nicht  auf  liegen  soll,  nur  ein  Cuspidalpunkt  sein,  und 
P  mflsste  dann  selbstverständlich  einer  Doppdebeno  der  Büschel 
bzhw.  angehdren. 

Die  zwölf  Bflckkehrtangenten  des  Kegels       rühren  daher  im 
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Angemeinen  nicht  von  Rtickkcbrpiinkten  der  Corre  D^  her,  sondem 
sie  Bind  Tangenten  derselben^). 

• 

Legen  wir  darch  eine  beliebige  Gerade  G  und  den  Punkt  P  die 
Ebene  E\  so  sehen  wir,  dass  weil  irgend  eine  Gerade  welehe  durch 
P  geht  und  in  E  liegt,  ausser  von  den  zwölf  sie  in  P  schneidenden 
Tangenten  von  von  vier  Tangenten  dieser  Gurre,  welche  bzhw. 
in  den  vier  durch  g  an  gelegten  Tangentenebepen  sich  befinden, 
resp.  in  den  Punkten  pi,  jp^,  geschnitten  wird;  dass  der  geome- 
trische Ort  dieser  Punkte  eine  Gurve  sechszehnter  Ordnung  ist,  die 
r  zum  zwölffachen  Punkt  hat  und  demnach  auch  G  in  zechszehn 
PuDlttan  trifft. 

Die  ans  den  Tangenten  der  Berflhntngscurve  ^9*  bestellende  de. 
Teloppable  Fläche  hat  also  das  Gentmm  zum  zwdlffochen  Punkt  und 
ist  von  der  Ordnung  sechszehn,  und  daher  selbst  von  demselben 
Bang. 

„Der  aus  einem  Punkt  des  Raumes  der  Regelfläche 
<jp*  umschriebene  Kegel  N^^  ist  von  der  vierten  Classe 
und  achten  Ordnung.  Er  hat  zwei  durch  die  Doppel- 
geraden  ^1  bzhw.  z^g  gehende  Doppeltangentenebenen 
und  berührt  die  singulären  Erzeugenden  in  den  Guspi- 
dalpnnkten. 

Die  Berühruncscurve  des  Kogels  A'^**  hat  keinen  wirk- 
lichen Doppclpunkt,  sie  ist  von  der  achten  Ordnung  und 
dem  sochszehuteu  Kaug.  Sie  hat  die  Doppelgeraden  zu 
s (M' lispu nktigen  Secanten,  geht  durch  die  acht  Guspidal- 
punkte  und  hat  in  ihnen  die  singulären  Erzeugenden  zu 
Tangeuten." 

Eine  Doppelebene  des  BiLschels  (dasselbe  ist  von  zu 
sagen)  enthält  ausser  der  singulären  Erzeugenden  e,  noch  eine  Er- 
zeugende e,  welche  mit  auf  z/.,  den  Doppel-  bzhw.  Infloxionspunkt 
r/j  bestimmt  und  berührt  daher  9)^  iu  dem  Cuspidalpuukt     und  in 

Umschreiben  wir  aus  einem  Punkt  P  der  Ebene  d|  der  Flftche 


1)  Wenn  eine  Banmennre  (s.  B.  JS*)  ans  einem  Punkt  des  Banmes  (P) 
projicirt  wird,  so  projiciren  sich  die  Berühr nngspankte  der  ans  P  an  sie  ge- 
legten Tnugcntcn  als  Rückkehrpunkte.  Dasselbe  gesctiicht  aber  auch  mit  einem 

Kfickkchrpunkt  der  fraglichen  Curvc.  Hat  nun  diese,  wie  z.  B.  Z?'  keinen 
Rückkehrpunkt,  so  können  wir  aus  der  Anzahl  der  Rückkehrtangenten  dei 
Frojectionskegels  auf  die  Anzahl  der  im  Ceutrum  sich  schneidenden  Tangenten 
der  Curve  sebliessen  etc. 

6* 
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deu  Kof;el  A'^*,  so  selioQ  wir,  dass  von  den  zwei  sonst  variablen 
Schult ti)uiikten  f»",  «'  der  Herüluniigsourve  ii^  mit  ^,  einer  nun  mit 
c,  coincidirt.  Von  den  acht  runklon,  in  welchen  Ji^  von  6^  ge- 
schnitteu  wird,  liegen  also  zwei  in  «,  je  einer  in  einem  der  drei  von 
Ci  verBchiedfinen  Caspidalpunkten  von  and  daher  drei  unendlich 
nahe  in  selbst. 

Es  hat  in  diesem  Fall  nicht  nur  ein  (\ ,  sondern  auch  ^/^  mit 
zwei  unendlich  nalio  in  verciniL'tc  Punkte,  dieser  ist  also  ein 
Dopi)ili)unkt  der  lierüliruugscurve.  Wt  il  diese  Curve  auf  A'/  liegt, 
müssen  sich  beide  Doppclpunktstaugenteu  in  der  Ebene  befinden; 
sie  fallen  aber  zusammen  (weil  eben  diese  Ebene  im  genannten  Punkt 
mit  ü"*  nur  drei  unendlich  nahe  Punkte  gemein  hat und  bilden  eine 
Backkehrtangente;  woraus  wir  wieder  sehen,  dass  ein  Rttckkehr- 
punkt  Ton  ist 

Eine  von  den  Rückkehrtangenten  des  Kegels  K^^  ist  jetzt  iV„ 
daher  nur  eilf  Taugenten  der  Curve      diese  ist  vom  Bange  fünfzehn. 

„I)ie  IJerührungscurvc  Ji^  des  aus  einem  Punkt  einer 
Doppelebeue  (!>,  eines  der  Erzeugenden  p]beneubüsohel 
der  Fläche  qp^  umschriebenen  Kegels  A^^^,  hat  in  dem  auf 
ö  liegenden  Cuspidalpuukt  einen  Rtickkehrpunkt.  Sie 
ist  von  der  achton  Ordnung  und  dem  fünfzehnten  Rang." 

So^^ohl  diese,  als  die  allgemeinere  ßerühningscurve  B*^,  haben 
acht  durch  I*  gehende,  zweipunktige  Secanten. 

Nachdem  eine  Terzweiguugsebene  v  die  tp*  längs  einer  singolilren 
Erzengenden  e  borflhrt;  zerf^lt  der  ans  einem  Punkt  P  derselben 
der  RegeM&ehe  nmschriebene  Kegel  in  die  Ebene  v  und  einen  Kegel 
JTJ,  vierter  Glasso,  siebenter  Ordnung,  welcher  (Pd^)  zur  Doppel- 
taugcntenebene  und  {PJi)  =  p  zur  Inflexionqebene  hat  Die  In- 
flexionskanto  zielt  nach  dem  in  v  gelegenen  Inflexionspunkt  et  von 
ip*.  Die  Berührnngscurve  des  Kegels  K^''  ist  von  der  siebenten  Ord- 
nung und  dem  vierzehnten  Rang,  sie  geht  nicht  durch  den  in  v  lie- 
genden Cuspidalpunkt  c  und  hat,  wie  man  sich  leicht  direct  Uber- 


1)  Die  Ebene  ilcr  Tan;j;i  nti'n  riiior  HMiimcurvo  in  vincm  ciycntlifhon  Dop- 
peli'iitikt  J  hat  bokannllicli  nn  dirscr  Stcllf  mit  ihr  miadosfons  vier  uiuTnllich 
nahe,  von  den  zwei  Tangenten  hcnührcinic  Pnnktc  gemein.  Ist  J  ein  IJe- 
rttbrnngRknoten  und  r  seine  Tangente«  so  hat  jede  Ebene  des  Bfisehels  t  mit 
der  Cnrve  vier  unendlich  niihe  in  J  liegende  Punkte.  Ist  hingegen  J  ein 
Bflckkehrpunkt,  so  schneidet  irgend  eine  £bene  der  Rflckkehrtangente  die  Cnnre 
In  drei  snsammenfiUlenden  Funkten. 


• 
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zeugt,  in  dem  Inflezionspnnkt  d  (von  ^)  die  Ebene  v  zur  Osca- 
lationsebene 

Art  6.  Für  ein  auf  der  Regclfläcbe  tp*^  liegeudes  Ccntrnm  P 
zerfittlt  der  nmschiiebene  K^gel  in  das  von  der  dnrch  r  gebenden 
firzeugenden  e  bestimmte  Ebenenbflschel,  welches  von  der  ersten 
Classe  ist,  nnd  in  einen  Kegel  dritter  Glasse.  Die  drei  durch  eine 
Gerade  g.  des  Bttndels  P  an  gelegten  Tangentenebenen  sind  ^jafStk 
g  nnd  jene  drei  Erzeugenden  von  9^  bestimmt,  welche  g  in  von  P 
verschiedenen  Punkten  treffen. 

Eine  durch  P  gelegte  Ebeue  bestimmt  auf  cp^  eine  Curve  C'„*, 
vierter  Ordnung,  achter  Classe.  Ausser  der  Taugente  /  .von  C^j^  in 
P,  weldie  die  Tangentialebene  im  genannten  Punkt  erfttUt,  kann  man 
an  sie  sechs  Tangenten  ^  ziehen,  welche  die  sechs  in  der  Ebene 
(Q^)  befindlichen  Kanten  von  sind.  Dieser  Kegel  ist  daher  von 
der  sechsten  Ordnung. 

Die  Fläche  cp^  hat  in  /'  ausser  c  eine  eigeutlichc  Ilaupttangeuto 
T,  welche  luflexioustangentc  für  jede  Curve  C'^j*  ist,  deren  Ebene 
durch  sie  «reht.  Eine  von  den  sechs  aus  l'  an  Q'*  gelegten  Tangenten 
fällt  chiher  mit  z  selbst  zusammen,  d.  h.  aus  l*  kann  mau  nur  fünf 
Taugenten  an  C^^'  legen,  welche  sie  in  von  P  verschieden  Punkten 
berühren.  Die  Haupttaugente  ist  demnach  anch  eine  Kante  des 
Kegels  K^^  und  zwar  jene,  welche  qp*  berOhrt  Daraus  folgt  nun, 
dass  die  BerOhrungscurve  des  Kegels  von  der  siebenten  Ordnung 
ist,  durch  das  Gentrum  P  läuft  und  hier  t  zur  Tangente  hat. 

Wie  geht  auch  J5^  durch  die  acht  Cuspidalpuukte  und  berührt 
in  ihnen  die  singulären  Erzeugenden.  Sie  ist  vom  vierzehnten  Rang, 
weil  X  als  Taugente  von  B~'  in  /'  doppelt  und  jede  der  neun  Rück- 
kchrtangenten  von  K^^  einfach  zu  zählen  sind. 

„Der  aus  einem  Punkt  der  Regclfläche  go*  ihr  um- 
schriebene Kegel  A's"  ist  von  der  dritten  Classe,  sech- 
ster Ordnung  und  hat  die  durch  die  Doppelgeraden  ge- 

1)  Ein  K(  <,'cl  A",  ^  entsteht  nus  einem  Ke^'cl  K ,  wenn  eine  Dorprl- 
tangentencbeno  des  letztern  in  eine  Inflextonscbenc  übergeht.   Im  vorliegenden 

Fall  ist  V  die  Inflexionsebene ,  da  die  sonst  getrennten  Berührungskanten  P«» 

Pa'  jetzt  mit  Pd  zasammenfallen.    Die  Ebene  t;  hat  also  mit  K^^  drei  un* 

endlich  nahe  in  Pd  vereinigte  Kanten  und  daher  mit  W  drei  unendlich  nnhe 
in  d  liegende  Punkte  gemein.  Dass  d  ein  einfacher  Tunkt  von  B''  ist,  folgt 
daraus,  dass  in  einer  Ebene  6'  des  Büschels  zwei  Erzeugende  e',  c"  von 
uud  auf  jeder  ein  Pankt  Toe  und  vier  weitere  Fookto  in  den  anf  Ji 
liegenden  Ciispidalpiinkt  !ü^en  etc. 
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legten  Ebesen  zu  einfaehen  Tangentialebenen.  Seine 
BerflbrnngsenrTe  ist  von  der  siebenter  Ordnung,  dem 
Tierzebnten  Bang  nnd  berttbrt  die  singnl&ren  Erzeugen- 
den in  den  Guspidalpunkten.  Sie  läuft  aucb  durcb  das  ' 
Gentrum  P  und  bat  in  ibm  die  eigentli'cbe  Haupttangente 
von  9*  zur  Tangente.** 

Sie  hat  iedc  Doppelgerade,  so  zur  fünfpunktigeu  Secantc, 
der  variable  Schiiittpuukt  ist  der  z/j  und  der  zweiten  in  (c//i)  lie- 
genden Erzeugenden  gemeinschaftliche  Punkt. 

Eine  Berührungscurve  ist  durch  drei  Punkte  eindeutig  ge- 
geben, da  die  Tangentialebenen  von  (p^  in  den  drei  Punkten,  das 
Ceutrum  bestimmen.  Eine  Curve  /i'  hingegen  erscheint  durch  zwei 
Punkte  p',  7)"  von  cp^  zweideutig  bestimmt,  da  ihr  Ceutrum  /'  ein 
jeder  jener  zwei  Schnittpunkte  der  Schnittlinie  der  Taugentialehenen 
von  (p^  in  p  bzhw.  />",  mit  qp*  sein  kann,  deren  keiner  auf  den  durch 
p'  und  /)"  gehenden  Erzeu^fcudcu  liegt.  Denn  aus  dem  Gesagten  er- 
bellt ja,  dass  mit  der  durch  ihr  Centrum  gehenden  Erzeugenden 
nur  diesen  und  keinen  weitem  Punkt  gemein  bat 

Ist  P  ein  Punkt  einer  singulären  Erzeugenden,  so  berührt  A3'' 
die  Fläche  qp^  längs  derselben  und  in  einer  Curve  i?*^,  sechster  Ord- 
nung, die  durch  den  auf  e  liegenden  lufiexionspuukt  d  geht,  den  zu- 
gehörigen Cuspidalpuukt  aber 'nicht  euthält.  Sie  hat  die  Ebene  v 
jedoch  nicht  zur  Osculationsebenc ,  welche  Anomalie  von  dem  in 
Art.  4.  aufgestellten  Satz  aber  in  der  besondern  Natur  der  Berüh- 
rungscurve und  in  der  Tatsache,  dass  v  m  d  beide  Flächen,  nämlich 

und     berUirt,  Ibre  Begründung  findet 

•  •  • 

Art.  7.  Wie  wir  aus  Artikel  2.  sehen,  ist  die  Regelfläche 
durch  ihre  zwei  Doppclgeraden  /f, ,  ^.^  und  eine  ebene  C^irve 
vierter  Ordnung,  achter  Classe,  also  durch  ^/j,  und  acht  in  einer 
Ebene  E  liegende  Punkte  2^  bestimmt.  Denn  eine  Curve  Cg*  ist  ja 
durch  ihre  zwei  Doppelpunkte  und  acht  einfache  Punkte,  von  allge- 
meiner Lage,  eindeutig  bestimmt.  Die  Ebene  E  schneidet  nun  die 
Doppelgeraden  und  /l.y  in  jenen  Puukten  7>,  bzhw.  D..,  welche 
wir  als  Doppelpunkte  der  in  E  liegenden  Curve  C^*  ansehen  krjnnen. 
Diese,  welche  noch  die  hinreichende  Bedingung  durch  die  acht  Punkte 
p  zu  gehen,  zu  erfüllen  hat,  bestimmt  mit  und  Leitlinie, 
die  Fläche  cp*  eindeutig. 

Um  die  durch  irgend  einen  Punkt  pn  von  Cg*  lanfondc  Erzeu- 
gende von  qo*  zu  construiren,  legen  wir  durch  uud  -i/,  die  Ebene; 
sie  schneidet  die  Doppelgerade  /^i^  in  einem  Punkt  j3,  der  mit  p»  ver- 
bunden eine  Gerade  e  liefert,  die,  weil  sie  durch  pn  geht  und  sowohl 
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^1  als  auch  J.>  schneidet,  also  mit  der  durch  z/, ,  und  Cg*  be- 
stimmten I  lüche  cp  ^  fünf  Punkte  gemein  bat,  ganz  auf  ihr  liegt,  d.  h. 
die  gesuchte  Erzeugende  ist 

Durch  einen  Punkt  «  von      gehen  zwei  Erzeagende  e',  e", 

welche  wir  als  die,  von  uD^  Terschiedenen,  in  der  Ebene  (cr^i)  lie- 
genden Kanten  des  ans  a  der  Gorre  CJ,*  umschriebenen  Kegels 
vierter  Ordnung  erhalten  -etc. 

Auch  weitere  Constmctionen  können  wir  andeuten,  z.  B.  die  der  ' 
anf      liegenden  Inflexionspankte  der  Flftche,  nnd  zwar  bk>s  vennit- 
telst  und  d^  Wir  legen  za  dem  Ende  dnrch  d^  die  vier 

Tangentialebenen  an  nnd  bestimmen  ihre  Berührungspunkte  mit 
dieser  Curve,  und  ihre  Schnittpunkte  mit  Entsprechende  Punkte 
beider  Gruppen  verbunden,  igeben  die  vier  singulären  Erzeugenden, 
welche      in  den  gesuchten  Punkten  treffen  etc. 

Poch  auch  dann,  wenn  dio  nicht  gegebenen  Punkte  p  beliebig  im 
Banme  angeordnet  sind,  bestimmen  sie  mit     und      ^e  FlAcho 
eindeutig.  Die  durch  sie  gehenden  acht  Transversalen  von  d^  und 

sind  Erzeugende  der  Flache.  Sie  werden  von  einer  beliebigen 
Ebene  E  des  Raumes  in  acht  Punkten  n  getroffen,  welche  mit  den 
in  E  liegenden  Pttnkten  der  Geraden  und  ^a,  diese  als  Doppel* 
punkte  betrachtet,  eine  Gurve  festlegen.  Diese  Curve  aber  be- 
stimmt mit  ^1  und  ^g,  alle  drei  liinien  als  Leitlinien  betrachtet,  eine 
Fläche  die  offenbar  die  acht  Transversalen,  also  auch  die  acht 
gegebenen  Punkte  enthält 

Da  eine  Tangentialebene  von  9^  durch  ihre  Sdmittpunkte  «,  ß 
mit  ^1  bzhw.  auch  eine  Erzeugende  der  Fläche  7^  fixirt,  kann 
statt  einer  beliebigen  Anzahl  von  Punkten  eine  gleich  grosse  Zahl 
von  Ebenen  gegeben  werden. 

„Die  Regelfläche  tp^  ist  durch  ihre  zwei  Doppclge- 
radeii  und  acht  Erzeugende,  oder  eine  Anzahl  von 
Punkten  und  Tangentialebenen,  deren  Summe  auch  Acht 
ist,  im  Allgemeinen  eindeutig  bestimmt.** 

„Die  gegebenen  Punkte  können  auch  alle  in  einer 
Ebene  liegen,  und  ebenso  können  die  Tangentialebenen 
sich  in  einem  Punkte  schneiden.*' 

Nur  darf  die  Verbindungslinie  zwder  Punkte,  oder  die  Schnitt- 
linie zweier  gogebener  Tangentialebenen  nicht  eine  Transversale  von 
d^  und  ^2  sein. 

Fttr  einen  Fall  Ideibt  jedoch  die  Aufgabe  auch  unter  dieser  Tor- 
anssetzung unbestimmt,  und  diesen  wollen  wir  nun  untmaeken. 
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Wir  uelimen  zu  dorn  Zwecke  an,  zwei  RcgelHäcbeu  qpj'  uud  ijh^ 
hätten  dieselben  Geraden  zu  Doppclgcradcn.   Sic  scliueiden 

sieh,  da  jede  der  genannten  Geraden  ids  Teil  des  Gesammtschnittos 
viermal  zu  zählen  ist,  noch  in  einer  Carve  Jfi  achter  Ordnung.  Eine 
beliebige  Ebene  E  schneidet  JR^  in  acht  Punkten  p\  die  durch  einen 
solchen  laufende  Transversale  e  von  und  ^9  ist  nach  Obigem  so- 
wohl ^e  Erzeugende  von  ip^^  als  auch  von  9>s^,  d.  h.  sie  gehört 
beiden  Flächen  als  Erzeugende  an.  Da  dies  fftr  jeden  der  acht  Punkte 
gilt,  sehen  wir,  dass  sich  q>i*  und      ausser  in  in  acht  Er- 

zeugenden* schneiden. 

Hätten  daher  die  gegebenen  acht  Erzeugenden  die  eben  ange- 
deutete specielle  gegenseitige  Lage,  so  bestimmen  sie  nicht  eine,  son- 
dern ein  ganzes  Büschel  von  unendlich  vielen  Flächen  behandelter  Art 

„Zwei  R  egclflächeu  vierten  Grades  qp*,  welche  gemein- 
schaftliche Doppelgeraden  besitzen,  schneiden  sich  in 
acht  Erzeugenden.  Biese  bestimmen  mit  genannten  Dop- 
pellinien ein  Büschel  der  behandelten  Fläche'). 

Art.  8.  Die  Regelfläche  f*  mit  zwei  Doppel geraden  und  einer 
Doppelerzeugendeu  sowie  auch  jene  [r^  mit  einer  Cuspidalerzeu- 
genden'),  sind  specicllr  Arten  der  hier  nntersueliten;  wir  haben  zu 
ihren  in  der  Abhandlung:  ,./ur  'Hieorie  der  Kegeitlachen  vierten 
Grades  uud  einer  Doppelgeraden  und  einem  Doppelkegelschnitf '  ^) 
gefundenen  Piigenschafteu  noch  Folgendes  hinzu  zu  fügen. 

Die  Fläche  P  wird  von  einer  Ebene  E  in  einer  Curve  vierter 
Ordnung  mit  drei  Doppelpunkten  geschnitten.  Sie  ist  durch  eine 
solche  Curve  6g*  um  ihre  zwei  Doppelgeraden  eindeutig  be- 

stimmt. Ihre  Doppelerzeugende  ist  jene  Transversale  genannter 
Geraden,  welche  durch  den  dritten  Doppelpunkt  der  Curve  läuft 

* 

Da  nun  die  Annahme,  dass  eine  ebene  Curve  einen  Dopp%nnkt 
habe,  wenn  dieser  nicht  gegeben  ist,  für  eine  Bedingung  gilt,  und 
zwei  Doppelpunkte  der  auf  den  Gteraden  bzhw.  liegen 
müssen,  ist  diese  Curve  durch  Angabe  von  sieben  weitern  Punkten 
eindeutig  groben. 

1)  Es  gilt  gan?.  allgemein:  Wenn  7.woi  Kcgcläächcn  dieselben  swei  wimU 
sdiiefeu  Geraden  J*t  m  m-  und  n-faclieii  Inhw.  /t-  und  v-fachen  Geraden 
haben,  so  schneiden  sie  sich  in  (my  -|*  n/t)  Eraengenden.  Der  Grad  der'  einen 
ist  ia4-"t  Bweiten  /n-^rv, 

2)  Eine  Gnspidaleracngeude  hat  die  Eigenschaft,  dass  joder  ilirer  Punkte 
ein  Cuspidalpunkt  der  Flllche  ist  etc. 

3)  Siehe  das  Febrnarheft  dieses  Jahrg.  d.  Sitsungsiwr.  d.  kais.  Akad.  d. 
Wissensch,  su  TiVlen. 
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Neimen  wir  nun  an,  von  wären  imp  sowie  sieben  Er- 
zCügcDde  c  gegeben;  so  schneidet  ir,u;oiul  ein(>  Kbono  K  die  J^^,  iii 
den  Punkten  D^resp.  und  die  c  iti  sifl)eii  Punkton  sir  -'  Imoidct 
aber  in  einer  Curve  wuklio  die  D^,  D..  zu  Doppelpunkten  hat 
uud  durch  die ^  einfach  geht,  durch  diese  Angaben  daher  vollkommen 
bestimmt  ist. 

WSre  die  Doppelerzengende  J  selbst  bekannt,  so  ist  durch  ihren 
Schnitt  D  mit     der  dritte  Doppelpunkt  von  C^^  fixirt;  zur  Bestim-  - 
mnng  yon       genttgt  die  Angabe  Ton  filnf  Punkten,  also  die  von 
Anf  Erzeugenden  der  f*. 

"Wir  sehen  daraus,  dass  die  llegeltiächo  g?*,  mit  einer  Uoppel- 
erzengcndeu  durch  ihre  zwei  Doppelgeradeu  und  sieben 

Erzeugende  (Punkte  oder  Tangentialebenen)  bestimmt  ist,  wenn  J 
selbst  nicht  gegeben  ist  Dass  jedoch,  wenn  und  ^  bekannt 

und,  die  Angabe  von  fünf  Erzeugenden  (oder  Punkten  und  Tangen- 
tialebenen) genflgt. 

„Besitzt  die  Regelfläche  qo*  eine  Doppe lerzeuge nde  /f, 
so  ist  sie  durch  ihre  zwei  I) u i»pelgerad cn  z/j.  uud  sie- 
ben Erzeugende  (oder  Tunkte  und  T  ujig^nt ial ebenen) 
bestimmt.  Ist  ihre  Doppolorzougondo  bekannt,  so  ge- 
nügt die  Angabe  von  fflnf  einfachen  Erzeugenden.^* 

„Die  Annahme,  dass  q/*  eine  Doppelerzcugendc  halx^ 
gilt  für  eine  Bedingung;  die  Doppelerzeugende  selbst 
jedoch  für  drei."*) 

In  derselben  Weise  können  wir  zeigen,  dass  die  Segelfläche  fc*, 
mit  einer  Guspidalerzengenden  ^,  durch  die  zwei  Doppelgeraden 
^2  und  sechs  Erzeugende  e,  oder  durch       ^s,  ^  und  vier  Erzeu- 
gende bestimmt  ist 

Denn  sdineiden  wir  die  gegebenen  Geraden  durch  eine  Ebene 
so  erhalten  wir  für  den  letzten  Fall,  die  Punkte  ^^21  ^  vnd  vier 
Punkte  p.  Die  E  schneidet  nun  fe*  (s.  1.  c)  in  einer  C^orve  die 
Dl  und  i>s  zu  Doppelpunkten,  D  zum  Rückkehrpunkt  hat,  und  durch 
die  p  einfach  läuft.  Da  ein  Rflckkehrpunkt,  wenu  er  bekannt  ist, 
far  vier,  wenn  er  jedoch  nur  vorhanden  ist,  für  zwei  Bedingungen 
gilt,  ist  eindeutig  gegeben.  Lassen  wir  jetzt  eine  Oerade  an 
und  '1 .  gleiteu,  so  erzeugt  sie  eine  ganz  bestimmte  Fläche  f«*; 
diese  ist  demnach  durch  die  gegebenen  Daten  fixirt 

„Besitzt  die  Kogelfläche  cp*^  eine  Cuspidalerzcugcnde 


1)  Gilt  fOr  jede  Begelfliche  mit  vielfachen  Geraden« 
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so  ist  sie  durch  diese,  ihre  zwei  Doppelgora<l oii 
/ig  uud  vier  Erzeugeudo  bestimmt.    Ist  ^  vorhandcu,  je- 
doch uicht  gegeben,  so  crscheiut  fp^  durch  z/^,  d^  uud 
sechs  Erzeugende  (oder  Punkte  and  Tangentenebenen) 
erst  hestimmt" 

„Die  Auuahme  rp*  Iiabe  eine  Cusi)i  dal  erzeugen  de,  ist 
äquivalent  zwei  Bedingungen.  Die  Angahe  der  Cuspi- 
dalcrze ugeiideu  selbst  jedoch  gilt  für  vier  liudiuguu- 
gen." 

Die  in  Art.  7.  für  blos  angedeuteten  Constructionen  der  GaBpi> 
dalpunkte,  luttexionspunkte  und  singulären  P^rzeugendcu,  können  für 
f*  und  fc^  nebst  andern  Aufgaben  mit  Leichtigkeit  gelöst  werden. 
An  die  Stelle  der  Curve  C^^*,  welche  wir  mit  z/, ,  ^j.,  bei  Lösung 
der  bezciclineteu  Probleme  als  gegeben  voraussetzten,  tritt  nun  die 
Cur^e  C'^;'  \ii  rtcr  Ordnung  mit  drei  Doppelpunkten  bzhw.  die  Curvo 
C'-;'  vierter  Ordnung  mit  zwei  Doppclpunkten  und  cincin  lUickkehr- 
punkt-,  die  an  diesen  Curven  auszut'ührendi^i,  zur  Itestimmung  ge- 
nannter Singularitäten  führenden  Hilfsconstrut^tionen  jedoch,  wie 
wir  in  der  Abhandlung:  „Ueber  Curven  vierter  Ordnung  mit  drei 
Doppelpunkten'^^)  gezeigt  haben,  sind  leicht . durchzuführen.  Ucbri- 
gens  kann  an  die  Stelle  der  Curven  resp.  C^*-  immer  ein  oder 
eingeschriebener  Kegelschnitt  C  gesetzt  werden,  da  dessen  Ebene 
durch  die  Doppel-  bzhw.  Gnspidalerzeugende  J  bestimmt  ist,  und  er 
jede  der  -weiter  gegebenen  Erzeogenden  e  schneiden  muss.  Beichen 
diese  zu  seiner  Constmction  nicht  hin,  so  kann  man  leicht  eine  be- 
liebige.  Anzahl  derselben,  und  zwar  mit  Hilfe  der  in  L  c  erklärten 
Constructionen  elementar  bestimmen. 

Obwohl  wir  in  der     und  M  behandelnden  Arbeit  diese  Flächen 

ansfuhrlicli  besprochen,  bemerken  wir  auch  hier,  dass  jeder  K^iel- 
schnitt  der  fe^  die  Cuspidalerzeugende  tangirt 

Art  9.  Wir  wolleu  die  gefundenen  Sätze  auch  analytisch  nach- 
weisen, da  wir  dadurch  zu  neuen  Resultaten  gelangen. 

Es  sei  die  eine  Doppelgerade  der  Fläche  9^,  die  wir  im  Fol- 
genden immer  als  gegeben  betrachten,  die  l  Axc  eines  rechtwinkligen 
Cüordinateusystems  und  t,  t»,  t  tlie  Coordinaten  irgend  eines  Punktes 
bezogen  auf  dasselbe.  So  ist  die  Gleichung  irgend  einer  Ebene  ö 
des  Büschels  ^Z^: 


1)  Gilt  auch  allgemein. 

8)  Siub.  d.  k.  Akademid  d.  Wiuenicb.  sn  Wien.   Januar beit  1879. 
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nnd  wenn 

und 

die  Gleichungen  irgend  zweier  durch  die  Doppelgerade  gebender, 
mm  als  fest  zu  betrachtender  Ebenen  ?/,  eh  sind,  ist  die  Gleichung 
einer  dritten  variablen  Ebene  £  des  Büschels      die  folgende: 

Sowie  in  der  Gleidiang  a)  jedem  »  eine  bestimmte  Ebene  des  Bft- 
scfaels  zugeordnet  ist,  entspricht  auch  in  01.  ß)  einem  gewählten 
m  eine  Ebene  e  eindeutig. 

Die  Bedingung,  dasB  die  Büscliol  Jy{S)  und  eine  Rcgel- 

fläche  gp"*  erzeugen,  ist  an  die  gegenseitige  Zweideutigkeit  derselben, 
also  die  folgende  Gleichung  gebunden: 

Aus  dieser  Gleichung  sehen  wir,  dasB  jedem  Werte  des  m  zwei 
Werte  yon  »,  also  jeder  Ebene  <  von  zwei  Ebenen  in  und 
umgekehrt  entsprechen. 

Zwei  entsprechende  Ebenen  l^eider  Büschel  schneiden  sich  in  (miut 
Erzeugenden  e  der  Fläche,  und  unigekehrt  bestimmt  eine  solche  und 
daher  auch  ein  Punkt  ;>  von  (p^  zwei  einander  zugeordnete  Ebenen 
d'  und  e'  von  b/liw.  ^i/o,  also  zwei  correspondireude  Werte  der 
Tcilverhältuisso  m  und  7i. 

Die  obige  Gleichung  enthält  acht  unabhängige  Coefticienten,  diese 
sind  durch  acht  Wertpaare  von  m  und  n,  d.  h.  durch  acht  Punkte 
von  q>*  bestimmt 

Die  Gleichung  1)  bestimmt  nun,  wenn  zfj,      bekannt  sind,  die 
Fläche  ^4  selbst,  diese  ist,  was  wir  früher  synthetisch  bewiesen,  durch 
und  acht  Punkte  oder  Tangentialebenen,  oder  scMesslich 
ebensoviele  Erzeugende  gegeben  etc. 

Substituiren  wir  aus  «)  und  ß)  die  Werte  von  m  und  n  in  die 
Gleichung  1),  so  erhalten  wir  die  folgende: 

Diese  nach  den  Potenzen  der  Variablen  geordnet,  liefert  die  Glei- 
chung: 
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+/i,(o6'+rt'Ä)4-2C2a'Ä0t^-^-+(^2«^+i^2««'4-C'2a'ä4-2il8ai» 

4<2^iM4-Äi(id'4^'<i)H-2Cj&'«lO«H-(2iii«<H--Bi(«<*'^^^ 
+2(^a'<f'+2ii,ftd4-5,(W-|-Ä'<l)4.2Ci4'<r)«»| 

+(2ylä«fZ+jy2(«.rH-a%0+i^<^2«''^'+2^3Ärf+i^3(Är/'4-^»'rfJ 

-|-2C3i'<f')v^24-(2^3«^/-f-i^3(«tr+«^/)-|-2C3«'rf')S' 

+i;[(2yi,Äc4-/^i(ic'H-6'c)+2C'i//60v=^-h(2^iao-|-5i(ac'+a'c) 
4-2qa'c'-f2^sÄc-|-i?8(6c'+Ä'c)+2C2J'c')v2i 

H-(2-4aoe4-i*i(ac'+a'c)4-2C5|a'c'4-2^+-öa(*<''-H'c) 

+2C72c'rf')vff(2^3«?+^3M'+c^/;4-2CVVz')] 

welche  die  Form  hat: 

Dies  ist  also  die  Gleichung  der  Regelflfklin  gr  ^  bezogen  auf  ciu 
rechtwinkliges  Coordinatensystem,  in  welchem  die  oiuc  Doppclgcradc 
von  qp*  die  ^  Axe,  und  v  und  J  die  laufenden  Coordinaten  eines 
Fliichenpunktos  sind.  Sic  enthält  einundzwanzig  unabhängige  Cocf- 
ticieutt'u,  wekli(^  durcli  ebensoviele  Gleichungen  2),  d.  Ii.  durch  ein- 
undzwanzig Punkte  bestimmt  sind.  Daraus  Hiesst  der  Satz: 

„Die  llegelfläche  7)'  ist  durch  eine  Doppelgerade  und 
einundzwanzig  Punkte  oder  einundzwanzig  Tangential- 
ebenen bestimmt^' 

Vei^eichen  wir  dieses  Besoltat  mit  der  bekannten  Tatsache,  dass 
eine  Fläche  vierter  Ordnung  durch  84  Punkte  gegeben  ist  und,  dass 
wenn  beide  Doppelgeraden  von  7*  bekannt  sind,  die  Angabe  von  achl 
Punkten  zur  Bestimmung  von  ip^  genügt;  so  gelangen  wir  zu  dem 
Ergebniss,  dass  eine  Doppelgerade  der     für  13  Bedinguogen  gilt 
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Art.  10.   Betrachten  wir  irgend  eine  Transversale  t  von  /f,  tind 

als  Coordinatenaxo,  und  bezoichnen  wir  die  Entfernung  eines 
Punktes  et  der  Geraden  von  T  mit  a-,  und  die  eines  Punktes  ß 
der  von  (lerst  llxu  Axe  mit  ?/;  so  können  wir  die  Gleichung  der 
Fläche  tp\  bezogen  auf  die  Axe  T  folgend  schreiben : 

I)    «»(a,y*4.Äiy+<Si)-haj(a,y«+%-f-<^)+a8y«+%+C8)  —  0. 

Auch  diese  Gleichung  hat  acht  unabhängige  Coefticienten,  ist  da- 
her (iurcli  acht  entsprechende  Werte  von  x  und  d.  h.  durch  acht 
Erzeugende  der  Fläche  bestimmt  etc. 

Ist  die  Gleichung  der  Fläche  in  dieser  Weise  gegeben,  so  können 
wir  die  in  irgend  einem  Punkt  a„  von  sich  schneidenden  Erzen- 
gendon  c',  c"  dadurch  fixiren,  dass  wir  die,  der  dem  Punkte  tv«  an- 
kommenden Coordinatc  x  entsprechenden  zwei  Werte  der  Coordinaten 
y  aus  I)  berechnen  und  ihr  Vorzeielien  berücksichtigend,  di(>  ihnen 
zugeordneten  Punkte  ß»  von      bestimmen  und  mit  ««  verbinden. 

Umgekehrt  entsprechen  jedem  y  zwei  «,  irie  wir  ans  der  Anf- 
lösong  der  GL  I),  nttmlich: 

II) 

sehen;  es  schneiden  sich  also  auch  in  jedem  Punkte  von  zwei  Er- 
zeugende. 

Wie  wir  der  Gl.  II)  entnehmen  können,  gibt  es  auch  Werte  von 
y,  deren  zwei  entsprechende  Werte  von  »  identisch  sind. 

üm  sie  zn  bestimmen  setzen  wir  den  Aosdrack  anter  dem  Wurzel- 
zeichen, welchen  wir  kurz  mit  K  bezeichnen,  gleich  Null.  Er  ist  nach 
ff  vom  vierten  Grade,  hat  daher  die  Form: 

III)    K=  A2^*-f^3^^V-f^4Är+^6. 

Die  vier  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind  also,  wenn  wir  sie  gleich 
Null  setzen,  die  Coordinaten  jener  vier  Punkte  von  deren  jeder 
die  Eigenschaft  hat,  dass  die  ihm  in  zugeordneten  Punkte  coin- 
cidiren.  Diese  Gleichung  liefert  uns  demnach  die  vier  Verzweigungs- 
puuktc  der  Reihe  ^iiß)  bzhw.  die  vier  auf  ^2  Hegenden  Cuspidal- 
punktc,  und  mithin  in  Verbindung  mit  II)  die  vier  aul'  gelegenen 
Inflexiouspttukte  der  Kegclilächo  tpK 

Wir  könnten  nun  auch  die  in  Art.  S.  bewiesene  Eigenschaft  der 
Cuspidalpünkte,  die  Doppelgeraden  in  eigentliche  und  ideelle  Strecken 
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zu  teilen,  mit  Hilfe  der  Gl.  II)  iinil  III)  anal\ tisch  nachweisen;  da 
aber  die  da/u  notwendige  Discussion  der  Gleichung  vierten  Grades 
zu  viel  Kaum  erfunieru  würde,  begnügen  wir  uns,  dies  an  der  Kegel- 
flächu  <3p*  mit  zwei  Doppelgeradeu  J^^  und  einer  jüoppelerzeugeu- 
den  ^  ztt  zeigen. 

Um  die  Untersachang  recht  ein&ch  zu  gestalten,  wählen  wir  die 
als  bekannt  ToraaBgeeetzte  Doppelerzeagende  J  zur  Goordinatenaxe 
T,  Diese  Annahme  bat  znr  Folge,  dass  die  beiden  0  entsiM^ 
chenden  197erte  Ton  »  auch  gleidi  Nnll  sind,  d.  h.  dass  für 

y  —  0    auch    a'o'  =  ■J:q'=  0  igt. 

Führen  wir  dies  in  die  Gleichung  II)  ein,  so  erhalten  wir  als  Folge: 

H  =  —  4t  1 .63  =  0 

also: 

e^  —  Q  und      —  0. 

Es  ist  demnach  der  Coefficient  von  x  in  der  ersten  Potenz  und 
das  absolnte  Glied  gleich  Null. 

Würden  wir  die  GL  I)  nach  »  auflösen  und  die  ebenfalls  beste- 
hende Bedingung; 

einfahren,  so  erhielten  wir  analog: 

^  —  0  .und  cs  ==  0, 
d.  h.  der  Coefficiont  von  y  in  der  ersten  Potenz  ist  auch  Null. 

Die  Gleichung  der  Rcgelfläche  f*,  bezogen  auf  ihre  Doppelerzeu- 
gendc  J  als  Axe,  lautet  daher: 

IV)  »W+%+«i)+«(«sy*+*sy)+««i^«o. 

Sie  hat  fünf  unabhängige  Coefficienten ,  woraus  das  bereits  syn- 
thetisch nachgewiesene  Ergebniss,  dass  durch  J  und  fünf 
Erzeugende  bestimmt  ist,  resultirt. 

Lösen  wir  lY)  nach  x  auf  und  heben  y  als  gemeinschaftlichen 
Factor  heraus,  so  ergibt  sich  die  Gleichung: 

Der  Ausdruck  V  ist  quadratisch,  hat  demnach  die  Form: 
71)  V^A^+A^y+A^ 
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er  liefert  uns,  gleich  Null  gesetzt,  die  auf  befindlichen  zwei  Caspi- 
dalpunkte  der  Fläche  f^;  die  Realität  derselben  knüpft  sich  daher  an 
die  Keiation: 

Unter  dieser  YoraiiBsetzniig  untersuchen  wir  nun  jene  Werte  der 
y  und  der  diesen  zugeordneten  «c,  welche  durch  die  Gleichung: 

oder 

A^^  -^-A^  -|-  -^s — C    0  bedingt  sind. 

Zn  dem  Zwecke  bilden  wir  die  Discriminante  der  letzten  Glci> 
ching,  sie  ist:  A^^—^^{A,^—C)  und  wegen  der  Yoraussetzang  «) 
immer  grosser  als  Nnll,  d.  b.  es  ist: 

Aus  dieser  Relation  sehen  wir,  dass  die  der  Gl.  K—  C^^O  ent- 
sprechenden Werte  von  y  immer  reell  sind,  und  zwar  gleichzeitig  mit 
den  ihnen  zugeordneten,  aus  Gl.  Y)  resultirenden  Werten  von  x, 

Ist  hiugügcu 

F—  e<0,  oder   K— —  C  (wobei  C  positiy) 

also : 

so  kann 

«")  il,»-4^,(^3+(7')>0, 

aber  auch 

sein,  wie  man  ans  dem  Yergleicb  dieser  Discriminante  mit  Relation 
a)  sieht 

Nun  ist  aber,  wie  aus  r=  —  C'  und  Gl.  V)  crsiclitlich  ist,  x 
immer  imaginär  (eig.  complcx),  während  y,  weuu  a")  besteht,  reell, 
wenn  hingegen  «"')  erfftllt  wird,  imaginär  ist. 

Es  gibt  daher  auch  reelle  y,  welchen  ima^Mnäre  r  eiits]  i  i  hen, 
oder  geometrisch  ansgesprocheu :  es  gibt  reelle  Punkte  auf  J^^  deren 
entsprecliende  auf  imaginär  siud,  d.  h.  wenn  die  auf  liegenden 
Cuspidalpimktc  von  qp"*  reell  sind,  so  cxistircn  auf  dieser  Doppel- 
geraden  reelle  Paukte,  in  welchen  sich  imaginäre  Erzeugende  schneiden. 

Weil  fOr  F>0  jedem  reellen  y  auch  reelle  «,  fOr  r-<0  aber 
auch  reellen  y  imaginaärc  x  entsprochen,  und  für  F=0  die  den  y 
zugeordneten  x  coiucidiren;  sehen  wir,  dass  die  Cuspidalpunkte  es 
sind,  welche      ^  einer  eigentlichen  und  ideellen  Streclte  teilen. 

in  derselben  Weise  künntoi  wir  zeigen,  dass  unter  dar  Yonns- 
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Setzung  ylj^ — 4^j-48     0,  reellen  y  immer  reelle  x  und  imaginären  y 
auch  immer  imaginäre  x  zageoi*dnet  sind,  d.  h.  dass,  wenn  die  auf 
befindlichen  Cnspidalpunkte  imaginär  sind,  diese  eine  ihrer  ganzen 
Ausdehnung  nach  eigentliche  Doppellinie  ist  Dasselbe  gilt  von  J^. 

Art.  11.     Kin  durch  drei  Erzeugende  der  qp"*  {iiele^^tes  Hyi»er- 
boloid  Jr  eutliält  die  Ix'idcn  Doppel^cradcn  ^, ,  J.,  der  RogoUläche 
und  schnoid(>t  dcinnacli  diese  immer  noch  in  eint-r  KrzougcMidcn.  Um- 
gckelirt  kann  wie  in  Art.  7.  gezeigt  werden,  dass  jedes  durch  und 
gelegte  Hyperboloid  die  Fläche  iu  vier  windschiefen  Ei/eugendeu 
''31  schneidet. 

Die  zwei  Doppelgeraden  ^j,  J.2  und  zwei  beliebige  Punkte  jjj, 
des  Raumes  bestimmen  ein  Büschel  von  windschi(^fen  Hyperboloiden. 
Jedes  enthält  die  durch  ,  7^,  gehenden  zwei  Transversalen  .s^,  und 
.So  der  zwei  Doi)pe!geraden  und  schneidet  die  KegelHäohe  in  vier  Er- 
zeugenden. Coincidiren  zwei  dieser  Erzeugenden,  so  wird  das  be- 
tretende IIy])erboloid  /(^  zum  Reriihrungshyperboloid  längs  einer  Er- 
zeugende'ii  der  Idäche.  Um  die  Anzahl  dieser  Hyperboloide  zu  be- 
stimmcu,  legen  wir  durch  einen  beliebigen  Punkt  7t  von  und  durch 
<s  die  Ebene  E\  sie  schneidet  «jp^  in  einer  Cnrve  Q^,  vierter  Ord- 
nung und  achter  Classe,  an  welche  mau  aus  n  acht  Tangenten  ^, 
h  ziehen  kann.  Eine  dieser  Tangenten,  etwa  bestimmt  auf 
«,1  den  Punkt  und  berührt  tp*"  iu  einem  Punkt  ,  welcher  wieder 
mit  Jt  und     eine  Erzeugende  tj  der  Regelfläche  fixirt. 

Von  den  unendlich  vielen  llerührungshyperboloidcu  der  Fläche, 
welche  diese  längs  fj  berühren,  bilden  jene,  welche  durcii  und 
J2  geheu  ein  Büschel  h^'.  Jedes  Hyperboloid  dieses  Büschels  ist 
durch  Angabo  eines  Punktes  vollkommen  bestimmt  Jenes,  welches 
durch  den  Punkt  n  gebt,  muss  tj  zur  Erzeugenden  haben,  weil  diese 
Gerade  die  einzige  durch  »  laufende,  die  q>*'  in  einem  Punkt  von 
berOhrende  Tangente  ist  Da  es  aber  der  Voraussetzung  nach  als 
dem  untersuchten  Bttschd  angehörig,  auch  und  ^9  enthält, 
wird  es  auch  und  zu  Erzengenden  haben^  da  jede  dieser  Ge- 
raden jj^      und  schneidet 

Die  Tangente  durchläuft  also,  weuu  n  sich  auf  fortbewegt 
ein  Hyperboloid  7t^\  welches  die  Regelfläche  ip*  in  der,  von  dem  Be- 
rtthrungspunkt  bescbriebenou  Erzeugenden  ft  berührt  und  durch 
sowie  auch  Ji  und  geht  Da  dies  für  jede  der  acht  Jangenten 
gilt,  sehen  wir,  dass,  wenn  wir  aus  eiiiem  Punkte  n  einer  Trans- 
versale 81  von  Ji  und  jene  acht  Tangeuten  an-  tp*  legen,  welche 
eine  zweite  Transversale  genannter  Art  schneiden;  die  Berflhrungs- 
punkte  der  acht  Tangenten  ebensoviele  Erzeugende  von  tp*  durch- 
laufen, wenn  sich  n  auf  fortbewegt 
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«^urch  zwei  Punkte  des  Raumes  and  die  beiden  Dop- 
pelgeraden der  Regelfläche  q>*  gehen  acht  Berührungs- 
byperboloide  derselben,  d.  h.  acht  Hyperboloide,  weiche 
9^  längs  je  einer  Erzeugenden  berühren."') 

Ist  eine  Erzeugende  der  Begelfiftche  liegt  also  auf  der- 
Bdl»en;  so  selineidet  die  Ebene  E  =  (ns^)  die  ^  in  einer  Curve  Q', 
dritter  Ordnung,  secbster  Gasse.  An  diese  kann  man  aus  n  nur 
sechs  Tangenten  Ii,  <t  's  logen,  welche,  wenn  sich  «  auf  «i  fort- 
bewegt, jene  sechs  durch  J^,  J^,  e^  und  geliendcn  Cerührungs- 
hypcrboloide  beschreiben,  deren  keines  <p*  läugs  berührt.  Dieses 
Hyperboloid  ist  doppelt  zu  zählen,  gibt  daher  mit  den  andern  die 
Zahl  Acht,  und  wird  durch  jene  aus  n  an  qp*  gelegte  Tangente  be- 
schrieben, welche  die  Fläche  in  einem  Punkte  von  tangirt.  Liegt 
auch  2h  "'-i  ^^^'^  "^i"^'  Kr>^engonde  der  Fläche,  so  kann 

mau^aus  tt,  ausser  der  Tangente  f.  von  C'^j^  in  Jt  vier  Tangenten  ziehen. 
Durch  zwei  Erzeugende  der  Kegeltläche  gelien  vier  Beriihruugshyper- 
boloidc,  jene  in  den  festen  Erzeugeuden  nicht  gerechnet 

„Durch  einen  Punkt  des  Ranmes  und  eine  Erzen- 
gende  der  Regelfläche  qp*  gehen  sieben  Berflhrungs- 
hyperboloide  derselben,  das  q>*  längs  der  bezeichneten 
Erzeugenden  berührende  Hyperboloid  mitgezählt. 

Durcli  zwei  Erzeugende  e^,  von  gehen  sechs  Be- 
rfthruttgsh^perboloide,  wobei  auch  die  zwei  9*  längs  fj 
bzhw.  ff  herfthrenden  Hyperboloide  gezählt  siud.**^. 

Ein  Schmiegnngshyperboluid  der  RegelHäclie  (p^  hat  mit  ihr  die 
benachbarte  Erzeugende  gemein,  enthält  also  auch  die  beiden  Doppel- 
geraden  : 


1)  Durch  zwei  Punkte  des  Raumes  und  die  m fache  und  »fache  Gerade 
einer  Regelfliche  {m-\-»)tCT  Orchjuni;  gehen,  wie  in  obiger  Weise  bewiesen 
werden  kann,  2?«.  n  BorOhrungsh} j>ci Ix^loide.  Hat  die  Uegelflilclie  eine  fache 
Erzeugende,  so  ist  die  Anzahl  der  genanaten  Hyperboloide  2m.n—p(p — I). 
Fflr  ni  =  2,  n=3t  Ist  a;=4ete. 

Statt  der  sww  Fonkte  können  redprok  swei  Bbenen  gegeben  werden, 
•  welche  die  Hyperboloide  lu  berfthren  haben. 

S)  Wenn  Ci  und  e«  benachbart  rind,  gill  das  Gesagte  natftrlich  auch; 
dmr  Sats  specialisirt  sich  folgendcrmassen;  »Von  den  nnendlich  vielen 
Hyperboloiden»  welche  tp*  längs  einer  Erzeugenden  berfihreni 
berühren  sie  Tiere  auch  noch  Iftngs  je  einer  andern  Erzeugen- 


Von  den  Tangenten  einer  Flache  9*  in  einem  Punkte,  berühren  sie  viere 
auch  an  anderer  Stelle. 


den." 
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,.Allo  Schmicguiigsliypcrholoidc  der  Kegclfläche  qp^ 
gehen  durch  die  beiden  Doppelgeradeu/' 

Ein  Schmiegnngshyporboloid  besteht  ans  den  Hanpttangenten  der 
Begdfläche  in  Punkten  seiner  Berflhningserzcngenden  e,  es  schneidet 

die  Regelfläcbo  in  noch  einer  Erzeugenden  e',  welche  als  der  geome- 
trische Ort  des  Schnittpunktes  p,  einer  die  <p*  in  einem  Punkt  von 
e  berübreudeii  Hanpttangentc  durch  Angabe  einer  solchen  eindeutig 
bestimmt  ist 

Der  aus  einem  Punkt  P  dos  Baumes  der  qp^  umschriebene  Kegel 
iT/  hat  zwölf  Backkohrtangenton  t^,  ...  tj2\  jode  derselben  ist 
zugleich  eine  Haupttangonte  der  Flache.  Beim  legen  wir  durch  eine 
derselben,  etwa  eine  Ebene  so  schneidet  diese  A'^"  ausser  in 
T|,  die  als  Kackkehrtangente  im  Schnitt  doppolt  zu  zählen  ist,  in  noch 
sechs  Kanten,  deren  jede  eine  aus  1*  an  den  Schnitt  C^*,  von  E  und 

gelegte  Tangente  ist.  Von  den  acht  aus  P  an  C^*  zu  ziehenden 
Tangenten  coincidiren  also  zwei  mit  Tj  ,  die  demnach ,  weil  sie  nur 
einen  Borülirungs]nuikt  besitzt,  v\w  InHexionstaiiireiite  von  C,*  und 
daher  auch  von  'p'  ist.  Das  Schniiegiiii^iisliyperboloid  der  Fläche  in 
der  durch  //j  gtdiendeii  Erz(.'u;i;ciul(ni  c,  enthält  am  Ii  die  Ilanpttangento 

,  geht  also  durch  /'  und  hat  die,  diesen  Punkt  enthaltende  Trans- 
versale von  z/j  und  zur  Erzeugenden.  Da  dies  vuu  jeder  der  zwölf 
liaupttaugcnten  zu  sagen  ist,  gilt  der  Satz; 

,J)urch  einen  Punkt  des  Raumes  gehen  zwölf  Schmie- 
gungshyperboloide  der  Begelfl&che  ^V^^) 

Liegt  P  in  einer  Doppelebene  ii  eines  erzeugenden  Ebenen- 
bfischels,  etwa  von  Ji{dd'),  so  hat  der  aus  ihm  der  ^  umschriebene 
Kegel  K^^  nur  11  Bttckkehrkanten,  welchen  eigentliche  Schmi^ungs- 
hyperboloide  entsprechen,  während  die  zwölfte  durch  den  in  lie- 
genden Cuspidalpunkt  e^'  laufend,  anzeigt,  dass  auch  als  Schmie- 
gnngsebene  anzusehen  ist 

Der  aus  einem  Punkt  P  der  Regelfläche  ihr  umschriebene 
Kegel  üTg^  hat  neun  Bttiikkehrkanten  t^,     . . .       Diese  bestimmen 


1)  In  de.?,cll)cn  Weise  künii  m.:n  bcwcibfii,  diiss  durch  einen  Punkts  des 
Tlaamos  r  =  — 1 } -f  1  j! — p(l>'—^))  Sclimii';_aiiigbliv[)i'il)oloi(]e  einer 

Regclflächc  f"*+",  (7n-^n)lQT  Uidnung,  mit  einer  w-fuchcn  und  ciucr  «-fachen 
Geraden  and  einer  p-facbcn  Erzeugenden,  gehen.  Für  \^(m=z2^  n  1^  ist 
c=S;  ftkr  f«C>n=S,  «=0  ^  «=6;  nnd  fdr  f«(m  =  2,  n=2,  p=9),  «=6. 

Ebenso  kanii  man  die  Ansahl  der  durch  einen  Punkt  gehenden  Sdinie- 
gungshyperboloide  irgend  einer  andern  t  fluch  ftUgemeinem  Fliehe  als  fm+n 
bestimpien. 
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jcue  nenn  Schmiegnngshyperboloide,  welclie  durch  die,  durch  P  lau- 
fende Erzeugende  e  gehend,  sich  9*  Iftngs  anderer  Erzeugenden  an- 
schmiegen. 

„Durch  eine  Erzeugondo  c  der  Regelflächc  (p*  gehen 
zehn  Schmiegungshyporboloide,  das  Bich  9^  längs  e  an- 
schmiegende Hyperboloid  mitgezählt.**^) 

Ein  gewöhnlicher  Punkt  der  Rcfjcltiäche  qp*  ist  hyperbolisch,  d.  h. 
die  Indicatrix  desselben  ist  eine  IIyi)crbcl;  von  den  beiden  Haupt- 
taugouteii  im  geuauntcu  Punkt  ist  blos  die  eine  oigontlich,  während 
die  andere  durch  die  durchgehende  Erzeugende  rejjräsentirt  wird. 
Die  eigentliche  Hanjdtan^'cnte  t  in  P  ist  die  Tangente  jener  "ebenen 
Curve  C'g^,  in  welcher  <jp'  von  der  Taugen tialebcuo  des  Punktes  P 
geschnitten  wird. 

Nehmen  wir  nun  an,  P  w äre  ein  Pnnkt  einer  singnliiren  Erzeu- 
genden r  von  (p^  und  legen  wir  an  diese  im  genannten  Punkt  <liü 
Tangentialebene.  Diese  ist,  wie  wir  aus  Art.  2.  wissen,  eine  Ver- 
zweigungsebene si(!  berührt  (p"*  längs  der  ganzen  Erzeugenden  e. 
und  sehueidet  diese  Flache  ausser  in  r  nur  noch  in  einer  Doppel- 
gcradeu  oder  J^.  Die  Tangente  au  die  Schnittcurve  (r.y)  in  P 
coincidirt  demnach  mit  e  selbst,  möge  P  irgend  ein  Punkt  du^ser  Ge- 
raden sein.  Jeder  Pankt  einer  siugulären  Erzeugenden  ist  also  para- 
bolisch und  das  Schmi^ngshyperbotoid  längs  derselben  ist  die  Er- 
zeugende selbst,  da  die  Hanpttangenten  der  9^  längs  e  mit  dieser 
Bämmtlich  zasammenfallen. 

Der  aus  einem  Punkt  /'des  Kaunu's  der  Kcgelfläclie  nmsclirie- 
bene  Kegel         besitzt  acht  Dopjji'lkanten  ...  f/.,.  Jede 

berührt  die  Fläche  in  zwei  Puukten,  so  in  A,  und  A,  '.  Die  durch 
diese  Punkte  gehenden  Erzeugenden  seien  bzhw.  i'j,  e/.  Von  den 
unendlich  vielen  Hyperboloiden,  welche  qp*  längs  berühren  und  die 
Doppelgeraden  J^^  zn  Erzeugenden  luiben,  ist  irgend  eines  dorch 
die  Angabe  nodi  ehrar  mit  Jj,  wmdschiefen  Erzeugenden,  welche 
jedodi  9*  in  einem  Punkt  von  berühren  muss,  eindeutig  gegeben. 
So  bestimmt  <^  ein  durch     ^  ^%  gehendes  BerOhrungshyperboloid 


1)  Die  Ansaht  der  durch  die  p-facbe  Eneogende  J  der  ttegelfllche  ^»i« 
(riebe  I.  Anmkg]  gehenden  Bchmiegongthyperboloide ,  die  p  rieh  fM^f»  langt 

jt  anachoiiegenden  Hyperboloide  nicht  gcrechüct,  ist: 

2'=3[iwC"— 1)+»C'"-U— 2/'C/'— 0]  für  j«  =  2,  n  =  2  nnd|>  =  2,  also 
für  die  rationale  Rcgelfläche  tp*  ist  z' —  0. 

Es  ist  noch  zn  bemerken,  dass  reciproke,  eine  beliebige  Ebene  K  d«e 
KauDies  ron  12  Schmiegungshypeiboloiden  der  <f*  berührt  wird,  welche  den 
1t  Inflezionstangenten  dea  Sehnittes  von  E  und      enHpreehen  etc. 

7* 
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der  Erzcugendeu  vollkonimen.  Diose  Gorade  hestinimt  aber 
auch  ein  ^j,  eutbalteudcs  Beiübrun^shypeiboloid  h^-  der  Erzeu- 
genden c/,  weil  sie  (jd'  in  dem  Punkte  von  c/  aucb  tangirt. 
Ueberdies  hat  Aj-  auch  e^'  sieb  zur  Erzenii:endon ,  weil  diese  Jj. 
und  J2  achneidet  und  ebenso  enthält  /<._,-'  auch  c,;  h^z  und  h^^  haben 
alflo  /^i,  J^^  Cj,  fi'  und  tl^  gemein,  sind  daher  identisch.  Jede  der 
acht  Doppelkanten  von  K^^  fixirt  also  mit  Ji  und.  dn  doppelt 
berflbrendes  HjnDerboloid. 

„Durch  jeden  Punkt  gehen  acht  die  Regel  fläche  ip^ 
doppelt  berührende,  d.  h.  längs  zweier  getrennter  Er- 
zeugenden berührende  Hyperboloide."^). 

Unter  den  Berührungsflächen  der  Begelflftcfae  9*  verdient  die 
Asymptotenflftche  noch  besondere  Erwähnung. 

Sie  besteht  aus  den  Tangentialebenen  der  Fläche  in  den  Punkten 
der  unendlich  fernen  (ebenen)  Corve  C^^;  ist  daher  der  Berflhrungs- 
cnnre      eines  tp*^  umschriebenen  Kegels  ^^4^  redprok: 

„Die  Asyniptotenfläche  der  Regelfäche  <p^  ist  eine 
developpable  Fläche  achter  Classe  und  secli  s/ohnter 
Ordnung.  Sic  berührt  die  Yerzweigungsebeue  längs  der 
singulären  Erzeugenden.'" 

Von  den  weltam  Eigenschaften  der  Fläche  ^  wäre  noch  zu  er- 
wähnen, dass  sie  acht  cyklischc  ebene  Curvcn  dritter  Ordnung,  scclister 
Classe  besitzt;  welche  den  vier  reellen  Verbindungslinien  der  acht 
Schnittpunkte  von  gp^  mit  dem  imaginären  Kugelkreis,  und  zwar  paar- 
weise zugeordnet  sind. 

Art  12.  Eine  interessante  Specialität  der  behandelten  Fläche  tp* 
ist  das  Erzeugniss  y*,  zweier  projectivischer,  quadratischer  Involutio- 
nen ^j(aa')  und  ^^ißß')  auf  zwei  windschiefen  Axen      und  ^9. 

Fassen  wir  vorerst  zwei  Punkt  -  Involutionen  genannter  Art  ins 
Auge,  so  haben  wir  als  entsprechende  Elemente  ein  Punkei)aar  «,  n' 
von  und  ein  s(»lclies  /3,  ß'  von  anzusehen.  Die  in  a  sich 
schneidenden  Erzeugeuden  e',  c"  bestimmen  auf  /i-,  die  Punkte  /?,  ß'. 
Sowol  durch  den  einen,  als  auch  durch  den  andern  läuft  noch  eine 
Erzeugende  Cj'  bzhw.  c,",  welche  sich  in  einem  Punkte  a'  von  ^i, 


1)  Für  die  Fläche  |»»+»'  ist  die  Anzahl  dieser  Hyperboloide  c=2[m*n'— 
5MJi^Sm-f  31}].   Hat  fm-f«     Düppel»  und  »  Ciiq[»idalenettgende ;  w  ik  waz 

die  Zahl  *'=(SH-^)[(M-|-»*-(«-|-»)-6]-»/iO»-l)HK*-0-</»>«'  *h- 
«oriehen.  Eine  p-fach«  Etaengeude  gilt  hierbd  Är  1)  Doppel«neiig«ndiB. 
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und  zwar  in  jenem  sdmdden,  irelcher  dem  a  in  ^i(tta')  congngirtist 
Die  vier  Erzeugenden  e',  t^,  e/,  t^"  sind  coi^jagirt,  nnd  zwar  derart, 
dass  eine  von  ihnen  die  drei  andern  vollkommen  bestimmt;  sie  bilden 
ein  Quadrupel. 

Ans  dieser  Lagen-Relation  folgt,  dass,  wenn  ß'  mit  ß  cuiuuidi- 
rend,  einen  Doppelpunkt  tl^"  der  Involution  J^ißß')  bildet,  nicht  nur 
et  Bondom  o'  zum  Yerzweigungspankt  wird. 

In  einem  der  zwei  Doppelpunkte  ^/j",  d.,"  der  Involution  J.^{ßß') 
—  dasselbe  gilt  von  /Ij(cctt')  —  schneiden  sich  zwei  singulare  Erzeu- 
gende der  Hegelfliiche  y*.  Jeder  derartige  JDoppelpunkt  ist  daher  ein 
Dopl)t  l-TiiH('xiunspuukt  ^)  der  Fläche;  ihm  entsprechen  zwei  Cuspidal- 
puukte,  welche  auf  ^^/j  liegen  und  durch  die  auf  dieser  Doppclgeraden 
befindlichen  Doppel -Inflcxionspunkte  r/^',  tl^'  harmonisch  getrennt 
werden. 

^Das  Erzengniss  zweier   quadratischer  Pnnkt-In- 
volntionen  anf  zwei  windschiefen  Geraden 
eine  Regelfläche  vierten  Grades  y^,  welche  di  nnd  zu 
Poppellinien  besitzt  Die  vier  Doppelpunkte  genannter 

Involutionen  sind  Doppel-Inflexionspunkte  der  Regel- 
fläche, die  ihnen  entsprechenden  Punkte  sind  die  acht 
Cuspidalpunkte  derselben,  sie  werden  durch  die  Doppel- 
Inflexionspunkte  paarweise, harmonisch  getrennt^^ 

Je  einem  derartigeu  Paar  der  einen  Doppclgeraden  entspricht 
ein  Boppel-Inflexionspunkt  der  andern. 

Dem  Gesagten  zufolge  berührt  eine  durch  ^,  gelegte  Ebene  6 
die  in  zwei  Punkten  «,  a,,  welche  ein  conjugirtes  Paai*  der  erzeu- 
genden Punkt-Involution  ^^{aa')  bilden,  also  durch  die  auf  be- 
findlichen Doppel-InHexionspunkte  r//.  fl/  harmonisch  getrennt  wer- 
den. Die  in  ö  liegenden  Erzeugenden  t',  e'  schneiden  in  a  bzhw. 
tt'  und  J2  ß  'i  constmiren  wir  die  dem  Punkte  il^'  bezüglich  e  und 
und  e'  hannonisch  conjugirte  Gerade  f,  so  Iftuft  diese  daher  nicht 
nur  durch  ß  sondern  auch  <^';  beschrdbt  demnach,  wenn  d  sich  um 
dreht,  öder  ß  die  Gerade  ^9  durchläuft,  das  durch  c^'  und  die 
Ebene  bestimmte  Strahlenbflschel. 


1)  D.  h.  in  dnem  jeden  eohiddiren  swei  InflezioiispQnkte  der  lUehe 
(siehe  Art.  2.).  Legen  wir  durch  einen  solchen  Punkt  eine  Ebene,  so  schneidet 
diese  y*  in  einer  Curve  C^*,  die  im  genannten  Punkt  einen  Doppelpunkt  be- 
sitzt, der  Inflexionsttingenten  sn  Doppelpttnktstangeoten  hat,  d.  b:  ein  Doppel- 
Inflexionspnnkt  ist. 
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Irgend  eiuc  durch  d^'  gebcudc  Gcrado  r/.  z.B.  eine  in  der  Ebene 
ö  liegende  sclmeidet  in  zwei  weitern  Punkten  (yc)  und  (g^'),  welehe 
durch  dj'  und  den  Schnittpunkt  (gf)  von  g  mit  der  Ebene  (cl/^.^) 
harmonisch  niclit  getrennt  werden.  Nimmt  g  nacli  einantler  alle  mög- 
lichen Lagen  ein,  so  erfüllt  (gf)  die  Ebene  (^/g'^a)?  »-^i^'sc  ist  die 
Polarebene  des  Doppel-Inflexionspunktes  d^'  beogen  auf  dio  liegel- 
flftche  y^. 

,J>ie  durch  eine  Doppelgerade  and  einer  auf  der 
andern  Boppejlgeraden  liegenden  Doppel-Inflexions- 
pnnkt  d^^  gelegte  Ebene  i^^*)  ist  die  Polarebene  des 
sweiten  auf  ^,  befindlichen  Boppel-Inflexionspnnktes 
bezogen  auf  die  Begelfl&che  j^/* 

Eine  dnrdi      gelegte  Ebene  E  sehneidet    in  elnor  Corve 
die  in  d^'  einen  Doppel-Inflexionspnnkt,  nnd  in  dem  Schnitt  ß  von 
E  und      einen  einfachen  Doppelpunkt  hat.  Die  Ebene  B  schneidet, 
die  Ebene  (d^'^t)  in  einer  durch  ß  laufenden  Geraden  j»,  welche  den 
gemachten  Aosdnandersetzungen  zufolge,  die  Polare  von  d^  bezttglicb  • 
Y^,  also  auch  bezflgUch  C^*  selbst  ist  Diese  Gerade  hat  die  Eigene 
sdiaft»  mit  dem  Punkte      je  zwei  auf  einem  Strahl  von  d^*  liegende 
Gnrvenpunkte  harmonisch  zu  trennen. 

Dieselbe  Beziehung  besteht  zwischen  ii^ond  einem  andern  Dop- 
pel-Inflexionspunkt  und  der  ihm  in  angegebener  Weise  zugeordneten 
Ebene  jenes  Bflschels,  auf  dessen  Axe  er  nicht  liegt. 

So  ist  auch  (J^d^")  die  Polarebene  des  Doppel-lnflexionspunktes 
di"  bezogen  auf  y*.  Daraus  folgt  aber,  dass  irgend  eine  durch  d^'d^" 
gdiende  Ebene  deren  Schnittpunkt  mit  der  Schnittlinie  d^*d^" 
der  zw^  Polarebenen  i^sd^')  und  {^^d^')  wir  mit  Sl  bezeichnen,  die 
letztgenannten  Ebenen  in  zwei  Geraden  Sitl^'  und  Sld^'  schneidet, 
welche  die  Polare  d^'  bzhw.  d"  bezflglich  y^,  also  auch  der  durch  E 
auf     bestimmten  Curve  Cg^  sind. 

Die  Curve  C^^  hat  d^'  und  zu  Doppel-Iutiexionspuukten  und 
dio  Eigenschaft,  dass  eine  durch  einen  solchen  Punkt  z.  B.  d^'  lau- 
fende Gerade  g  ihrer  Ebene  sie  in  zwei  Punkten  und  p'  schneidet, 
welche  durch  r//  und  den  Schnitt  m-^  von  g-^  und  d^'  harmonisch 
geteilt  werden.  Sowol  d^"p  als  auch  d"p'  bestimmt  auf  noch 
einen  Punkt  p  bzhw.  p\  deren  jeder  durch  d^'Sl  von  d^'  harmonisch 
getrennt  wird,  die  also  eine  durch  d^'  gehende  Verbindungslinie  p^Pi 
haben.  Diese  Gerade  bildet  mit  pp\  d^'Sl  und  d^'d^'  ein  harmoni- 
sches Strahlenbttschel,  wdches  nüt  dem  eben&Ils  harmonischen  Vier- 
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Strahl  V<^S  PiPj  PiV  «lie  Gerade  gemdnschafflidi 

bat   Ans  dieser  Gonstruction  ersehen  wir,  dass  sidi  die  Geraden 

PPi  ^  Pnnkte  St  schneiden,  und  dass  px      p\  sowie  p  und 
Pi'  mit  St  nnd  bzhw.  den  Schnittpiinkten  52',  St^*  ihrer  Trf^sar  nnd 
d^*  eine  harmonische  Beihe  bilden. 

Die  vier  Curveupunkte  und  77/  bestimmcu  ein  Viereck, 

welches  fJ"^  Sl  zum  Diagonaldreicck  bat-,  sie  bilden  eiu  Puukt- 
Quadrupcl  der  (  utvo  und  liegen,  wie  leicht  zu  beweisen  ist,  auf 
einem  Erzeugenden- Quadrupel  der  ßegelfläche. 

Ist  also  p  ein  Pnnkt  der  Cnrre  so  ist  auch  der  ihm  bezüg- 
lich St  und  dem  Schnittpunkt      von  pU  nnd  harmonisch 

conijugirte,  ein  solcher.  Es  schneidet  demnach  jede  Gerade  StSl' 
des  Baschels  Sl  die  Cnrve  in  vier  Punkten,  welche  paarweise  mit  St 
und  St*  eine  harmonische  Beihe  bilden. 

Bemerken  wir,  dass  C^*  eine  beliebige  durch  r//  und  rfj"  gehende 
cbcue  Curvc  von  y**,  und  SlSl'  eine  willkürliche  Trausversalc  der 
Geraden  f/i'«-//'  und  (l./d,"  ist,  durch  deren  Annahme  (zweideutig) 
bestimmt  erscheint;  so  können  wir  das  ücsultat  der  Untersuchung 
folgcudermassen  zusammcufassen : 

„Irgend  eine  Transversale  zweier  windschiefer  Yer- 
bindungslinien  der  vier  Boppel-Inflezionspnnkte  der 
Regelfläche  y*  schneidet  diese  in  vier  Punkten,  welche 


1)  Die  durch  p  gehende  <Enengeiide  c  BChneidel  Jt  in  «  nnd  in  /f. 
liegen  wir  durch  c  und  ^,  die  Ebene,  so  schneidet  diese  y*  noeh  in  einer 
Erzeugenden  c',  wtdoiic  durch  /?  und  /)'  laufen  muss,  weil  sich  e  und  e'  in  ß 
sclineidcn  müssen,  und  ß  als  auf  c  nicht  liegend,  ein  Punkt  der  zweiten  in  ge- 
nannter Ebene  befindlichen  Erzeugenden  sein  muss.    Dass  sich  p'  wirklich  in 

der  Ebene  (C^,)  betindct,  folgt  daraus.  d;iss  ;>/>'  durch  ri,'  geht.  In  derselben 
Weise  lässt  sich  zeigen,  daäs  die  zweite  in  (tJ^)  hegende  Erzeugende  durch 
et  nnd  geht,  sie  schneidet  in  Die  dureh  pi*  beetimmte Erzengende 
ti  mnie  toirol  mit  ti  in  einer  Ebene  des  Bfiacheli  liegen,  also  durch  , 
lanfen;  »le  auch  der  Ebene  (t'J^)  angehören,  d.  h.  sieh  mit  e'  in  einem  Punlit 
»'  von  ^1  sehneiden.  Weil  nftmlich  die  erste  Ebene  in  /?j  trifft,  und  p,', 
Pi  nnd  et/  in  einer  Geraden  liegen;  ebenso  schneidet  (t^a)  die  ^2  i°  «'und 

gebt  PiPi'  durch  dl". 

„Ein  Punkt-Quadrupel  einer  C^*,  dcicn  Ebene  E  durch  irgend  zwei  Dop- 
pel-Inliexiunipunktc  geht,  liegt  immer  auf  einem  Erzeugenden  Quadrupel  von 
y*f  und  umgekehrt  schneidet  jede  Ebene  E  ein  Erzeugendcn-Quadrupcl  in  einem 
Pnnkt-Qotdrapel  ihrer 
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durch  die  geuaunteu  Goradou  paarweise  harmonisch  ge- 
trennt werden." 

Yon  den  sechs  windschiefen  Verbindungslinien  der  vier  Doppel- 

Inflcxionspiiukte  haben  selbstverstftndlich  nur  die  zwei  Paa^  ^^'dj", 

und  didg\  dfdi'  die  besprochene  Eigenschaft,  weil  Be- 
standteile der  Fl&che  find. 

I.assen  wir  SlSl'  an  d^'d^"  und  d^'d^'  an  einer  Erzeugenden  c 
vüu      gleiten,  bo  erzeugt  sie  ein  Hyperboloid  A-,  welches  auch 
und       enthält  und  demnach      in  noch  drei  Er/cuß;enden  e',  e",  t'" 
schneidet.    Alle  vier  Erzeugenden  gehören  einer  Schaar  von  an, 

sind  also  windschief  und  schneiden  ßi^'  in  allen  Lagen.  Die  vier 
paarweise  durch  d^'d^"  und  d^'d^'  harmonisch  getrennten  Schnitt- 
punkte der  Geraden  SlSl'  und  beschreiben  daher  die  vier  wind- 
schiefen Erzeugenden  e,  e',  c",  c*.   Je  zwei  derselben  gehören  einem 

Erzeugenden-Quadrupel  von  y*  an  und  bilden  mit  d^ülj"  und  d^'d^" 
vier  harmonische  Erzeugende  ypn  hK  Da  e  beliebig  gewählt  wurde, 
gut  der  Satz: 

„Jedes  durch  zwei  windschiefe  Terbindnngslinien 
der  vier  Boppel-Inflexionspnnkte  und  die  zwei  Doppel- 
geraden  gelegte  Hyperboloid  A*  schneidet  die  Bogel- 
fl&che  in  vier  Erzeugenden,  welche  paarweise  mit  den 
genannten  Verbindungslinien  vier  harmonische  Erzen- 
gende des  Hyperboloides  bilden.  Jedes  derartige  Paar 
gehört  einem  Erzeugenden-Quadrnpel  von  y*  an.^* 

Art.  13.  Wir  haben  gezeigt,  dass  durch  zwei  windschiefe  Trans- 
versale der  Doppclgcraden  acht  Hyperboloide  gehen,  welche  die 

Regelflflche  berflhren.    Soll  ein  durch  d^'dj"  und  d^'d^'  gelegtes 
Hyperboloid     die  Begelfläche  y*  berflhren,  so  liann  dies  nur  da- 
durch geschehn,  dass  zwei  nicht  zusammengehörige,  der  vier  auf 
befindlichen  Erzeugenden  e,  e',  t^,  ^  coinddiren;  da  zwei  ein  Paar 

bildende,  d.  h.  einander  bezfiglich  "d^d^\  ~d.Jd^'  conjugirte  Erzeu- 
gende eineip  Quadrupel  angehören,  und  in  einem  soldieQ  im  Allge- 
meinen nicht  unendlich  nahe  Erzeu^nde  vorkommen. 

Fallen  aber  zwei  kein  Paar  bildende  Erzeugende  e  und  e"  zu 
einer  Erzeugenden  ii  zusammen,  d.  h.  vielmehr  rücken  sie  unendlich 
nahe,  so  muss  dies  auch  mit  den  zwei  andern,  den  ersten  conjugirten 
Erzeugenden  t'  und  e'"  geschehen,  weil  diese  an  die  Gleichung: 

dld^  e/,  e')  =  {d^di\  Ci,  e*«)  =  —  1 

gebunden  sind,  welche  dann  erfüllt  wird,  wenn  tf=  t  =  tu  wird. 
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Jedes  Hyperboloid  des  imtersucbteu  Büschels,  welches  die  Regcl- 
fläche  längs  einer  Erzeugoudeii  c/  berührt,  berührt  sie  auch  liiugs  der 

Ci,  bezüglich  d^'d^'\  d^tU'  harmonisch  conjugirtiüi  Kr/eugeuden  C//; 
welche  mit  Cy  einem  Erzeugenden-Quadrnpel  angehurt ,  also  doppelt. 
Jedes  derartige  Hyperboloid  ist  als  Berührungshy{)erboIoid  doppelt 

zu  zählen,  woraus  folgt,  dass  in  dem  Büschel  ^Z,,  4^2,  d^d^\  djd" 
vier  solche  Hyperboloide  existiren.  Es  ist  aucli  leicht  zu  beweisen, 
dass  von  den  acht  Berüiii  ungserzeugeudeu  dieser  vier  Hyperboloide 
jo  viere  ein  Quadrupel  bilden. 


1)  Um  dies  schnell  zu  beweisen,  fassen  wir  wieder  eine  jener  unendlich 

Tielen  Curven  C^"*  auf,  deren  Ebene  d^'d.^"  in  einem  beliebigen   Punkt  fi 

schneidend  durch  d^dj^^aht,  die  also  in  ei/  und  d^"  Duppcl-Intloxion^punkte 
hat.    Wie  gezeigt  wurde,  schneidet  «ine  durch  ü  gehende  Gerade  g  die  C^* 

in  vier  Funicten     p',  —      q'  und  die  Gerade  d^'d^'*  in  einem  Funlct  Q', 
so  daas       fi',     p')  =  (fi,       9,  9')  s  —  1  ist.  Aas  Ü  kann  man  an 
acht  Tangenten  legen,  dne  derselben  sei  L   Von  ihren  Tier  Schnittpnnkten 

mit  C^^  mässcn  zwei  coincidiren.  Es  Icann  nun  weder  p  mit  p*  noch  q  mit 
q*  saaaittfflen£>Uen,  weil  dann  solche  zwei  FnnlUe  entweder  mit  Q  oder  mit  Q' 
coincidiren  müsstcn,  C„*  aber  weder  in  dem  ersten,  d.  h.  ß,  noch  auf  d^'d^'' 
ausser  rf/,  d,"'  Punkte  hat.  Es  fällt  also  p  mit  7  und  daher  nach  obiger 
Gl.,  dir  nun  folgend  lautet:  {Qfi' p p')  —  {SiSi'pq')  —  —  \  auch  auch  7/  mit 
q'  zusammen.  Jede  der  (vier)  aus  ii  an  C„'*  gelegten  Tangenten 
iat  eine  Ooppeltangente  der  Cnrre,   ihre  BerQhrungspunlcte 

werden  dnrch  Q  und  d^'d^'  harmonisch  getrennt.  Diese  vier  l>op- 
pelrangenten  heiseen  (|,  #|',  t^'\  ihre  Berfthmngspunkte  a,,  a,';  h^'•, 
a,,  «a';  6^,  6^'  bilden,  nnd  swar  die  ersten  vier  ein,  die  sweiten  vier  ein  an- 
deres Qnadmpel,  wie  aus  dem  Folgenden  ersichtlich  ist  Es  ist  auch  an  be- 
merken, dess  ißdpj  ßd^,  t|,  </)  =  firf,*,  f„       =  —  1  »( 

Ist  g  eine  Gerade,  welche  C«*  in  P„  P«,  P,»  ^4  in  P  schneidet, 

nnd  9'  die  ihr  besOgUch  und  fid,*  harmonisch  ersengte  Gerade;  so 

sind  die  Schnitte  von  <I,'P„  d^/^,  d,'P„  rfj'P,  mit  n&mllch  P,',  P,', 
P.',  P^'  auch  Punkte  von  C,«.         kann  mit  d^"  oder     nnd  JM,*,  dem 

entsprechend. mit  iM,'  oder  <l|'rf|*  vertauscht  werden).  FftUt  nun  P,  mit  P, 
snaammen,  so  geschieht  dies  auch  mit  P^'  nnd  P,',  d.  b«  ist  g  eine  Tangente, 
so  ist  ee  auch  g'  und  jede  der  andern  4  g  sageordneten  Geraden  g",  «7^, 
ffi',  g X* •  Fällt  P,  und  mit  zusammen;  so  sind  und  auch  f/',  sowie 
ij'*  etc.  Inflexionstangcnten.    Coincidirt        mit  P,^  "i*!  -^^3  so  ist  jede 

der  Geraden  eine  Doppcltangente.  Nun  lässt  sich  das  oben  zu  Beweisende,  so> 
wie  die  Bichtiglcett  der  folgenden  Sätze  leicht  zeigen: 

«Die  Tangenten  der  inFnnkten  eines  Quadrupels  bilden 
ein  Vieraeit,  welches  ^\d^  sum  Diagonaldreiaeit  hat;  also 
ein  (Quadrupel.* 
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„Jedes  der  vier  durch  zwei  windschiefe  Verbiiuluiigs- 
linion  {d^l^'),  //,/7//'  oder  r//;/,,",  <T^dJ)  der  vier  Doppol-Iu- 
llexioDspuukte  gelieiuie  fJerü  liruiigsliyperboloide  der  Ile- 
gelfläehe  berührt  diese  doppelt,  d.  h.  längs  zweier 
getrennt  er  Erzeugenden;  w  eiche  aber  einem  Erzeugenden  - 
Quadrupel  angehören.  Diese  zwei  Erzeugenden  bilden 
mit  den  genannteu  zwei  Yorbindungslinicn  vier  harmo- 
niscbe  Erzengende  des  Hyperboloides. 

Die  Kogelfläche  besitzt  acht  derartige  do]>pol- 
bei  ülircinlo  H yj) o  r Ito  1  o i  d c;  die  sechszchn  Borüliruiigs- 
erzeugcndcn  derselben  bilden  vier  Erzcugondeu-Quadru- 
pel  der  Fläche.*' 

Eine  Erzeugende  e  bestimmt  mit  und  zwei  Ebenen  d 
bzhw.  welche,  wenn  e  die  Fläche  y*  durchläuft,  zwei  projectiviscbe 
quadratischo  Ebenen-Involutionen  ^i(dd')  und  bilden. 

Diese  beiden  Involutionen  erzeugen  auch  die  Begelflftcbe  ]^  nnd 
liogon  mit  den  erzeugenden  Punkt-Involntionen ,  und  zwar  die  erste 
mit  J^ißß')^  die  zweite  mit  ^,        also  wechselweise  perspectivisch. 

Ein  conjugirtes  Ebenenpaar  der  luvulution  J^i^ö')  berührt  diese 
Flädie  in  demselben  Punkt  a  von  und  schneidet  daher  die  Ge- 
rade ^wei  Punkten  ß  und  ß',  welche  auch  ein  Paar,  und  zwar 
vüu  ^iißß )  bilden. 

Der  Punkt  a  liefert  mit  ß  und  ß'  verbunden  jene  Erzeugenden 

e,  C,  in  welchen  die  Jibene  {d^a)  s «  die  ihr  zugeordneten  Ebenen 
ö  und  6'  schneidet.   Die  Doppelcbenen       d^'  der  Involution  ^i(dd') 
gehen  durch  die  auf  d^  liegenden  Doppel-Infiexionspunkte  r//'  rcsp. 
und  berühren  y*  in  je  zwei  auf  /it  liegenden  Cuspidalpuukten  c^', 


Die  Barflhrutigspuukte  der  vier  in  Q  sich  neidenden  Duppeltangcntcti 
biUlcn  zwei  Quadrupel.  C^^  besitzt  noch  4  Doppcltangcnten.  welche  auch  oin- 
Quiidiupel  bilden.    Ihre  8  Berührungspunkte  bilden  2  riuikt-Quadrnpcl. 

Die  Curvc  C«  '  hat  ausser  f/,',  d /'  acht  IiiHcxionspunktc,  wclclie  zu  vit-ien 
I,,  1^,  /j,  1^  —  ij',  ij  eich  zu  Quudrupchi  vereinigen.    Ihre  Tan- 

genten (Inflexionctangenten)  bilden  die  sogeordneten  Quadrupel ;  sie  schneiden 
C„*  in  acht  Ponkten,  Ar  welche  danelbe  besflglich  der  Lage  gilt. 

Lauen  wir        sich  um  (i,'rf|*  drehend  deformiren;  so  beschreiben  die 

acht  Inflexionstnngenten  -die  acht  durch  d^'d^"  gehenden  Schmiegungshyper- 
boloide  der  y*,  Ihre  ioflexionspunkto  durchlaufen  die  Sehmiegungskantea  der- 
selben; welche  swei  Ersseugcndc-Qaadrupel  der  Fläche  y*  bilden;  weil,  wie  wie 
schon  erwähnten,  jedes  Pnnkt-Qnadrnpel  der  (7^*,  wenn  sich  ihre  Ebene  um 

dl' dg"  dreht,  an  einem  Bneugenden-Quadmpel  tou  y*  g^tei  etc. 
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c,'  bzhw.  cg',  c^',  welche  wieder  durch  die  auf  betiudlicbcn  Dop- 
pel-Infi  oxionspunkte  d^'  in  angegebener  Reihenfolge  harmonisch 
getrennt  werden. 

Die  Terzweigungsebenen  t^',  v%\  des  BttBchels  grop- 

piren  sich  ebenfidls  zu  coiyngirten  Paaren;  je  ein  Paar  stellt  die 
Tangentialebenen  der  Flftche  in  einem  Doppel-Inflezionspnnkt  <Z|',  d^* 
Tor,  and  bestimmt  anf     ein  Gnspidalpunktepaar  etc. 

Eine  durch  einen  Doppel-IüÜexionspunkt  ^Z/  gelegte  Ebene  E 
bestimmt  auf  y*  eine  Curve  6»^,  die  in  rZ,'  Inficxionstangcntcn  zu 
Doppclpunktstangenten  hat.  Die  letztem  sind  die  Schnittlinien 
von  E  nnd  den  y*  in  di  berührenden  Verzweigungsebenen  e^*  und  c,'. 

Aus  dem  Gosotze  der  Reciprocität  folgt  nuu  uuiiiittelbar,  dass  • 
der  aus  ciucia  l'uukt  P  einer  Doppelebcue  der  umscbriebeue 
Kegel  die  Ebene  zur  Doppel-Küi  kkcbrtaugeuteuebene 
hat;  d.  h.  für  den  6^'  eine  DoppeltaugenteiKbene  ist,  wekhc  liück- 
kehrkauten  des  Kegels  zu  IJeriihruiigskanteu  besitzt.  Die  letzlern 
zielen  nach  den  auf  6^  liegeudeu  Cuspidalpuukten  c^',  c,'.  (Siehe 
Art.  5.). 

Jede  der  vier  windschiefen  Verbindungslinien  der  Doppel-Iuflcxions- 
punkte  hat  also  nicht  nur  die  Eigenschaft,  dass  eine  licliebige  durch 
sie  gelegte  Ebene  die  Fläche  in  einer  Curve  C^^  mit  zwei  Dop])el- 
luflexionspnnkten  scbnoidet;  sondern  auch  die,  dass  der  aus  einem 
ihrer  Punkte  umscbrielx'ue  Kegel       zwei  Doppel-Ilückkelirtangenten- 

ebeneu  besitzt.  Diese  sind  die  durch  di'd^"  bestimmten  Doiiju  Icbencu 
der  Jiüschel  /i^  und  die  Beriihrungskanten  zielen  uaclv  den  vier 
in  ihnen  gelegenen  (jut>pidalpuukteu  und  sind  KUckkehrkauteu  des 
ikegels  A^**. 

Die  andern  acht  Rttckkehrtangenten  sind,  wie  wir  in  Art.  11. 
zeigten,  Hanpttangenten  der  Segelfläche ;  sie  bestimmen  die  in  der 

letzten  Anmerknng  erwähnten  acht  durch  <^'<«t"  gehenden  Schmie- 
gnngshyperboloide.  An  bezeichneter  Stelle  erwähnen  wir  auch,  dass 

die  acht  Schmiegungserzeugenden,  sowie  die  acht  Schnitterzeugenden 
der  Hyperboloide  mit  7^,  und  zwar  jede  Gruppe  für  sich  zwei  Er- 
zeagenden-Qnadrnpel  der  Fläche  bilden. 

„Durch  jede  Verbindungslinie  zweier  Doppel-In- 
'  flexionspunkte  gehen  acht  Schmiegungsbyperboloido 
der  Flftche  Ihre  acht  Schmiegungserzengenden  bil- 
den zwei  Quadrupel.  Jedes  Hyperboloid  schneidet  y^  in 
noch  einer  Erzeugenden;  auch  diese  acht  Erzengenden 
zerfallen  in  zwei  Erzengenden-Qnadrnpel  von  y*.** 
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Der  Schuitt  C^*  einer  durch  d^'fh"  gelegten  Ebene  E  hat  ausser 
den  vier  in  fl  sich  schneidenden  Dopyeltaugeutcii  (siehe  1.  Aumrkg.) 
vier  Doppeltangeuteu  Tj,  Tg,  t.,  Tj,  welche  ein  Taugenteu-Quadrupel 
von  C^]  constituiren.  Die  acht  Berührungspunkte  vereinigen  sich  in 
folgender  Ordnung  zu  Quadrupeln:  Äj,  /a,?  '^^ar  ^^i  ~  h\  Wt  h'i 
wobei  Berülirungspunkte  einer  Doppeltangcnte  den  mit  dieser  gleichen 

untern  Index  haben.    Dreht  sich  /;  um  <^x(l^\  so  beschreiben  die 

vier  Doppeltangenten  ebensoviele  durch  «/i'^i"  gehende,  die  Flädie 
doppelt  berttbreude  Hyperboloide. 

Obwohl  dies  schon  aus  der  in  Art  11.  gemachten  Untersnchnng 
erhellt,  lässt  es  sich  aach  direct  zeigen.  Es  ist  n&mlieh  an  sich 
klar,  dass,  weil  die  Berlihriingspnnkte  nnd  der  Doppeltangente 
Tj  niclit  einem  Punkt-Quadrupel  angehören,  auch  die  durch  sie  gehen- 
den Erzeugenden  e^,  e/  nicht  einem  Quadrupel  angehören  können, 
also  jedenfalls  windschief  sind.  Die  Gerade  t„  welche  an  fj,  Cj'  und 

\*d"  gleitet,  erzeugt  demnach  ein  Hyperboloid  ä*,  welches  auch 
und  ^2  zu  Erzeugenden  hat.  Nun  ist  unter  den  unendlich  vielen  3^* 
längs  fj  berührenden  Ilj-perboloidcn,  welche  durch  z/j  und  gehen, 
eines  durch  Angabe  einer  weitem  Erzeugenden^),  im  vorliegenden 
Fall  durcli  Tj  bestimmt.  Dieses  Hyperboloid  {\)^)  berührt  aber 
längs  c,',  weil  der  Voraussetzung  nach  Tj  die  Fläche  in  dem  auf 
e^'  befindlichen  Punkt  i/.tangirt.   Das  Hyperboloid  1)^  berührt  daher 

längs  fj  und  e^',  hat       ^-j,  und  demnach  auch  d-^'d"  zu  Erzeu- 
genden, ist  also,  was  zu  beweisen  war,  mit  dem  durch  Gleiten  von 

an  e^,  Ci',  d^d^'  erzeugten  Hyperboloid  identisch. 

„Die  acht  Berflhrungserzeugeuden  der  vier,  blos . 
durch  eine  Verbindungslinie  zweier  Doppel-Inflexions-. 
punkte  (und  nicht  auch  die  ihr  conjugirte)  gehenden,  die 
Fläche  1^  doppelt  berührenden  Hyperboloide  bilden  zwei 
Erzeugenden-Qnadrupel  vony*.  Die  Bertthrungserzeugen- 
den  eines  dieser  Hyperboloide  gehören  diesen  zwei  Qua- 
drupeln einzeln  an." 

Von  den  weitern  Eigenschaften  der  Regeltiäche  wäre  noch  zu 
erwähnen,  dass  die  zwei  Doppclebenon  öj',  ö.J  (Doppel- 
Rückkehr  taugen  tenebcneu)  eines  erzengenden  Büschels, 
etwa  ^'),   die  Fläche  in  zwei  harmonische  Teile 

trennen. 


1)  Wddie  wenn  sie  mit  Jx  nnd  windsdiief  Iit»  immer  y*  in  einwi 
Pankt  von  Ci  berObren  mnM. 
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Denn  sind  6  and  irgend  zwei  bezüglich  8^'  einander  har- 
monisch eonjugirte  Ebenen  des  BOscbelB  ß*  ihre  Schnittpnnkte 
mit  ^8  und  «  einer  ihrer  (gemeinschaMichen)  BerOhningBpankte  mit 

Y*\  80  sind  a/}  =  e  und  aß's  e'  die  zwei  sich  in  tt  begcgucnden  Er- 
zeagenden. Nan  ist  leicht  einznsehen,  dass  irgend  eine  in  der 
Ebene  (ee')  b^dliche  Gerade  g  die  Erzeagenden  e  and  t*  in  zwei 
Ponkten  p  bzhw.  p'  schneidet,  die  dorch  die  Schnitte  von  g  mit  W 
V  harmonisch  getrennt  werden.  Einer  Erzeagenden  e  entsprechen 
in  dieser  Weise  zwei  Erzeugende  t'  und  t'\  welche  mit  der  ersten 
einem  Quadrupel  angehören,  und  gegen  die  vierte  Erzeagende  des- 
selben dieselbe  ,  Lagen-Relation  haben. 


Der  geehrte  Leser  vergleiche  bezüglich  der  Resultate  diesen  Auf- 
satz und  die  später  folgende  Abhandlung:  „Ueber  rationale  llegel- 
flächeu  vierten  Grades"  mit  den  über  denselben  Gegenstand  von 
Chasles,  Cayley  und  Cremoua  vurüHeutlichen  Arbeiten,  welche  in  den 
Qaellen-Nadiweisungcn  der  analytischen  Creometrie  von  Salmon-Fiedler 
erwifchnt  sind,  nnd  sich  beziehangsweise  in  den  „C^omptes  rendos** 
(1861,  Bd.  ö3);  den  „PhUos.  Transactions"  (1863—1869,  Bd.  153, 
154,  159),  „(Cambridge  Transactions''  (1868,  Bd.  11)  nnd  in  „Mcm. 
d.  B.  Ist  di  Bologna**  (1868,  Bd.  8)  befinden. 

Halas,  den  31.  März  18Ö0. 

A.  Ameseder, 
»  cand.  prot 


Digitized  by  G(). 


110 


MtMcellm. 


VI. 

Miscellen. 


1. 


Bireete  BestiBunniiv  des  InteynlB 

n 
8 


logsins&f 


Nach  dem  7tou  liando  der  Fortscliritte  der  Mathematik  liatWol- 
steuliolme  eine  directe  Entwickcluug  dieses  Integrals  mit  Hülfe  des 

X 

2 


log«<2r  gegeben. 


Im  Jahre  185G  legte  Professor  Dr.  Lebmus  seinen  CoUegen  das 

oben  genannte  Integral  vor  und  der  Unterzeichnete  gab  die  ^Igende 

Lösung: 

n  n 

2  2 


y^logsinajrfaj  =  log2sin^co8^<te 


n  n 


1^  log  2-1-  ^  log  siUgt/jr-f- ^  logcos^t/a; 


n  n 

4  4 


^log2-|-2^^y^  logsin«<i»+ ^  Iogco8ff<iEB^ 


n 
2 


^log2-|-2  ^ lag^UKiiat, 
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III 


alao: 

n 
2 

logBinasdSst «—  —  g  ^og2. 
Kiel  187Ö.  Ligowski. 


2. 

Eine  merkwlirdigre  Eis-enschaft  des  Integrals  der  Crleicliuug: 

^-+Vy»-coB2i» 
Ich  halie  bewiesen,  dass  alle  Werte,  welche  die  Function  y  fttr 

«'"'4»         T*  *M 

annimmt,  algebraisch  auf  einander  zurückgeführt  werden  können; 
welches  auch  immer  die  in  y  ointrctende  Constantc  sein  mag.  Um 
diese  liclationen  allgemein  darzustellen,  sei  A  der  Wert,  welchen  y 
n 

flDr    =  4  annimmt;  y  ^fis^t  a)>  so  ist  stets: 

^/(2n+l)Ä    \       ^   I  e2~+cosn».«  «  \ 

^V~r~'     ^  •  \  2  ) 

  /  — tt;T\ 

+  |/§+^'-\^  ^"2  P 

Ich  habe  femer  bewiesen,  dass  wenn  /(O,  a)  =  1  ist, 


— *»» 


/(— 4—'  '"j--     279   ""^  G>-l) 

Mir  ist  bis  jetzt  kein  Fall  bekannt,  dass  man  bei  Differential- 
gleichungen ohne  vorherige  Trennung  der  Variabcln  für  besondere 
Werte  der  Argumente  algebraisclio  Beziehungen  zwischen  den  ent- 
sprechenden Functionen  aufgefunden  oder  letztere  in  geschlossener 
Form  dargestellt  hat. 

Ben  Beweis  werde  ich  an  anderer  Stelle  mitteilen. 

Kiel,  den  4.  Februar  1878.  M eis  sei. 
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3. 

Neue  Herleitang  der  KreisteMgeateBgieieliiuiff« 

Sind 

(«-«)*+(y-/S)«-P«=--£==0 
die  Gleichuugen  zweier  Kreise,  so  ist 

die  Gloichuii|j;  der  Radicalaxc  beider  Kreise.  Für  y  =^  0  roduoirt 
Sil  Ii  der  Kreis  £  auf  eiueu  Punkt.  Die  Gleichuug  der  Uadicalaxe 
wird  dann: 

•    2«(a  —  a)  4-  2^(6  —  /3)  +  «2  -|-  /32 — a2  —    + r*  —  0 
Liegt  nun  S  auf  dem  Kreise  5,  so  ist 

Die  Badicalaxe  zwischen  8  und  dem  Nnllkreise  2  hat  also  die  Glei- 
chmig: 

Da  diese  Gerade  dorch  die  Sehnittpunlite  von  8  nnd  S  geht,  dieäo 
aber  dnander  unendlich  nahe  liegen;  so  geht  sie  in  die  Tangente 
des  Kreises  8  im  Punkte  S  desselben  Uber.  —  Liegt  der  Punkt  S 

nicht  auf  5,  so  erhalten  wir  als  Radicalaze  eine  Gerade  ®,  deren 
jeder  Punkt  P  die  Eigenschaft  hat,  dass  die  Tangente  von  P  an  S 
ebenso  lang  ist  als  P£.  Bewogt  sich  £  auf  einer  Geraden,  so  hUUt 
.®  einen  Kegelschnitt  ein. 

Wien,  Januar  1880.  Emil  Hain. 
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YU.  • 

lieber  die  Anziehung  von  Massenpunkten 
insbesondere  mit  Bücksicht  auf  die  Lotstöruiigen. 

Von 

Herrn  Dr.  Winterberg 

in  Rom. 


In  Nr.  2167  der  „Astronomisclien  Nachriditen"  wurde  der  Eiu- 
fluss  eines  nicht  im  Erdccutruiii,  hoiideru  auderswu  im  Innern  der 
Erde  befindliche  Massenpunkts  uod  der  durch  ihn  vcraulassteu  Aa- 
ziehung,  anf  die  Gestalt  der  Niveanfläche  n&tersacht,  unter  der  An- 
nahme, dass  seine  Dichtigkeit  die  mittlere  Erddichte  übertrifft  Jene 
Untersuchung  hatte  wesentlich  den  Zweck,  zu  zeigen,  wie  sich  unter 
Umständen  gewisse  Erscheinungen  der  Localattraction  als  Folge  der 
Anziehung  eines  solchen  Massenpunkts  erkl&ren  lassen,  und  wie  man 
demnach  auch  im  Stande  ist,  aus  den  Beobachtungen  Letge  und  Masse 
eines  solchen  Ablcnkungs-Ccntrunis  zu  bestimmen.  Es  wurde  dabei,  wie 
es  für  den  genannten  Zweck  ausreichend  war,  die  Anziehung  der  homo- 
gen gedachten  Erde  als  coustant  betrachtet,  oder,  was  dasselbe  sagt,  ihr 
Centrum  als  unondlich  fern  angesehoii ,  so  dass  die  Schwere  der  y- 
Axe  parallel  wirkte.  Die  auf  jene  1^'nigc  bezüglichen  Untersuchungen 
führen  indessen  noch  zu  andern  Ki  gebnissen,  die  nicht  ohne  Interesse 
sind.  Ausser  den  damals  besprochenen  NiveauHächen  reiirüsentirt 
nämlich  die  dort  zu  Grunde  ^^^'lej^te  GleielumLC  nocli  eine  zweite  Gat- 
tung, die  im  Gegensatz  zu  jenen  geschlossene  sind.  Aui'  diese  Fälle 
soll  hier  zunächst  nochmals  etwas  genauer  eingegangen  werden,  als 
es  damals  gesdiehen,  und  namentlich  der  Zusammenbang  untersucht 
werden,  in  welchem  diese  verschiedenen  Arten  von  Flächen,  die  sich 
je  nach  der  Wahl  der  Constanten  ergeben,  unter  einander  stehen. 
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Es  siud  ferner  alle  jene  Fälle  in  sofern  einer  Verallgemeinerung 
fähig,  als  statt  des  uueudlicli  fernen  Coiitrunis  ein  in  beliebiger  Ent- 
fernung befindliches,  oder  statt  der  Kugel  von  uncndlicli  grossem  Ra- 
dios eine  solche  von  beliebiger  Grösse  zu  Grunde  gelegt  werden  kann, 
und  da  sich  gewisse  Probleme  der  Attraction  nur  unter  dieser  An- 
nahme erledigen  lassen,  so  sollen  auch  diese  Fälle  hier  näher  unter- 
sucht werden. 

An  einem  praktischen  Beispiele  wird  schliesslich  gezeigt,  wie  man 
durch  Annahme  solcher  Ablcnkungs-Centra  den  Einfluss  der  allge- 
meinen Lotstörung  bezüglich  der  Punkte  eines  Meridians  der  Erdkugel 
in  ähnlicher  Art  bestimmen  kann,  wie  solches  hinsichtlich  der  Punkte 
des  Acquators  durch  Herrn  Bruns  (Gestalt  der  Erde)  dargelegt  worden. 


§  1. 

Geht  man  von  zwei  Massenpunkten  70j,  aus,  die  im  Abstände 
a  von  cinanUt  r  liegen,  bezeichnen  r^,  die  Abstünde  von  einem  be- 
liebigen Punkte  i',  so  wird  die  Gleichung  der,  durch  ihn  gelegten 
Niveaufläche  dargestellt  durch: 

1)  ^+?^^-con8t. 

* 

WiUllt  man  die  YerbindiingBlime         zur  o^-Axe,  so  ergibt  sich  ffir 

0  als  CoordinnteniirBpraiig,  wenn 

ferner  9,  9  die  bezOs^chen  Polar-Coordinaten  sind: 

-  =  -(1  CO89-I — 1) 

Fflr  solche  Punkte  der  Is'iveaufläche,  deren  Abstand  q  sowohl  grösser 
als  »  wie  a — «  ist,  folgt  hieraus  durch  Reihenentwickeluug: 

1  1  /       X  x!^  a;3  \ 

-  «  -    +  pCos qp  —     (1  — ScosV)  —         <jp(3  — 5ep8V)  •  . ') 


C08y—-Q^    (1 — Soos^v) 


+  ^^0^  C08flp(l  — 5C08  V)  . .  •) 
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WUhlt  man  den  gemeinsanien  SchwerpBnkt  yon  m|,  nun  Goor- 
dinatentirsprang,  so  ist: 

miX-\^m^{a  —  x)  =  ü 

daher  ergibt  sieb,  wenn  die  vorstebenden  Entwickelangen  in  1)  ein- 
gesetzt weiden,  anter  dieser  YoraassetKong; 

»ij  7/4       (m^  —  mj)  cosy  (3  —  5cosV) 

Hieraus  orsiclit  mau,  dass  mit  Vernachlässigung  der  Glieder  höherer 
Ordnung  in  erster  Annäherung  slets 

-^-J — ?  =  const 
9 

ist,  (1.  b.  die  Wirkuiii,^  licidcr  Massen  kann  durch  eiuc  ihrer  Summe 
gleichen  im  Scliwöipunkt  ersetzt  werden.  Andrerseits  zeigt  sich,  dass^ 
wenn  beide  iMu^sen  wenig  verschieden,  der  Fehler  der  durch  Ab- 
brechen bei  einem  Glicdc  uugrader  Ordnung  entsteht,  im  Allgemeinen 
geringer  ist  als  der  im  entgegengesetzten  Falle,  da  die  letzteren 
Glieder  ihre  Differenz  als  Factor  enthalten,  die  ersteren  dagegen  die 
Samma 

Jenes  Gesetz  bezüglich  der  Vereinigung  der  Massen  im  Schwer- 
punkte, welches  bekanntlich  für  <Ue  Punkte  ausserhalb  einer  beliebig 
gestalteten  Masse  gilt,  lässt  sich  nach  den  Principien  der  Zusammen- 
setzung von  Kräften  auf  beliebig  viele  Punkte  ausdehuGu. 

Für  drei  nicht  in  grader  Linie  liegende  Punkte  7«,,  77%  findet 
man  als  Gleichung  der  liiveaufläche  den  früheren  Bezeichnangen  analog: 

-i^!L^^??^«con8t  • 
»■1  ' 

Sind  >n^<\  m.j(K  m.jj  die  Abstünde  der  Ecken  des,  durch  sie  gebildeten 
Dreiecks  vom  Coordiuateuurspruug,  und  bezeichnet  resp. 

4^  —  Wk].  mioP, 

wo  r  eiu  Punkt  der  Niveaufläche, 

0»  «  Wkl.  1^0114 

so  erhält  man  durch  Reihenentwickelung  der  bczügliclien  Ausdrücke 
von  r,,  rg,      nach  Potenzen  von  q  unter  der  Annahme,  dass  q  stets 

S» 
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grösser  als  die  drei  Abstände  niio,  9140,  m^,  die  Gleichung  der  Ni- 
Yeaniläcbe: 

w,  +  «iv  +  m* 
9 

T  T 

Verlegt  man  den  Coordiiiatenurspruug  so,  dass  das  zweite  Glied  rechts 
verschwindet,  so  folgen  daraus,  da  ^  beliebig  ist,  die  zwei  Bedin- 
guugsgleichuug,eu: 

miP-^m^  cos  o  "^m^  cos    >—  0 
mfftfan  n — m^sia  «0' «  0 

welche  zeigen,  dass  der  Coordinateuaufaug  im  Durchschnitt  der  3 
"Winkolhalbireuden  des  Dreiecks  in^m.2iii.^  liegt.  Denn  bezeichnen  Q, 
/f,  S  die  Punkte,  wo  diese  die  Gegenseiten  des  Dreiecks  treffen,  so 
ergibt  sich  aus  der  zweiten  Gleichung  leicht  die  Kolatiou: 

Dieselbe  Belation  güt  aber  andrerseits  auch  für  den  gemeinsamen 
Schwerpunkt  der  3  Hassenpnnkto,  wenn  man  unter  Q,  17,  8  die  resp. 
Schwerpunkte  Ton  mim^  «huis,  m^m^  versteht  Daraus  folgt  die  Bich- 
tigkeit  des  Satzes  für  3  Punkte.  Man  sieht  wie  sich  derselbe  ohne 
Scbwierif^eit  wäter  ausdehnen  Iftsst 

Die  übrigen  Reiheucutwickelungen  gelten  nicht  mehr,  wenn  der 
Abstand  a  beider  Ceutra  im  Vergleich  zum  Eadiusvcctor  gross  ist. 
Ein  solcher  Fall  wQrde  Yorlicgeu,  wenn  es  sich  um  den  Einfluss  eines 
Vasseopunkts  innerhalb  oder  ausserhalb  der  Erdoberfläche  haudelt, 
wie  solches  frflher  untersucht  Er  würde  femer  vorliegen,  wenn  z.6.  der 
Einfluss  der  Sonnen-Attraction  auf  die  Gestalt  der  Niveauflftche  der  Erde 
untersucht  werden  sollte,  abgesehen  von  der  durch  die  Bewegung 
hervorgebrachten  Veränderung. . 'Denn  in  diesen  FäUen  kann  a  als 
unendlich  gross  gegen  q  betrachtet  werden. 

Verlegt  man  im  Falle,  wo  a  >•  den  Coordinatenurspruug  in  das 
Centrum  der  kleineren  Masse  —  im  letztgenannten  also  in  den  Erd- 
mittelpunkt —  so.  ergibt  sich  mit  Beibehaltung  der  fijlheren  Be- 
zeichnungen die  Gleichung  der  Niveaufläche: 

*«^+"5l-.const 

wo: 

r,*=  ^>-|-a*— 2a^C0S9 
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Entwickelt  man  ^  nach  absteigenden  Potenzen  von  a,  so  folgt  in 
enter  AnnAhemiig: 

woraus  man  sofort  erkennt,  dass  diese  Oleichnng  sich  auf  die  Form 
der  frfiher  anlgestellten  bringen  lUsst.  Denn,  da  9  cos  99  —  «,  so  er- 
gibt flieh  mit  Yertanschung  der  «-  nnd  y-Aze: 

3) 

Hierdurch  ist  allgemein  nachgewioscD,  dass  man  in  erster  Annäherung 
die  Anziehung  eines  der  beiden  Massenpunkte  stets  als  constaut  be- 
trachten kann,  so  lange  es  sieh  um  Punkte  in  der  Nähe  des  einen 
oder  des  andern  von  beiden  handelt. 

Es  ist  also  nicht  sowohl  der  Massennnterschied,  als  vielmehr  der 
Abstand  beider  Punkte  fBr  die  Probleme  der  angegebenen  Art  von 
Bedentong. 

Dem  Vorherigen  gemäss  kann  in  den  Problemen  der  Local-  wie 
aneh  der  ailgemdnea  LotstOmng  die  ablenkende  Masse'  m  sowohl 
positiv  wie  negativ  gedacht  werden,  jenachdem  ihre  Dichtigkeit  die 
.mittlere  Erddichte  flbertriflt,  oder  geringer  ist  Es  verhftlt  sich  im 
letssteren  Falle  das  Ablenknngs-Gentmm  gleichsam  r^ulsiv,  weil  aUe 
umgebenden  Massenteile  aaf  die  Punkte  der  Niveauflftche  eine  stär^ 
kere  Attraction  ausüben  als  jenes. 

Die  Is'iveauflächcn  werden  ferner  im  Allgcmemcu  verschieden  sein, 
jenachdem  sie  beide  Centra,  oder  nur  eins  umgeben. 

In  dem  früher  behandelten  Probleme  wurde  die  Gestalt  der  Ni- 
veaufläche wesentlich  durch  die  Gleichung: 

0«  —  eonst. 

d.  h.  durch  eine  Reihe  unbegrenzter  Ebenen  seukreolit  zur  y-Axe  dar- 
gestellt, während  der,  in  Folge  der  Attraction  des  Punkts  m  hinzu- 

tretende  Teil  -  die  Abweichung  von  jener  Gestalt  eigibt. 

T 

Soll  hingegen  der  Einfluss  der  Sonnenattraction  auf  die  kugel- 
förmig gedachte  Meeresflftche  ermittelt  werden,  so  stellt  die  Gleichung 

—  -o  const 

T 
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d.  h.  eine  Reihe  concentrischcr  Kugclu  wesentlich  die,  die  Erde  um- 
gebenden Niveauflächen  dar,  während  die,  durch  den  unendlich  fernen 
Sonnenkörper  erzeugte  Abweichung  vou  dieser  Form  durch  das  Glied 
gy  ausgedrückt  wird. 

üm  daher  ans  der  Gleidmng  3)  80w<^  die,  dem  einem  wie  dem 
andern  Probleme  entsprechenden  Niveanflftchen  ableiten  zn  können, 
mflssen  die,  jedem  einzdnen  zukommenden  spedellen  Bedingungen 
gegeben  sein,  die  fttr  das  erste  darin  bestehen,  dass  zn  jedem  x 

zwischen  0  und  »  zwei  reale  Werte  y  existiren,  woyon  dör  eine  dem 

Problem  genügt.  Für  den  zweiten  Fall  hingegen  dürfen  nur  bis  zu 
einem  bestimmten  Grenzwerte  von  x  die,  dem  Probleme  entsprechen- 
den Werte  von  ^  existiren,  da  die  Curve  eine  geschlossene. 

Aus  der  Gleichung  3)  efgibt  sich  die  rationale  Form: 

wo,  wie  früher  angegeben,  die  Bedeutung  der  Oonstanten  für  das 
enite  Problem  hervorgeht  ans 

wenn  yo  Werte  «soo,  sn  die  « -»0  entsprechende  Ordinate 

beseichnet. 

Transformirt  man  4)  anf  Polar-Goordinaten,  so  folgt: 
6)  r'flin^ — er — *  —  0 

welche  zeigt,  dass  zu  jedem  cp  zwei  reale  Werte  Ton  r  gehören,  von 
denen  der  mit  dem  positiven  Wurzelzeichen  dem  Probleme  entspricht, 
da  alle  grösser  als  sein  müssen.  Man  erhält  daher,  von  einem 
bestimmten  Werte  von  g>,  z.  B.  von  cp  =  90*^,  welchem  der  Wert 
r^yi  entspricht,  beginnend,  durch  successive  Aenderung  dieses 
Winkete  eine  stetige  Folge  von  r,  die  in' ihrem  Zusammenhange  ifie 
Cimre  ergeben.  • 

Ihre  Constructiou  ist  jedoch  wie  früher  augegeben,  einfacher  aus 
der  Form 

abzuleiten,  wonach  zu  jedem  9  >-  yo  bestimmtes  r  sich  als  dritte 
Proportionale  zwischen  y  —  yo  und  ergibt,  welche  letztere  Grösse 
sich  geometrisch  darstellen  lässt,  zufolge  der  durch  die  Relation 

& ~  aosgedrftckten  Bedeutung. 
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Im  Falle  m  abstosaeiid  wirli^;  wie  bei  HdUimiseii  im  Iimeni  der 
Erde,  ist  die  Gmre  nach  unten  *  statt  nach  oben  convez,  wie  sich 
schon  durch  mechanische  Betrachtimg  ergibt,  da  die  Besnltante  der 
Anziehung  stets  senkrecht  zur  Nivcauflächc  stehen  mnss.  Daher  hat 
man  in  diesem  Falle  znr  Goastraetien  die  Form  zu  Grunde  zu  legen: 

WO  die  Werte  von  y  kleiner  als  e  zn  nehmen,  wfthrend  das  Minimum 
Ton  tf  sich  ausdrückt  durch 


tf 


wo  das  positive  Wurzelzeichen  genommen,  weil  für  t  =  0  y  =  c 
resultiren  muss.  Soll  in  diesem  Falle  die  ganze  Curve  real  sein,  so 
mnss  die  Bedingung 


erfüllt  sein. 


Für  die  zwdte  Art  von  Flächen  hat  man  die  Bedingung  anszn- 
drflcken,  dass  sie  geschlossen  sein  sollen.  Bezeichnet  man  demgemftss 
die  Azenabscihnitte  der  y-Aze  resp.  durch  9^,  rg,  den  der  0-Aze  mit 
r„  so  eigibt  sich,  wenn  man  der  besseni  Uebereinstimmiing  des  Fol- 
genden wegen  die  Gonstante  c  negativ  also  statt  5)  die  Form 

5a)  r^m\ip-\-cr  —  k  —  0 

Wählt,  für  die  Werte  ^  «  0<>,  90(>,  2700; 


6)  r,»H-or,— *  =  0 

woraus  für  A,  c  die  Werte  folgen: 


7) 


mit  der  Bedingung: 


wo,  wie  man  sieht,     ^  Mittelwert  von        ist^  so  dass  man  hat: 
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Umgekehrt  lassen  sich  aus  diesen  Relationen  die  Axeuabschnittc  r^^ 
eindeutig  bestimmen.    Denn  der  Bedingung  7\.  können,  da 

beide  uur  positive  Werte  haben,  nur  die  Ausdrücke  eutsprecheu: 

*  2 

Die  Forderung     >>     wird  erfüllt,  solange     ^  ik  ist,  welches 
zugleich  die  Realitätabedingniig  der  Gurve  ist. 

Unter  dieser  Bedingung  finden  sich  znfolge  5a)  ftvcK  für  diesen 
Fall  za  jedem  Werte  Ton  <p  zwischen  0^  und  360^  je  zwei  reale  Werte 
Yon  r,  wovon  einer  dem  Problem  gentigt  Denn  geht  man  anch  hier  * 
von  einem  bestimmten  An&ngswerte  von  %  z.  B.  von  ^  0,  wel- 
chem der  Wert  entspricht,  ans,  und  Iftsst  ip  snccessive  wadisen, 
so  ergibt  sich  dadurch  eine  stetige  Folge  von  r  <^ri  die  successivo 
bis  zum  Werte  abnehmen;  deren  Zusammenhang  somit  diesen  Teil 
der  Gurve  darstellt. 

Für  die  Constmction  ist  wiedemm  die  Form  bequemer:  . 

8)  (cH-y)»*  =  ^* 

worin  fär  y  alle  positiven  Werte  zwischen  0  und  r«,  resp.  alle  nega- 
tiven zwischen  0  und  zu  nehmen  sind,  um  den  obern,  resp.  nntern 
Flftchenteil,  in  derselben  Art  wie  für  das  erste  Problem  angogeben, 

zu  construiren,  vorausgesetzt,  dass  man  nach  C)  die  Axenabschnitte 
bestimmt,  und  VA;  als  geometrische  Grösse  dargestellt  hat. 

Die  Figur  1.,  welche  die  Constmction  verdeutlichen  soll,  bedarf 
hiemach  wohl  keiner  weitem  Erläuterang. 

Es  kann  nun  noch  ein  dritter  Fall  eintroton,  der  gewissermassen 
den  Uebergang  der  beiden  vorigen  bildt  t ,  wenn  nämlich  m  oberhalb 
des  allgemeinen  Niveaus  der  ErJobertlilcho  liegt,  wie  z.  B.  der  Fall, 
wenn  mau  die  Attraction  eines  Gebirges  durch  eine  ihm  gleiche  im 
Schwerpunkt  vereinigte  Masse  ersetzt  denkt.  Hierbei  werde  zunächst 
vorausgesetzt,  dass  die  Niveauliäche  beide  Centra,  das  oo  ferne  Erd- 
ceutram,  wie  den  Punkt  m  umgebe.  Alsdann  hat  man,  wenn  wie  bis- 
her in  m  der  Coordinaten-Ürsprang  und  die  Axen  wie  vorher  gewählt 
werden,  im  G^ensatz  zum  ersten  Probleme  die  Bedingung,  dass  jetzt 
sowohl  positive  wie  negative  Werte  von  y  zulässig  sind.  Es  whrd 
demnach  (s.  Fig.  2.)  der  obere  Teil  der  Curve  ganz  ebenso  constra-- 
irt,  wie  für  die  geschlossene  Fläche  angegeben,  so  dass  sich  die  Axenr 
abschnitte  der     und  y-Axe  ergeben  aus 
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woraus  wiederum  folgt: 


k  = 


Da  c  im  oberen  wie  im  unteren  Teile  denselben  Wert  hat,  so  sieht 
man  wie  letzterer  zu  coiistruiren,  indem  die  Länge  m«  die  der  Ab- 
srisse X  =  oc  entspricht  gleich  dem  vorstehend  durch  Tj,  ausge- 
drückten Werte  von  e  zu  nehmen,  uud  im  Uebrigen  wie  beim  ersten 
Probleme  zu  verfahren  ist. 

Um  zu  erkenifen,  in  welcben  Zusammenhaiige  die  verschiedenen 
Arten  von  Flftchen  stehen,  ist  eine  Untennchnng  ihrer  Singnlaritftten 
erforderlich. 

Zunächst  erhUt  man  das  Mairiwnm  oder  Mnimom  der  Ordinaten 
zufolge: 

dx  ~  ~^*iy±r* 

wo  das  positive  oder  negative  Vorzeichen  dem  jedesmaligen  Probleme 
entsprechend  zu  wählen.  Die  fraglichen  Werte  ergeben  sich  daher 
fär  «     0  resp.  t»  —  cd,  wo  dies  znlässig. 

Untersncht  man  fSemer  die  Stellen,  .wo  ^  ein  Maximnm  wird, 

oder  wo  die  Ciirve  den  Sinn  ihrer  Krümmung  ändert,  so  ergeben 
.   sich  aus  der  Bedingung: 

'  die  in  der  vor.  Abh.  dem  ersten  Probleme  entsprechend,  abgeleiteten 
Relationen: 

Dass  ein  solches  Maximnm  von       existirte,  zeigte  der  Charakter 

iler  dem  Problem  entsprechenden  Curve.    Denn  da  dieselbe  von  0 
.bis  oo  stetig  verläuft,  im  Punkte  x  =  0   und  «»od  den  Wert 
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=sO  besitzt,  80  mnsste  auf  der  Strecke  von  0  ...  od  offenbar  eine 

Stelle  der  verlangten  Art  liegen.  In  der  Tat  zeigt  sich  auch  alge- 
braisch, dass  die  Gleichung,  9)  innerhalb  des  Intervalls  y  =  c...y  =  y^ 
stets  eine  reale  Wurzel  besitzt 

"Denn  bezeichnet  man  die  linke  Seite  von  9)  mit  V  und  bildet 
daraus  die  vier  ersten  Ableitungen  nach  so  findet  man  daraus  die 
Keibe  der  Vorzeichen: 

1)  füryss«:  —   ±0  +  +  + 

2)  „  yyi:  +   +   4-  +  4- 

woraus,  dem  Sturm'schon  Satze  zufnlrM-,  da  2)  einen  Zeichenwcchscl 
weniger  als  1)  ergibt,  hervorgeht,  dass  eine  reale  Wurzel  in  diesem 
Intervall  sich  befindet 

Bei  den  Flächen  der  zweiten  iLrt  existirt  dagegen  ein  solches 
Maximmn  nicht  Denn  transformirt  man  9),  welche  sich  dem  Vor- 
herigen entsprechend,  auf  den  unteren  Teil  bezieht,  auf  Polar-Coor- 
dinatOn  und  eliminirt  dann  cp  mittelst  der  diesem  Fläcbonteil  ent' 
sprechenden  Gleichung,  so  folgt  die  EelaUou: 

10)  2»^.3r««»-|-8r.eir— 6*»  — 0 

Bildet  man  wie  vorher  die  Sturm'sclic  Reilio  aus  den  1  ersten  Ab- 
leitungen der  linken  Seite  von  10)  nach  r,  so  findet  sich  die  Keihe 
der  Vorzeichen: 

1)  för  r^r,:  —  -f  —  +  + 

2)  w  r-r,:   —  +   h  -f. 

also  es  gibt,  da  die  2Uthl  der  Zeichenwcchsel  dieselbe,  im  Intervall 
. . .     keine  reale  Wurzel  von  10). 

Ganz  analog  leitet  man  dasselbe  Resultat  für  das  Intervall  ... 
bezüglich  des  oberen  Teils  ab,  wofür  dieselbe  Gleichung  10)  gilt,  so 
dass  also  bei  dieser  Art  von  Flächen  die  Krümmung  stets  convex 
nach  Aussen  bleibt. 

Bei  den,  den  Uebergang  bildenden  Curven  können  dementspre- 
chend solche  Stellen  nur  in  dem  Intervalle  von  0  bis  c  liegen.  In 
der  Tat  ergibt  sich  algebraisch  auf  dieselbe  Art  wie  vorher,  dass  die 
61.  9)  in  diesem  Intervalle  stets  reale  Wurzeln  besitzt 

Die  geschlossenen  Flächen  werden  dagegen  stets  Stellen  haben, 

wo: 
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Biese  Bedingang  ergibt,  dem  Anadracke  von  ^  znfolge,  die  Re- 
lation : 


11) 


wo  das  doppelte  Yorzeioben  dem  oberen,  resp.  unteren  Teile  der  Fliehe 
entspricht. 

Auch  hier  zeigt  sicli  algebraisch ,  das«  eine  reale  Wurzel  dieser 
Gleichung,  und  zwar  im  Intervalle  r,  ...r..,  d.  h.  also  dem  unteren 
Teile  der  Fläche  entsprechend,  stets  existirt.  Üenn  transformirt  man 
die  Gl.  11),  wo  das  untere  Zeicbeu  zu  uehmen,  mittelst  der  ent- 
sprechenden Flächcngleichung : 

er — k 


y  — 


SO  erhfilt  man: 


Setzt  man  hier  die  Grenzwerte  r, .. .  r^,  ein,  so  folgt,  wenn  wie  früher 
die  Unke  Seite  dieser  Gieichong  mit  A  bezeichnet  wird 

1)   flirr  =  ri   il  —  r,*  >  0 


2) 


zufolge  6),  woraus,  wenn  man  fttr  k  seinen  ebenda  berechneten  Wert 
setzt,  folgt: 

A  =  (rj -|-r,)  (ra  —  r^)  —  2r,r3  <  0 

worans  das  Behauptete  hervorgeht 

Auch  mechauisoh  ist  leiclit  einzusehen,  dass  die  fraglichen  Stellen 
nur  im  unteren  Teile  der  Curvo  liegen  können.  Denn  denkt  man 
sich  ober-  wie  unterhalb  vi  die  Ke.sultanten  der  Anziehung  coustruirt, 
so  werden  sie  die  ^-Axe  stets  unterhalb  des  Attractions-Ceutrums  m 
treffen,  folglich  auch  dann,  wenn  ihre  Richtung  parallel  zur  x  Axe. 

Die  Curven  der  ersten  Art  können  natorgemäss  nur  dann  solche 
du  ' 

Stellen  haben,  wo  ^  «  od  wird,  wenn  m  oberhalb  des  allgemeinen 

Niveaus  der  Erdoberfläche  liegt,  und  um  diesen  Punkt  sich  eine  schon 
teilweise  geschlosse  Fläche  gebildet  hat.  Denn  offenbar  können  solche 
Stelleu  nur  dann  vorkommen,  wenn  die  vorher  untersuchten  Maxima 

von  ^  den  Wert  od  entweder  erreicht,  oder  ihn  bereits  fiberschritten 

haben,  d.  h.  wenn  die  Tangenten  in  den  Infleiions'punkten,  statt  sich 
auf  der  positiven  Seite  der  y-Axe  zu  schneiden,  entweder  dieser 
parallel  geworden,  oder  sich  bereits  auf  der  negativen  Seite  der  y- 
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Axc  treffen.  Die  Curve,  welche  dem  ersten  Falle  entspricht,  ergibt 
sich  aus  der  allgemeinen  Gleichung,  wenn  man  die  Constauteu  c 
so  bestimmt,  dass  gleichzeitig  9)  und  12)  befriedigt  werden.  Die 
Bedingung,  dass  die  Besnltaate  dieser  CHMdrangen  Tersehwindet,  er- 
gibt alsdann  die  -Belation: 

27c»+16»ib*  -  16.43ifcV  -  0 

welche  an^Ost  zu  den  zwei  Relationen  führt: 

1)  c*=16)l* 

Die  erste  Bedingnnuf  kann,  wie  sich  im  Folgenden  zeigen  wird,  dem 
vorgelegten  Falle  nicht  entsprechen,  denn  es  wird  unter  dieser  Be- 
dingung nicht  nur  der  Nenner,  sondern  zugleich  der  Zähler  von 

^  ZU  Null,  die  Tangente  selber  also  irabestimmt,  oder  mehrdeutig. 
Daher  bleibt  blos  die  letzte  Beüiuguug,  oder: 

Während  also  (s.  Fig.  3.)  die  Curven,  bei  denen  c*  kleiner  als  dieser 
Wert  ist,  die  Form  1),  die,  wo  es  grösser,  die  Form  3)  haben,  be- 
zeichnet 2)  die  Curve  des  Uebergaugs,  wo  grade  den  vorstehenden 
Wert  besitzt. 

Es  handelt  sich  nun  noch  um  einen  ferneren  Grenzfall,  wo  näm- 
lich die  beiden  Inflexionspuukte  ^1,  A  zusammenfallen.  Dies  kann 
natürlich,  der  Symmetrie  wegen,  nur  in  der  ^-Axo  geschehen.  Aus 
der  ersten  der  Eelat  9)  folgt  f ür  a;  —  0 

woraus  wiederum  hervorgeht,  dass  nur,  wenn  m  obtrhalb  der  Erd- 
oberfläche liegt,  dieser  Fall  eintreten  kann,  da  entgegengesetzten  Falls 
alle  y  stets  grösser  als  c  sind.  Sollen  diese  Werte  von  x,  y  der 
Fläche  genügen,  so  mnss,  wie  sich  leicht  ans  Gl.  4)  ergibt,  die  Be- 
dingung stattfinden: 

Dieselbe  Bedingung  findet  sich  andererseits  auch,  wenn  mau  den  Fall 
untersucht,  unter  welchen  Umständen  die  Gl.  4j  einen  isolirten  Punkt 
darstellt  Denn  setzt  mau: 

dy  Ix  0 
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80  ergibt  Bich  »  «  0,  y  y  X>,  welches  ia  die  61.  4)  gesetzt,  za  der- 
selben Bedingung  fahrt  Daraus  folgt,  dass  der  fragliche  Punkt  kein 
isolirter,  sondern  dn  mehr&cher  sein  mnss.  In  der  Tat  findet  man, 

wenn  man  nach  bekannter  Methode  die  Werte  von  ^    in  diesem 

rar 

Puukto  ermittelt,  dass  sie  real  sind.  Bezeichnet  mau  dazu  die  linke 
Seite  von  4)  mit  F(xt/}  und  bildet  die  ersten  und  zweiten  Ableitungen 
dieses  Ausdrucks  nach  x  und  y,  so  muss,  wenn  zwei  Taugenten  im 
fraglichen  Punkte  stattfinden,  die  lielation  eriiillt  sein: 

8|f«  \dx)     äffdif  W     ö»*  ~  ^ 
wie  sich  anf  bekannte  Art  findet   Diese  geht  im  vorgelegten  Falle 
ftr  «     0,  y  —  I  über  in:  • 

woraus 

Der  fragliche  Punkt  (s.  fig.  4.)  ist  daher  ein  Doppelpunkt,  worin 
sich  die  beiden  Tangenten  unter  einem  Winkel  von  129<>48'38" 
schneiden. 

Es  bildet  somit  in  dem  gedachten  Falle  die  Curvc  eine  Schleife, 

der  obere  Teil  ist  geschlossen,  der  untere  erstreckt  sich  in*B  Unend- 

c 

liehe  ohne  Wendepunkte.  Beide  hängen  im  Paukte  «  —  0,  y  ~  g 

zusammen.  Wird  der  Abstand  e^^Ük  von  m  flherschritten,  so  reissen 
beide  Teile  aus  einander,  der  obere  bildet  fttr  sich  eine  geschlossene 
Flftche  der  zweiten  Art,  der  untere  eme  solche  der  ersten,  wo  wie- 
derum reale  Wendepunkte  existiren,  nur  ist  in  diesem  Falle,  dem 
ersten  Problem  entgegen,  fOr  die  Gonstruction  die  Form:  - 

{c'—y)r  «=  k 

ZU  w&hien,  weil  jetzt  alle  Ordinalen  kleiner  als  o  sein  mflssen. 

Hiemach  ergibt  sich  eine  Tollkommen  khire  Vorstellung  über  den 
Zusammenhang  der  verschiedenen  Arten  von  NiTeaufl&chen  resp.  deren 
Meridiancurven: 

1)  Liegt  der  Punkt  m  im  Innern  der  Erde,  so  umhüllt  die  Ni- 
veaufläche beide,  das  unendlich  ferne  Erdcentrum  wie  m  selber,  und 
erstreckt  sich  ins  Unendliche,  indem  an  zwei  bestimmten  Stellen  der 
Sinn  ihrer  Krümmung  sich  ändert.    Bewegt  /»  sich  aufwärts,  so 
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nähern  sich  jene  Stellen,  es  wachsen  die  Maxima  der  Tangenten^ 
wahrend  die  fläche  immer  noch  beide  Contra  umgibt,  und  sich  iu's 
Unendliche  erstreckt.  Entfernt  sich  m  soweit,  dass  =  3,08 wird, 
so  bilden  sie  mit  der  x-Axe  einen  Winkel  von  90'^,  und  es  beginnt 
sich  um  tn  eine  geschlossene  Flüche  zu  bilden.  Wenn  r'  =^  4//  ge- 
worden, so  schliesst  sie  sich  vollständig,  und  hangt  mit  dem  übrigen 
Flächenteile  nur  in  einem  Punkte  noch  zusammen.  Bei  noch  grösserer 
Eatfenvag  treDoea  gieh  beide  Tdle. 

Die  Garven,  die  entstehen,  wenn  m  als  abstossend  gedacht  wird, 
sind  Ton  denen,  wo  m  anzieht,  nicht  Terschieden.  Liegt  ein  solches 
abstossendes  Centrum  im  Innern  der  Erde,  so  wird  (s.  Fig.  5)  die 
erzeugte  Curve  1)  dieselbe  sein  wie  2),  die  von  im  Falle  der  An- 
ziehung erzeugte,  wo  m  sich  in  solcher  Distance  befindet,  dass  r^'^ik 
ist.  Denn  beide  gehen  aus  derselben  Gleichung  unter  denselben  Be- 
dingungen hervor.  Khenso  wird  die  Curve  2')  der  Anziehung,  wobei 
Wj'  im  Innern  der  Erde  liegt,  dieselbe  sein  wie,  1'),  welche  ein  über 
der  Erdoberhäche  gedachtes  abstusscudes  Ccutrum  erzeugen  würde. 

Was  die  Kraftlinien  betrifft,  so  ist  ilir  Charakter  bereits  in  der 
vor.  Abh.  als  algebraische  Curven  dargelegt  Es  ist  hierbei  ein  Ver- 
sehen zu  berichtigen,  insofern  dieselben  nicht  wie  dort  angegeben, 
ebenfalls  vom  4ten,  sondern  vom  6ten  Grade  sind.  Die  zu  Gmndo 
gelegte  Differentialgleichnng  lautet  nftmlich  nach  Substitution  von 

Qt  X   

welche  durch  Integration  ergibt: 

wonach  sich  die  weitem  Resultate,  wenn  auch  nur  unwesentiich, 
modificiren. 

Hinsichtlich  der  praktischen  Anwendnngen,  wo  es  sich  um  Er- 
mittelung der  Constanten  r  aus  Betrachtungen  handelt,  würde  dem 
bereits  in  der  crsteu  Abhandlung  Gesagten  noch  Folgendes  hinzuzu- 
fügeu  sein. 

Offenbar  kann  man,  von  einer  bestimmten  NiveauflAcbe  resp. 
deren  Meiidian-Cnrve  ausgehend,  deren  höchsten  Punkt  Q  man  als 
gegeben  ansehen  darf,  durch  praktisdie  Beobachtungen  eine  Reihe 
von  Punkten  Q',  Q"...  der  Curve  dadurch  bestimmen,  dass  man 
deren  Absdssen  s,  von  Q  ans  wie  vorher  im  horizontiden  Sinne  ge- 
zfthlt,  sowie  die  in  ihnen  stattfindenden  Lotablenknngen  feststellt 
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Bezeichnet  man  die  den  resp.  Paukten  Q  entsprechenden  Ele- 
mente mit  .d:r^  /jy,  tg  £  SO  folgt',  dass  man  durch  Beobachtiing  fol- 
gende Bestimmungen  für  die  Werte  eines  Coordinatenpaares  erhält: 


X  =  Z^x 


Durch  zwei  so  gefundene  CoordiuatGiipaare  zweier  Punkte  Q\  Q"  der 
Cnrve  bestimmt  man  sodann  die  Constanten  /.-,  c  mitlolst  der  ihr  ent- 
sprechenden Gleicliuug.  Dabei  ist  jedoch  zu  bemerken,  dass  sich 
die  vorigen  Gleichungen  auf  Punkt  m  als  Coordinatonur.sjirung  be- 
zogen, die  durch  Beobachtung  gefundenen  Coordinateu  aber  auf  Punkt 
Q,  Daher  hat  man,  um  sie  einsetzen  zu  k(^nnen,  zuvor  die  Flächen- 
gleichung  anf  letzteren  Punkt  zu  transformiren  *). 


Dieselbe  erhält  durch  die  Substitution 
die  Form: 


1)  Man  kann  der  Einfachheit  w^en  nnn  znerst  annehmen,  dass 
man  den  Grenzwert  y^-^'o  der  Ordinate,  d.  h.  ihren  Wert  ftlr  die 
Stelle  ermittelt  habe,  wo  die  Lotahlenkung  beginnt,  die  streng  ge- 
nommen im  Unendlichen  liegen  mttsste.  Bezeichnet  man  diesen  Wert 
mit  «2,  so  hat  man  nach  d^  Fraher^n: 

k  =  i/i—d 

folglich  geht  die  obige  Flächengleichung  über  in: 

Es  seien  nun  für  einen  zweiten  Punkt  die  Coor4inaten  a,  6  ge- 
funden, so  ergibt  sich  durch  Einsetzen  derselben: 

(rf-ft)«(a«4-(y,-ft)«)-yi«<l« 

worin  noch  y^  zu  bestimmen. 

*)  In  der  erwähnten  Abli.  wurde  der  Maximnlwcrt  der  Ordinate  y,  irr- 
tümlich anstatt  der  Grösse  t/i  —yn  als  dircct  tuesbbar  angenotuiucn.  Unter 
Zagrundelegung  der  Iststeren  GrOue  modifidren  sich  daher  die  dort  gegebenen 
Relationen,  wie  aap  dem  Folgenden  eniehtlidi. 
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Vernachlässigt  man  in  der  Klammer  links  die  Grösse  b  gegen 
Ifij  was  ohne  erheblicheu  Fehler  geschehen  darf,  so  ergibt  sich: 

a(d—b) 

folglich:  ■ 

ad(d—h) 


2)  Wenn  statt  d  die  Coordinaten  eines  beliebigen  andern  Punkts 
bestimmt  wären,  so  hätte  man  fttr  diesen  Fall  die  zwd  Relationen: 

WO  a\  h*  .die  Coordinaten  des  zweiten  Punkts  bezeichnen. 

Unter  Voraussetzung  derselben  Approximation  wie  vorher,  ergibt 
sich  daraus: 

a{d—h)    ^  a*(d—b') 

woraus  d  zu  bestimmen. 

^(^hreibt  man  diese  Gleichung  nach  Beseitigung  der  Wurzeln  in 
der  Form: 

a%'(rf— —  a**bd(d'-b')^a*b'd{d-  b)* 

80  kann  angenähert  die  linke  Seite  voruachlässigt  werden,  weil  sie 
die  kleinen  Grüsscu  d — d~  h'  in  dritter  Ordnung  enthalt,  die 
rechte  nur  in  zweiter.   Daraus  folgt  der  genäherte  Wert  von  d 

^  _  Vl^' (aVb  -  a'Vb^l 
aVb'—a'Vb 

Femer  ergibt  sich  unter  dieser  Voraussetzung: 


Vi 


ibd  idb*         {aib'  —  a'ih)  Vrf 


Wenn  man  nun  6,  b'  so  wenig  verschieden  nimmt,  dass  man  den 
Factor  von  "iW  im  Ausdrucke  fttr  d  gleich  Eins  setzen,  d.  h. 
fr     6'  *-  Vft^  nehmen  dar^  so  ergibt  sich: 

d  ^ibb' 

_  aa'ib  —  b') 

folglich: 
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a — a' 


welches  letzte  Resultat  sich  auch  direct  ergibt,  wenn  man  in  der 
Gleichung  der  Corve  die  Grösse  gegen  a'  vernachlässigt 

3)  Hat  man  statt  der  beiden  Coordinaten  ar,  y  nur  die  Abscisse 
X  und  den  im  resp.  Punkte  stattfindenden  Lotablenkungswinkol  e  be- 
stimmt, so  ergeben  sich  aus  zwei  solchen  Daten  ebenfalls  die  Gon- 
stanten.  In  diesem  Falle  hat  uiau,  da  die  Abscisse  bei  dem  nach  Q 
verscliol)oiion  Coordinatoiisystem  unverändert  geblieben,  die  nrsprUng- 
liehe  CurvcDgleichang  beizubehalten. 

Bezeichnen  c  die  für  den  ersten  Punkt  bestimmten  Grössen, 
so  bat  man  dem  Vorherigen  zufolge: 

ha 

tgf  =   7=   ♦ 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  folgt  durch  Elimination  von  ki 

Dor  liicraus  folgende  Wert  von  //^  in  die  ersto  eingesetzt,  liefert  als- 
dann eine  zweite  nach  x  quadratische  Gleichung: 

— a(«tg»«(a«— 2«»)— 2o«tg«— o«*) — 4ft*tg*e 

die  sich  nngenilbcrt,  mit  Vernachlässigung  kleiner  Grössen  3ter  Ord- 
nung schreiben  lässt: 

woraus:   

a 

Diesen  Wert  in  die  Curveuglcichung  eingesetzt,  erhält  man: 

*  («*-f4jb»)lg»e 

Durch  noclimaligos  Einsetzen  dios(U'  Werte  von  y,  in  die 
Curvengli'ichuug  ergibt  sich  nacli  Fortscbaffuug  der  Wurzeigrössen: 

lg»f[a*ife»— lg*  «(«♦-!- 4Är*)(a<(l-f  tg««)—«*<?*H- 4**  tg*0? 
Teil  LXV.  S 
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woraus  sich  mit  Yeruacblässiguug  kleiner  Grössen  4ter  Ordnung  findet: 

Bezoichiieu  ferner  a\  b'  die  beobachteten  Grössen  für  den  zweiten 
Punkt,  so  hat  man  analog: 

Beide  Relationen  liefern: 

^(aHg'e— a 
o* — a* 

Waren  speciell  die  beiden  Stellen  so  gewählt,  dass  die  T^otabieukungen 
einander  gleich,  so  ergibt  sich  von  letzteren  unabhäugig: 

aa' 


4)  Die  ^nfachste  Bestimmung  würde  die  sein,  wobei  nur  eine 
Beobachtung  erforderlich.  Eine  solche  Möglichkeit  ergibt  sich,  wenn 

man  die  Stelle  wählt,  wo  -,   sein  Maximum  erreicht.  In  diesem  Falle 

<ix 

müssen  wiederum  die  Coordinateu  auf  Q  als  Ursprung  übertragen 
werden.  Durch  die  Substitution  von  y  ^  — y',  h  ^  y^d  in  die 
Gleichungen  9)  erhält  man ,  wenn  zugleich  statt  ar,  y'  die  Bcobach- 
tungswerte  a,  b  gesetzt  werden: 

wo  |fi,  d  zu  bestimmen. 

Die  zw^te  Gldchnng  Iftsst  sich  schreiben: 

«yä — (y, — 6)  —  («i — *)  —  0 
Betrachtet  man  wieder  d — h  als  klein  gegen  a,  so  hat  man  genähert: 

Durch  Einsetzen  in  die  erste  Gleichung  folgt: 

(d— 2ay2{*— <0+(*— «0*)  -  «««(aT^+ft)* 
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Vernachlässigt  man  wiederum  in  der  zweiten  Klammer  links  d — b 
gegen  a,  so  ergibt  sich  ans  der  entstehenden  Belation 

(«I— Ä)a>/6  —  rf(aV'2-f  i) 

der  genäherte  Wert: 

9 


d= 


aVicVs— 1)— Ä    ys— i 

aomit: 


c  «ayä-      =  ayi 

Wftre  statt  der  Ordinate  der  Winkel  b  tieobachtet,  so  hätte  man  jetzt 
zur  Bestimmung  der  (konstanten: 

2a«  -  (2y— c)« 

ka 


%4-y(a«+y«)» 
wozu  die  Gleichung  der  Curve: 

wdehe  d  Gleidinngen  zur  Bestimmaug  von  y,  c  dienra.  Die  zweite 
und  dritte  ergeben,  wie  vorher,  im  entsprechenden  Falle: 

tg€(2y*  — cy-f-«*)  =■  «(y— c) 
woraus  durch  Elimination  yon  y  mittelst  der  ersten  Relation: 

_oy2(i-y2tgt) 

i+yatge 

somit: 

ay2 

*"'i+y2tg«' 

folglich  nach  der  dritten  Relation: 

-      (i+y2i»o« . 

oder  fbr  kleine  s: 

A;.4a»y3tge 
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Die  obigen  Resultate  wurden  für  den  Fall  abgeleitet,  dass  m  im  In- 
nern der  Erde  liegt  und  anziehend  wirkt.  In  den  Fällen,  wo  er  ober- 
halb der  Erdobertiäche  sich  befindet,  oder  wo  er  statt  anzuziehen, 
repulsiv  wirkt,  niodificiren  sie  sich  natürlich.  Da  diese  F'iille  sich 
jedoch  ohne  Schwierigkeit  aus  dem  Vorherigen  ergeben,  so  soll  davon 
Abstand  geuonuneu  werden. 

Wenn  man  statt^  zweier  Beobachtungen  deren  eine  ganze  Reihe 
hat,  Bo  kann  man  nach  den  Principien  der  Wahrsi  heinlichkeitsrech- 
nung  die  wahrscheinlichsten  Werte  von  /•,  c  dadurch  berechnen,  dass 
man  die  beobachteten  Coordinatenwerte  in  die  Gleichung  der  Fläche 
einsetzt,  und  so  eine  Reihe  von  Relationen  lu.  ihrer  Bestimmung 
erhält. 

Hat  man  spedell  »ne  vom  Punkte  Q  ans  in  einer  Heridianeorre 
beobachtete  stetige  Folge  von  gleichen  Abständen  Jx  und  die  zuge- 
hörigen Ablenkungswinkel,  so  Icann  man  nach  dem  Taylor'schen  Satze 
daraus  diejenige  Curvc  bestimmen,  welche  diese  Werte  am  genausten 
darstellt.  Man  hat  somit  als  Gleichung  derselben: 

wo: 

lg«"-2tge'-i-tg€=^ 

so  dass  die  Coeföcionteu  der  vorstoheudeu  Reihe  bekannt  sind. 

Bidet  man  andrerseits  die  entsprechende  Beihe  aus  der  auf  Q 
bezogenen  Gleichung  der  Gunre: 

80  erhält  man: 

^     IfiUfi-^^)  ■  21  + ./)  4 1     •  •  • 

Bleibt  man  beim  zweiten  Oliede  stehen,  so  ergibt  der  Yergloieh  mit 
der  vorherigen  Beihe  die  zur  Bestimmung  der  Gonstanten  uti  ^  ®^ 
forderlichen  Belationen.  Bezeichnet  man: 

so  eigibt  sich: 
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woraus  hervorgeht,  dass  «,  ß  kleine  Grössen  im  Vergleich  zu  yj,  d 
sind.  Setzt  man  den  aus  der  ersten  Kelatiou  folgeudeu  Wert  von  d 
iu  die  zweite,  so  erhält  man: 

^1*  =  «(1  -  m)*  (3(1  -  «Va)«-  «Vi» 

oder,  vreuu  man  setzt: 

1  —  «yi 

3«  — »»(«*+ /S^l+a»)>) 

Vernachlässigt  man  rechts  az  gegen  die  Einheit,  was  zulässig,  da  a 
klein,  so  folgt: 

folglich: 


«-KS 


8« 


«»4-4/3 

somit  nach  der  ersten  Relation: 


«a-f-  4/5  3«> 


woraus: 


3«  y 


Wäre  statt  aus  zwei,  aus  einer  ganzen  Reihe  von  Relationen 
gebildet,  welche  sich  durch  die  IlinzTiTialimo  der  Glieder  höherer  Ord- 
nung in  den  beiden  Reihon  für  ,v  ergeben,  so  würden,  nachdem  die 
so  erhaltenen  wahrscheinlichsten  Werte  Ao,  '^o  •^^^^  zweite  jener 
Reihen  substituirt  und  zugleich  für  x,  y  die  beobachteten  Wcrtj^aarc 
eingeftihrt  worden,  die  so  erhalteneu  Relationen  Identitäten  ergehen» 
oder,  die  Reihe  auf  Null  gebracht,  müsste  identisch  verschwinden. 
Die  Abweichungen  davon  dienen  daher  als  Massstab  der  Beurteilung 
ob  «fie  g«naehte  Annahme,  die  Beobachtungen  durch  einen  Massen- 
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paukt  zu  erkläreo,  zulässig  oder  nicht.  —  Im  Vorhergehenden  wurde 
vorausgesetzt,  dass  die  Beobachtuugiu  im  Meridian  gemacht  seien, 
worin  das  Centrum  gelegen.  Entgegengesetzten  Falls  modifieiren  sich, 
dem  Fi  üheru  gemäss,  die  Resultate  uur  unwesentlich  und  kann  daher 
von  diesen  Fällen  hier  Abstand  genommen  werden. 

§  2. 

Die  im  yorigen  f  unter  YoiansBetzmig  eines  unendlich  grossen 
Abstandes  beider  Gentra  abgelöteten  Resultate  genügen  fttr  die  in 
Bede  stehenden  Probleme  vollkommen.  In  andern  praktischen  Fällen, 
wo  es  sich  nicht  um  den  Einfluss  der  Localattraction ,  soudcrn  der 
allgemeinen,  d.  h.  durch  die  ungleiche  Yerteilung  von  Land  und  Wasser 
auf  der  Erdoberfläche  erzeugten  Attraction  handelt,  oder  auch  bei 
der  ErmittcluTig  der  durch  die  Anziehung  des  Mondes  erzengten  Ver- 
änderiing  der  Niveaufläche  des  Meeres  —  wenn  von  der  Bewegung 
abgesehen  wird  —  kann  der  Abstand  a  nicht  als  unendlich  voraus- 
gesetzt werden.  Alsdann  bestände  der  nächste  Grad  von  Annäherung 
darin,  die  Erde  als  kugelförmig  zu  betrachteu,  welche  Annahme  im 
Folgenden  zu  Grunde  gelegt  werden  soll. 

Im  Wesentlichen  zeigt  sich  der  Charakter  der  auf  diese  Art  ent- 
stehenden Flächen  mit  dem  der  vorherigen  übereinstimmend,  und  nur 
in  sofern  verschieden,  als  jetzt  keine  oo  fernen  Elemente  mehr  vor- 
kommen. Es  entstehen  daher  in  diesem  Falle  zwei  wesentlich  ver- 
schiedene Gruppen,  jenachdem  die  Fläche  beide  Ccntra,  oder  nur  eins 
umgibt.  Auch  hier  genügt  es,  da  die  Flächen  Rotatioustiächen  sind, 
die  Meridian-Curven  zu  untersuchen. 

Man  betrachte  zuerst  den  Fall  der  Anziehung,  wo  beide  PanlEte 
im  Abstand  2a  von  einander  liegen,  und  wo  die  Fläche  beide  um- 
gibt, oder,  um  auf  das  Frühere  zurück  zukommen ,  sei  M  die  Masse 
der  Erde  im  Mittelpunkt,  m  die  eines  ablenkenden  Centroms  im  In- 
nern der  Erde.  Bezeichnet  man 

M  " 

so  kann  die  Gleichung  der  Niveaufläche  in  der  Form  geschrieben 
werden : 

wo  9,  r  die  bezüglichen  Abstände  eines  beliebigen  Punkts  der  FMdie 
von  M  resp.  m,  R  eine  beliebige  (konstante  bezeichnet.  Legt  man 
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den  Coor(iinatenursi)rung  in  M.  und  bezeichnet  cp  den  Winkel  des 
Radius vectors  q  mit  der  positiveu  ac-Axe  Mm,  so  hat  man  als  Glei- 
chuDg  der  Curve: 

2)  ?  +  _A_=^L 

wo  das  positive  Wnrz^ichen  zu  nebmen.  Denn  da  die  Flache  beide 
Gentra  umgibt,  so  werden  an  den  Stellen,  wo  «=s2aG089  grösser 
als  2a  ist,  die  «-Gomponenten  beider  Ponkte  mit  gleichen,  da  wo 
« <<  3a,  mit  entgegengesetzten  Torzeicfaen  erhalten,  wie  es  sein  mnss. 

Um  ilon  Zusammenhang  der  Constanten  Ä,  k  mit  den  die  Fläche 
bestimmenden  treometrischen  Grossen  zu  erkennen,  führe  man,  wie 
vorher,  die  Axeuabschnitte  rj,  der  Abscissenaxc  ein,  so  erhält  man 
aus  2),  wenn  tp  resp.  «=  (fi  nnd  180'^  gesetzt  wird: 

1^   ^  ^  1 

*•«     »'s  —  2a  ~  jK 

3) 

1  .       *  t 

Man  könnte  auch  noch  den  Abschnitt  >•,  der  iy-Axe  für  q>  =  yu*'  be- 
stimmen, was  jedoch  hier  ohne  Bedeutung.  —  Die  Grösse  R  ist,  wie 
mau  aus  1)  ersieht,  der  Radius  der  Kugel,  in  welche  die  Fläche 
übergeht,  wenn  m  =  0  wird. 

Die  Relationen  3)  genügen,  die  Axenabschnitte  r^,  eindeutig 
für  ein  bestimmtes  Problem  durch  die  Constanten  «,  k  zu  be- 
stimmen. Um  auch  das  Umgekehrte  zu  erkennen,  dass  letztere  sich 
eindeutig  durch  die  die  Curve  bestimmenden  goonietrischen  Grössen 
ausdrücken,  verlege  man  den  Anfangspunkt  der  Coordiuaten  in  die 
Mitte  von  Mm.  Man  erhält  alsdann ,  wenn  r'j,  r'.,  die  resp.  Axen- 
abschnitte, von  der  Mitte  aus,  und  ov'  den  Abschnitt  der  Ordinate 
im  Mittelpunkt  bezeichnet,  aus  1;  die  Relationen: 

1      ,       h     ^  1 
r',-|-ä  a""  Ä 

4) 

1  .  

Eliminirt  man  darin  R  nnd  bezeichnet 

1—* 


1+* 

10  erhalt  man: 


—  A 
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Aus  der  zwdten  dieser  Relationen  folgt: 

Setzt  man  diesen  Wert  in  die  erste,  so  eigibt  sich: 

4  —  4 

woraus: 

WO  das  negative  Wnrselzeiehen  der  Bestimmung  gemäss  genommen 
ist,  dasB  für  r'^  *  **'8  a     0  werden  soll.  Hat  man  somit  cfl 

bestimmt,  so  ergibt  sich  l  ans  1),  sodann  R  ans: 

wdcher  Wert  eindeutig,  da  l  positiv  genommen  werden  muss. 
Fflr  1;  s  1,  A  «  0  ergibt  sich  spedell;  da  jetzt  r,  »  r,: 

«  2"" 

R  2 

Auf  ganz  analoge  Art  würde  man  die  Coustanton  a,  jß,  k,  die 
hier  unter  der  Voraussetzung  zwder,  innerhalb  der  Fläche  gelegener 
Anziehungs-Gentra  bestimmt  worden,  fflr  jeden  andern  Fall  berechnen 
können. 

Die  Gldchuug  1)  ist,  wie  man  Idcbt  flbersieht,  nach  Beseitigung 
der  WurzelgrOssen  vom  8ten  Grade  nach  x  und  y.  Transformirt 
man  dieedbe  auf  Pdar-Goordinaten,  so  erhält  sie  die  Form: 

Diese,  als  algebraische  Gleichung  4ten  Grades  nach  0  aufgefasst,  er- 
gibt für  jeden  Wert  von  9  mindestens  einen  realen  Wert  von  ^  der 
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im  lutervalle  . . .  liegt.  Dcnu  für  einen  beliobigeu  Wert  qoo 
ergibt  sich,  wenn  die  linke  Seite  der  vorstehenden  Gleichung  für 
diesen  fall  mit  -1  bezeichnet  wird,  unter  Berücksichtigung  der  Re- 
lationen 3)  nach  Eednction: 

1)  für^=re  X  =  8«r,(r,— Ä)«8in»^^>0 

2)  „  p«r,   A  8ara(r,-ß/c082^'<ü 

Geht  man  daher  wieder  von  einem  bestimmten  Werte  von  <p,  z.  B. 
9  =s  0  ans,  welchem  der  Wert  r  =  entspricht,  so  erhält  man  durch 
siicecssiv  wachsende  Werte  von  (p  eine  stetige  Folge  successivc  ab- 
nehmender Werte  von  »•,  die  in  ihrem  Zusammenhange  den  Curvon- 
toil  zunächst  in  der  Umgebung  des  Ausgangspunktes  construireu, 
soweit  auf  dieser  Strecke  keine  Unstctigkeiteu  liegen. 

Zum  Zwedce  der  Constroction  mOssen  wiederom  die  Azenab- 
schnitte  ans  den  Relationen  3)  eindeutig  bestimmt  werden,  wie  es  den 
Bedingungen  des  Problems  entspricht. 


Für  den  vorgelegten  Fall  muss  man  demnach  haben 
U  =   ö  r 


rs  2  h  y  j 

wobei,  filr  i&     0,  r^^r^t=r^^r  resnitirt. 

Fflr  k=-l  folgt,  im  Falle  beide  Punkte  umhüllt  werden: 

rj  a-fJB+Viq^ 

während  der  Wert     zufolge  des  Vorherigen  ist: 

welcher  zeigt,  dass  die  FUlche  nur  solange  Punkte  umgibt,  wie 

ist,  während  zugleich  die  Bedeutung  von  R  für  diesen  Fall  als  halbe 
Hypotenuse  des  von  den  Katheten  a,  gebildeten  rechtwinkligen 
Dreiecks  hervorgeht. 
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In  der  Praxis  wird  man  ijjcwöhulicli  nicht  die  Grösse  R  als  ge- 
geben ansehen,  sondern  es  wird  ausser  «,  noch  ein  willliürlicher 
Punkt  gegeben  sein,  durch  den  die  Fläche  gelegt  werden  soll.  Aus 
den  Coordinaten  desselben  bestimmt  mau  alsdann  zuerst  die  Kadieu- 
vectoren        und  ans  diesen  zafolge  l)  die  Grösse  Ji. 

Nachdem  die  Axeuabschnitto  ermittelt,  kann  die  Curvc  in  derart 
dargestellt  werden,  dass  man  unter  Zagmndel^ng  der  aus  1)  fol- 
genden Kelation: 

k.Rg 

von  einem  Axenschnitte,  Q  —  beginnend,  für  p  successivc  wach- 
sende Werte  setzt,  und  dio  entsprechenden  v  als  ite  Proportionalen 
aus  vorstehender  Kelation  bildet,  wodurch  sieh  je  1  Curvenpunkt  be- 
stimmt. Je  nachdeni  man  r  durch  oder  p  durch  r  ausdrückt,  er- 
kennt man,  dass  mit  wachsenden  p  die  r  abnehmen,  und  umgekehrt, 
während  andrerseits  beide  stets  grösser  als  R  rcsp.  Rh  bleiben,  weil 
unendlich  ferne  Elemente  ausgeschlossen.  Daraus  folgt,  dass  inner- 
halb der  Strecke  r^..,r^  die  Summe  beider  BadieuTectoren  irgendwo 
ein  Ifinimum  erreichen  mnss.  Liegt,  von  dem  Punkte  gerechnet,  wo 
die  C!onBtniction  beginnt,  bis  zu  dieser  Stelle  keine  UnstetIgkeit,  so 
kann  dieser  Teil  der  Curve  ohne  Unterbrechung  dargestellt  werden. 
Fttr  h  =  l  kann  also,  dft?  wie  das  Folgende  zeigt,  jenes  Ifinimum  in 
der  Mitte  liegt,  unter  dieser  Voraussetzung  die  Curve  in  einem  Zuge 
verzeichnet  werden.  Jene  Unstetigkeitsstellen  sind  daher  zunächst  zu 
untersuchen.  Dabei  hat  die  Stelle,  wo  r-j-p  =  Min.  in  sofern  eine 
gewisse  Bedwtung,  als  sie  jene  Stellen  trennt,  und  somit  dazu  di^t, 
in  jedem  speciellen  Falle  Anfschluss  über  die  Gestalt  der  Curve  zu 
geben. 

Untersucht  man  zunfichst  die  Stellen,  wo  die  Ordinate  ein  Maxi- 
mum resp.  IGnimum  erreicht,  so  finden  sich  dieselben  durch  Diffe- 
rentüren  von  2)  nach  a;,  wenn  man  diese  Grdsse  statt  ^  cos9>  ein- 
führt,  durch  die  Relation  ausgedrückt: 

woraus: 

6)  r»a:-f  2«)  =  0  ^ 

Eliminirt  man  hier  x  mittelst  der  Belation: 

*^  4i 

sodaim  r  mittelst  1),  so  erhftlt  man: 
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Diese,  als  algebraische  Gleichang  nach  q  betrachtet,  zeigt,  dass  inner- 
halb des  IntenralleB  . . .  r,  entweder  ein  Marimnm  oder  zwei 
Maiinm  nnd  ein  Ißnimiim  d^  Ordinate  liegen  mttasen.  Denn 
es  ergibt  aicb,  wenn  die  Unke  Seite  dieser  CHeidrang  mit  A  bezeichnet 
wird: 

1)  für  e  =        ^  4ö/  /er5  [(r,  —  /?)*  +  k^R'^]  >  0 

2)  w   ^  =  r,   A  4a*Är4[(r,— Ä)^4-A;«Ä«]<0 

wie  sich  unter  Zuziehung  der  Relationen  leicht  findet 

Es  liegt  folglich  eine  ungerade  Anzahl  Wurzeln  im  fraglichen 
Intervalle.  Da  indessen  die  Fläche  nur  8 ton  Grades  ist,  so  Icünnen 
auf  jeder  Seite  nicht  mehr  als  3  Stellen  existiren. 

-  Um  diese  im  letzteren  Falle  zu  trennen,  bestimme  man  die  Stelle,* 
wo  r-l-p  =  Min.  wird. 

Mau  erhält  durch  Ditferentiircn  dieses  Summenausdrucks 


die  Relation: 


woraus: 


folglich: 


1  4-  -        _  ^  0 

^^Q-R     iQ-R)^  " 

r  —  jiyjfed-fyjfe) 

r4-e  =  i2{l-|-y&)' 


Dass  dieser  Wert  wirklich  ein  Minimum,  ergibt  die  nochmalige  Dif- 
ferentiirung  des  Torherigen  Ausdrucks,  welche  liefert: 

Setzt  man  speciell  A;  1,  so  ergibt  sich  g  =  r  =  2R  übereinstimmend 
mit  dem  Vorherigen.  Die  fragliche  Stelle  liegt  also  in  diesem  Falle 
in  der  Mittelpunkts-Ordinate. 

Führt  man  den  yorstehenden  Wert  Ton  ^  hi  6)  ein,  so  ergibt 
sich  nach  Reduction: 

A  =  iR^k)^l  —  -\/k)iR\l'\-^ky—4a^) 

Dieser  Wert  ist  positi?,  denn  da  der  Minuendus  in  der  letzten  Klam- 
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mer  den  Miniiiuüwert  von  r  +  p  bezeichnet,  aud  andererseits  die 
Fläche  beide  Punkte  umhüllen  soll,  so  muss 

7)  12(14-yA)«^2a 

sein.  Da  folglich  il  >•  0,  bo  liegt  zwisdien  der  Stelle  r-f-p  Hin. 
bis  Q  =  r^  stets  ein  reales  Maximum  Ton  dagegen  Im  andern  In- 
tervalle von  jener  Stelle  bis  entweder  ein  Maxirnnm  nnd  ein  Mi- 
nimum oder  keines  von  beiden.  Die  Bedingungen,  wenn  das  erstere 
oder  letztere  eintritt,  eigeben  sich  durch  Untersuchung  der  Stellen, 
wo  die  Gunre  den  Sinn  ihrer  Krümmung  ändert.  Aus  der  Bedingung 

folgt  durch  Differentüren  des  Ausdrucks  &)  unter  Berftcksichtigung 
des  Wertes  von  «: 

Eliminirt  man  mittelst  1)  die  Grösse  r,  so  folgt: 
4p(*«ÄH<P— Ä)')(*"Ä'^H-(^Ä)«0'-4a«JR(p-il)») 

Bezeichnet  man  wieder  die  linko  Seite  dieser  Gleichung  nach  q  mit 
Ä,  und  substituirt  für  p  die  Grenzwerte      r,,  so  ergibt  sich: 

1)  fftrp=r8  ^--4r^r,---ll)»(*«ÄH-(*'«— Ä)')(r,*--4«r,«+4fl^JP)>0 

2)  „    Q^r^    ^-4r.j(r3— 7i:)2(fc2i23-J-(r3--Ä)8)(r33-f-4rtr3«44a«Ä*)>0 

Daraus  geht  in  Vorbindung  mit  dorn  vorlicr  über  die  Maxima  der 
Ordinate  ^refundenem  Resultate  hervor,  (iass  entweder  zwei  oder  keine 
realen  Wendepunkte  existiren.  Um  sie  im  ersten  Falle  zu  trennen, 
führe  man  wieder  die  Stellen  r  -|-  p  =  Min.  ein.  Für  den  bezüglichen 
Wert  von  q  ergibt  sich  alsdann  nach  gehöriger  Reduction: 

Der  erste  Klammerausdruck  rechts  ist  positiv,  wie  vorher  ge- 
zeigt. Die  zweite  drfickt  somit,  je  nachdem  er  positiv  oder  negativ 
Ist^  die  Bedingung  aus,  unter  der  die  Wendepunkte  r^  oder  imaginär 
sind.  Denn  da  dieselben  sich  auf  verschiedenen  Seiten  der  fragliehen 
Stelle  befinden  müssen,  so  können  ne  nur  unter  der  Bedingung: 

9)  Ä«(l-f-Vif)»(3— 2yjb-|-3fc)  ^  12a» 

yorhanden  sein,  entgegengesetzten  Falls  nicht 


« 
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Für  k  —  1  ergibt  sich  spedell: 

4R»  =  3a« 

> 

Währeed  also  in  den  zuerst,  §  1.  untersuchten  Fällen,  wo  beide 
Punkte  von  der  Fläche  amhflUt  werden,  stets  reale  Wendepunkte 
existiren,  sind  sie  hier  mr  unter  beaonderen  Bedingungen  vorbanden. 

Ihr  Vorhandensein  bedingt  allein  noch  nicht  die  Existenz  zweier 
Ordiuatcu-Maxinia.  Um  für  letztere  die  Bedingung  der  Realität  zu 
erkennen,  bat  man  den  Fall  zu  untersuchen,  wo  gleichzeitig: 

1-0 

weil  die,  dieser  Bedingung  entsprechenden  Cnrrtn  offenbar  den  Ueber- 
gang  von  einem  zn  zwei  Maxima  bilden. 

Führt  man  in  6)  und  7),  nachdem  in  G)  vorher  x  durch  r  und 
g  ansgedrackt,  die  Grösse  z  eiu  durch  die  iiclaüou: 


wonach  aus  1)  folgt: 


r 


'Jiil4-kz) 

r  =  ■  

z 


SO  geben  daraus,  nachdem  die  zunächst  erhaltenen  Gleichungen  in 
geeigneter  Art  redudrt  worden,  die  folgenden  hervor: 

10)  {l-^kz)(l-\-kz^)^  =3mkz^ 

(l+*»»)(l-i-Ä»»)ä'  =:atea(l+to)(l— »«) 

wo  der  Kürze  wegen  gesetzt  ist: 

Man  erkennt  hieraus,  dass  die  fragliche  Bedingung,  ebenso  wie  dies 
auch  schon  hinsichtlich  der  durch  die  Relationen  7)  und  9)  ausge- 
drückten Bedingungen  der  Fall  war,  von  der  Gr^isse  von  a  nnd  Ji 
ganz  unabhängig,  dass  vielmehr  nur  ihr  Yerhftltniss,  ebenso  wie  hin- 
sichtlich der  Blassen  in  Betracht  kommt. 
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Durch  weitere  Combination  roduciren  sieb  die  zwei  Gleichungeu 
ü)  auf  2  solclio  7ten  Grades:*' 

il:*(16+26*r«),     ~*(2»-3ft»— 2),     — S^(5w-h5A:«+3), 

0  -3(m+Jk«— 1), 

0  = 


wo  der  Kürze  wegen  nur  die  Hälfte  des  Quadrats  aasgofüllt,  da  die 
andere  sich  symmetrisch  ergänzt  Diese  Determinante,  als  algebraische 
Gleichung  nach  m  aufgefasst,  ist  wie  mau  sieh  leicht  überzeugen  kann, 
vom  9 tan  Grade,  hat  also  stets  eine  reale  Wurzel.  Denkt  man  sich 
diesen  Wert  von  m  als  Function  von  k  dargestellt,  so  liegt  er  der 
Grösse  nach  offenbar  zwischen  den  aus  7)  und  9)  sich  ergebenden 
Werten  derselben  Grösse,  so  dass  für  solche  Werte  von  m  zwischen 
dem  aus  9)  folgenden  bis  zu  dem  hier  sich  ergebenden  nur  ein  reales 
Maximum,  für  solche  zwischen  letzterem  und  dem  ans  7)  hervor- 
gehenden zwei  solche  liegen. 

Eine  Yereinfachnng  dea  Falles  tritt  fOr  ->  1  dn,  weil  alsdann 
offenbar  x  —  1  sein  muss.  In  der  Tat  tiitt  für  diesen  Fall  der  Factor 
M — 1  ans  der  zweiten  Gleichung  10)  heraus.  Dieser  Wert  von  in 
die  erste  gesetzt,  ftthrt  alsdann  zu  der  Bedingung: 

4ij»_3a«-0 

welches  dem  Vorherigen  gemäss  dem  Uebergange  der  Wendepunkte 
vom  Imaginären  zum  Realen  entspricht 

Es  handelt  sich  nunmehr  noch  um  den  Uehergang  der  Ounren, 
die  beide,  zu  denen,  die  nur  ein  Oentrum  umgeben. 

Uutersuclit  man  zu  diesem  Zwecke,  wie  im  §  1.  die  Bedingungen, 
wo  die  Gleichung  1)  einen  siugoläreu  rcsp.  einen  mehrfachen  Punkt 

dft  0 

besitzt,  hidem  wie  dort  ^  "  5  gesetzt  whrd,  so  folgt  aus  5): 

1]  r^+ik«s(«— 2a)»0 

y«0 
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Die  Bodiiigunj: ,  dass  beide  für  denselben  Wert  von  z  erfüllt  sein 
müssen,  ergibt  sich  durch  das  Verschwinden  der  Resultante,  welche 
sich  in  der  B6zout'schen  Form  als  symmetrische  Determiuaute  nach 
Fortlassung  gemeiusamer  Factoreu  darstellt: 

jfc»(15m-f-5A-2-f-17),  -15**,        —7*»,  5Ar*+2 

-\{2m—k^-\-2)  — löjfc,  —4,  k 

— 3L(3miA-^)(m  K"*)— 5^*— 3],  A^(9m— 1-2—49),  5(rH+^2-l),  — 3A-(7n-f  A-«) 
2ikää(3m-i-5ifc2— 7),        15A(m4-A-^— 1),      4k»,  ik(3i»4-A'»+l) 

3ik>(2H-2^(^))       ^,  —^m+l) 
-2(m-*«+l),  * 

Fflbit  man  die  entsprechencleii  Werte  ^  »  «,  r  »  2a—«  in  1]  ein, 
BO  ergibt  ndi 

2a 

*~i-fy* 

Dunit  die  entsprechenden  Werte  von  q,  r  der  Gnrre  genflgen,  folgt 
durch  Einsetzen  in  1)  die  Bedingung: 

Ä(l4-yA-)*  =  2a 

welches  nach  dem  Vorherigen  dem  Grenzfalle  entspricht,  wo  die  Cun'e 
noch  beide  Punkte  umgibt.  Der  fragliche  Punkt  ist  somit  kein  sin- 
gulärer,  sondern  ein  Curvenpuukt,  der  dadurch  entsteht,  dass  die 
beiden  Wendepunkte  zusammenfallen.  Denn  wegen  der  Symmetrie 
kann  dies  zunächst  nur  in  der  a-Axi'  gi  schehcn.  In  der  Tat  ergibt 
sich,  wenn  man  in  8)  den  Wert  >/  0  einführt,  daraus  wiederum  1]. 
Der  Punkt  ist  somit  ein  mehrfacher,  dessen  beide  Tangenten  sich 
unter  einem  Winkel  schneiden,  den  man  durch  das  im  §  1.  ange- 
gebene Verfahren  erhält.  Aus  der  auf  rationale  Form  gebrachten 
Gleichung  1): 

WO  der  Eflrze  wegen  Q*-\-r*  beibehalten,  statt  ihrer  Werte  in  a;,  y 
ergibt  sieh  durch  Bildung  der  ersten  und  zweiten  Ableitungen  Ton 
F(fry)  zufolge  der  im  f  1.  gegebenen  Formel: 

woraus: 
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identisch  mit  doni  im  §  1.  gelundenea  Resultate,  wo  die  x-  und  y-Axe 
umgekehrt  bezeicliuct  waren. 

Hieraus  folgt  somit  aUgemoin,  dass  die*  Lage  des  Doppelpunkts 
zwar  von  Jb,  a  abhängt,  die  Bicktungen  der  Tangenten  jedoeh  unab- 
hängig davon,  stets  einen  Winkel  von  129<»  48'  38"  mit  einander  bilden. 

Dasselbe  erkciuit  mau  übrigens  auch  durch  Rciheneiitwickelung 
der  in  1)  enthaltoueu  Wurzeigrössen.  Verlegt  mau  deu  Coordiuateu- 
nrsprung  an  die  Stelle  der  Absdssenaxe,  welche  dem  Doppelpunkte 
entspricht,-  nnd  entwickelt  für  diejenigen  Flächenteile,  wofttr  die  Ab- 
stände dieses  Punkts  von  M  resp.  m,  nämlich: 

2a 


2a— «  -=  -yr 

•  i  +  yfc 

grösser  sind,  als  die  von  ihm  aus  gezählten  Badienvectoren,  nach  ab- 
steigenden Potenzen  jener  Grössen,  so  wird  der  Factor  von  cos 91 
Nnll,  so  dass  sich,  wenn  man  beim  zweiten  Qliede  stehi&n  bleibt,  nach 
einiger  Bednction  die  Relation  ergibt: 

2o-7e(l  -\-Vk)^     g^a-fy^')ni  -3co8«y)  _ 

Setzt  man  «,  y  statt  der  Polar-Coordiuateu,  so  ergibt  sich: 
,       2     (g(l  +  yfe)»-2a)8agyÄ- 

d.  i.  eine  Hyperbel,  weiche  event.  in  zwei  sich  unter  einem  Winkel 

tgtp  -  Vi 

schneidende  gerade  Linien  dogenerirt,  wenn 

und  die  die  resp.  a;-Axe  zur  Hauptaxe  bat,  jenachdem  die  linke 
Seite  dieses  Ansdrncks  positiv  oder  negativ  ist; 

Es  ezistiren  daher  nnr  im  erstcren  Falle,  oder  wo  die  Fläche 
beide  Punkte  umgibt,  reale  Wendepunkte,  im  Falle  nur  1  Punkt 
umhaut  wird,  keine  solchen.  Dio  letzteren  Curven  können  somit 
auch  nur  ein  Qrdinatcn-Maximum  enthalten,  wodurch  sich  ihre  Con- 
structiou  vereinfacht 
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Das  Gesetz  des  Ueberganges  der  hier  untersuchten  Curven  gilt 
also,  mit  Ausnahme  der,  auf  die  Wendepunkte  bezüglichen  Besoltate 
auch  far  die  Mheren  Fälle. 

Mm  kann  llbrigens  die  Stellen,  'wo  Siognlaritäten  stattfinden,  ao- 
bald  man  ihre  Existenz  nachgewiesen,  dnrch  die  Taylor'scike  Reibe 

näheruDgs weise  bestimmen.  Denn  da  k.  stets  ^  1,  während  ande- 
rerseits entweder  s,  oder  sein  reeiproker  Wert  als  echter  Bruch  be- 
trachtet werden  kann,  so  lässt  sich  innerhalb  dieser  Grenzen  die  eine 

Grösse  als  stetige  Function  der  andern  ansehen,  deren  Beziehung 
durch  die,  den  singulärcn  Stellen  entsprechende  Gleichung  ausgedrückt 
wird.  Man  kann  daher  (cf.  Weierstrass,  Theorie  der  Functionen) 
die  eine  als  Potenzreihe  der  andern  nach  dem  Taylor'scheu  Satze  ent- 
wickeln. 

Um  zuerst  da^enige  Maximum  der  Ordinate  zu  bestimmen,  wel- 
ches real  ist,  so  hat  man  dafür  offenbar  »  <C  1. 

Fahrt  man  diese  GrjJsse  0  in  6)  ein,  so  ergibt  sieh: 


Um  anch  das  Minimum  von  y  zn  erhalten,  wenn  ein  solehes 
exlstirt,  so  sieht  man  leicht,  dass  jetzt  s  >  1 ,  also  statt  dessen 

'  =     zu  setzen.  Da  ferner  dieser  Fall  nicht  den,  wo  k     0,  sondern 

den,  wo  zur  Grenze  hat,  so  hat  man  statt  nach  ^-  nach  1— Xr— Jb' 
zu  entwickeln,  wobei  für  if  »  0  «  1'  zn  nehmen.  Ans  der  so  trans- 
formirten  Gleichung  11): 

Ha)  4aVV*— 1+^')  =  ^2(2-4-1— *')«(«'•— 1)(2'»+1—*')* 
ergibt  sich  demnach  die  Seihe: 


wo  der  Nenner  des  zweiten  Gliedes  positiv,  als  Bedingung,  dass 
Wendepunkte  Torhanden. 

FOr  das  zwdte  Maximum  von  p  würde  man  ebenfiiUs  ans  IIa) 
eine  Beihenentwickelang  herleiten,  sobald  man  den,  dem  Werte  ^=0 
entsi^rechenden  yon  /  kennt,  der  sich  nach  Absonderong  des  Factors 

1  ans  der  Relation 

TiüLXT.  10 


11)  4aV(l  - M  -  M\l  -f  ib)»  (1  -l-ia»)  (1  —s^) 

woraus  die  Reihe  hervorgeht: 


1) 


2)  1— 
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ergibt.  Vernachlässigt  man,  um  eine  erste  Annfthemng  zn  erhalten, 
z'  und  die  höheren  Potenzen  gegen  die  Einheit,  60  erhttlt  man: 

^velchcni  Werte  zufolge  IIa)  mit  demselben  Grade  der  Approximation 
die  Reihe  entspricht: 

3)  /-£(l-fÄ;'  ...) 

Um  anch  die  Stellen  derWendepuidEte  nfthernngsweise  zn  bestimmen, 
80  h&tte  man  analog  in  8)  1— ib'  statt  h  m  setzen,  wfthrend  z  zu- 
nädist     1  yoransgesetzt  werden  kann,  da  das  Minimum  Ton  r-f-^ 

beide  Stellen  trennt.  Dabei  müsste  wiederum  der  Wert  von  z  tHar 
X; «  1  bekannt  sein,  der  sich  für  diesen  Fall  ans  8)  näherungsweise 
berechnen  lässt.  Statt  dessen  kann  man,  um  eine  erste  N&hemng  'zn 
erhalten,  auch  folgeudermassen  Ter&hren: 

VemacbULssigt  man  in  8)  znnftchst  die  Potenzen  von  » in  den 
Klammem  g^n  die  Einheit,  so  erhält  man  die  Gldchmig: 

12)  4Ä«(Ä«— 4a««»»)-f  3»fc(4aV— Ä«)  =  0 

Indem  mah  diese  zuerst  statt  8)  der  Berechnung  von  z  zu  Grunde 
legt,  kann  man  man  nach  den,  in  der  Astronomie  gebräuchlichen 
Methoden  leicht  einen  erstm  Näherungswert  von  z  finden^  indem  man 
sich  die  lineare  Potenz  Yon  z  zaerst  durch  die  höheren  ansdrückt, 
für  diese  einen  schon  bekannten  Näherungswert  einsetzt,  und  mittelst 
des  hierdurch  erhaltenen  Wertes  von  z  dasselbe  Verfahren  beliebig 
oft  wiederholt.  Man  erhält  demgemäss  aus  (12)  unter  Einführung 
von  1—k  —  k'  und  mit  Beibehaltung  der  ersten  Potenz  von  k': 


Setzt  mau  für  die  Potenzen  von  z  rechts  den  Is^äherungswert  «  =»  i, 
80  folgt: 

*  "  3(4a«— Ä»)  l,^""  4a«— Ä«*  *  *  7  * 

Ebenso  würde  man  für  den  zweiten  Wendepunkt  den  Näherungswert 

aus  12)  durch  Einsetzen  yon       -  erhalten,  wonach: 

z 

*  "  3(4««— Ä«)  V  Ä«*  ' 


Oigitized  by  Go^le 


vubesoHdefe  mit  RüduidU  auf  die  Loistörungen. 


147 


,  In  dem  Vorherigen  wurde  der  Fall  vorausgesetzt,  dass  m  an- 
ziehend wirkt,  oder  daas  seine  Dichtigkeit  grösser  als  die  mittiere 
Dichtigkeit  der.  Haaptmasse  sei.  Ist  sie  geringer  als  letztere,- also  h 
negativ,  so  übersieht  nun  leicht,  dass  alsdann  nur  die  zuerst  be- 
sprochenen Singularitäten,  dagegen  keine  Wendepunkte  existireu,  da 
die  bezüglichen  Ausdrücke  imaginär  werden,  während  die  Stellen,  wo 
r-|- (>  =  Min.,  jetzt  in  die  Abscissenaxe  fallen.  Ebenso  ist  ein  Ueber- 
gang  von  den  beide  Ceutra  umgebeudon  zu  den  nur  ein  solches  um- 
hüllenden unmöglich. 

Ton  praktischen  Fällen  dieser  Art  kommt  übrigens  nur  der  eine 
in  Betracht,  wo  das  abstossende  Centnim  im  Innern  der  Haaptmasse 

liegt.  Die  Curven  sind  den  früheren  insofern  entgegengesetzt,  als 
jetzt  das  Minimum  der  Krünnnnng  in  der  Abscissenaxe  dem  Punkte 
m  zunächst  liegt,  während  dort  früher  das  Maximum  stattfand,  wie 
sich  schon  durch  mechanische  Betrachtang  ergibt 

« 

IHe  Kraltlinieii,  welche  den  hier  nntersm^ten  Carven  entspre- 
eben,  sind  wie  die  früheren  algebraische  Corven.  Sie  erstrecken  siph 
ins  Uhendliche,  und  haben  je  eine  gemeinschaftliche  Asymptote  zo 

beiden  Seiten  der  x-Axe.  Es  zeigt  sich  dabei  j  dass  die  ihnen  ange- 
hörigen  Differentialgleichuageu  nicht  blos  für  den  Fall  zweier,  sondern 
für  beliebig  viele  auf  gerader  Linie  liegender  Gentra  integrirbar  sind. 

Unter  Beibehaltang  der  früheren  Bezeichnungeu  ergibt  sich,  wenn 
JT,  V  die  Componenten  nach  c,  y  sind,  die  Differentialgleichang: 


Um  die  Integration  auszuführen,  kann  mau  allgemein  folgendermassen 

verfahren. 

Hat  man  eine  Reihe  anziehender  Punkte  m,  m',  m"  . . .  auf  der- 
selben geraden  Linie,  die  der  Einfachheit  wegen  wie  bisher  die  Ab- 
scissenaxe sei,  bezeichnen  a-,  a;',  x"  ...  die  Abstände  eines  beliebigen 
Punkts  der  Kraftlinie  von  resp.  m,  m\  m"  . . .  auf  die  Abscissenaxe, 

und  h,  k\  I/'  ...  die  Yerhültnisse  -  #  — ,  ...  so  wird,  dem  Yor- 

herigen  aualog,  die  Differentialgleichung  der  Kraftlinien  die  Form 
haben: 


Dieselbe  l&sst  sich  anf  die  Form  bringen: 


10* 
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xdy — ydx  ,  hjz'dy—ydx')  ,  k'{,st"fly  —  ydx''). 

WO  «*,  r',     ...  die  entsprechenden  Badienvectoren  bezeichnen,  also 


r 


/5«  =a;'^  +3^^ 

Fttlirt  man  nene  Variable  ein  dnrdi  die  Belationen: 

so  erhält  man  durch  Bildung  der  Differentiale  und  Einsetaen  in  die 
vorstehende  Differentialgleichung: 

x^dt  ,  kx"W  .  k'x'^dt  .  ^ 

-^Ä'r—ßi — H~7?8 — r«"  =  o 
Durch  Elimination  von  r,  r',  t^'  und  «,     0"  erhält  man  hieraus: 

y  (14- «2)3  +  y(T+P«)ä   ya+ ^2^+  •  •  • 

welche  Gleichung  integrirbar. 

Durch  Integration  ergibt  sich  fär  den  vorliegenden  Fall  zweier 
Centra: 

1      ,  » 

•        / — r-ia  H"  'j...' .  v     =  const» 

woraus  nach  Einsetzen  der  Coordinatenwerte  a;,  y  folgt: 
14)   ^-c 

Diese  repräsentirt  ciuc  algebraische  Gleichung  8tcu  Grades,  die  sich 
in  rationaler  Form  schreiben  lässt: 

14a)       (r«a5«+ifc2^«(«— 2a)«— cVV)  =  4fcV*^«»«(«— 2a)« 
wo  der  Kürze  wegen  die  Bezeichnungen  r\     beibehalten  sind. 

Um  die  Gestalt  der  Curve  näher  zu  untersuchen,  so  hat  man: 
1)    fÜraJ-O  y*(4a«ik«-cW+y*))^-0 
WO  nur  der  Wert: 

der  Curve  entspricht,  weil  fOr  den  andern  Wert  y  »  0  sich  ans  13) 
ergeben  wflrde: 
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^  0 
<to  Ö 

d.  h.  es  mflsaten  im  Aiifiuigspunkte  mehrere  Aeste  kreuzen,  ma 
dem  Sinuc  des  Problems  entspricht  Als  Bealitfttsbedingimg  folgt  ans 
obigem  Werte  yon  y: 

2)   fOr  y  »  0  folgt  ferner: 

2a)*((l-j-*«-«")«— 4*»)  —  0 

woraus  hcrvorgobt,  dass  die  X'Axe  eben&lls  za  den  Curveu  gehört, 
denn  unter  der  Bedingung: 

bleiben  die  Werte  vou  x  willkürlich.  Da  fcruer,  wie  augcgeben,  der 
Wert  X  ^  0,  und  aus  demselbeu  Grunde  auch  x  =  2a  unzulässig,  so 
folgt,  dass  die  Curve  die  o^Axe  nicht  schneiden  kann.  Andererseits 
ist  Idar,  dass  sie  nicht  gleichzeitig  die  y-Axe  and  die  ihr  parallelen 
in  m  schneiden  kann.  .  Daher  entspricht  der  Wert  von  y  fbr «  —  3a, 
nttmlich   


einer  andern  Curve ,  als  der  für  x  =  0.  Die  letztere  erstred£t  sich 
von  ff»  ans  rechts,  die  erste  von  M  ans  nach  links. 

Daraus  folgt,  dass  irgendwo  zwischen  der  Strecke  2a  die  Corven 
einen  Grenzwert  der  Coordinaten  errdchen. 

Um  dies  deutlicher  zu  erkennen,  führe  man  in  14)  die  Winkel 
qp,  g>'  ein,  welche  r,  q  mit  der  positiven  a:-Axc  bilden,  wodurch  sich 
jene  Gleicbuug  transformirt  in: 

14a)  C089-|-ibC0S9'=s  0 

Diese  ist  zunächst'von  den  Werten  des  Kadiusvectors  ganz  unabhängig. 
Dieser  kauu  somit,  wie  an  sich  klai*,  unendlich  gross  werden.  Zu- 
gleich ericeont  man  die  Sedeatang  der  Gonstante  indem  man  9'«- 90** 
setzt,  woians,  wenn  ^  der  entsprechende  Wert,  von  9  ist: 

c  =  cos^ 

Die  Bedentang  von  h  ergibt  sich  ans  dem  Spfttem.  Man  sieht  femer, 
dass  9,  q>'  nnr  dann  beide.  =  0  resp.  gleich  0  und  ISO**  werden 
kijnuen,  wenn:  t-^h  —  e  resp.  l—h  o,  d.i  nach  dem  Vorherigen 
der  Fall ,  welchem  die  a>Axe  als  Gnrve  entspricht  Im  Allgemeinen 
schneidet  daher  die  Curve  die  «-Axe  ni<dit.  Da  andererseits  9  nicht 


5,yf.  .... 
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den  Wert  90^  erreichen  kann,  weil  «onst  C089'=:|,  irfthrend  er  ne- 
gativ sein  miiBS,  so  sieht  man  anch  hier,  dass  die  Ciir?e  einen  Grenz- 
Punkt  innerhalb  der  Strecke  da  haben  mnss. 

Ans  dem  Ansdmcke  Ton  ^  in  13)  folgt  femer,  dass  derselbe 

nur  für  gewisse  Grenzwerte  von  x  positiv  bleibt,  daxtiber  hinaus  aber 
negativ  wird.  Dieser  Uebergang  vom  Positiven  zum  Negativen  kann 

aber  nicht  durch  Noll  hindurch  erfolgen,  weil  zufolge  13)  fOr  ^r^O 

anch  y  =  0  sein  mflsste,  was  nnsnlftssig;  ebeoso.  wie  auch  der  andere 
Fall,  der  noch  stattfinden  könnte: 

wenn  k  als  negativ  angenommen  wird.  Denn  dieser  Fall  ftihrt  auf 
die  dem  Problem  widersprechende  Gleichung: 

jbl-f  cl  >  1, 

während  k  wie  c  <^  1  sein  müssen.  Es  bleibt  daher  nur  der  Ueber- 
gang durch's  Unendlicho  zu  untcrsncben.  Die  Stelle,  wo  dieser  statt- 
findet, wird  offenbar  die  Grcjizc  bezeiclnieii,  bis  zu  welcher  die  Curve 
dem  Probleme  entspricht.  Denn  ginge  sie  darüber  hinaus,  so  könnte 
nach  dem  Vorherigen  der  Fall  eintreten,  dass  ein  und  derselbe  Rsl- 
diusvector  r  oder  q  die  Curve  in  mehr  als  einem  Punkte  schnitte, 
wfthrend  ans  14a)  hervorgeht,  dass  zu  jedem  Werte  von  <p  nur  1 
solcher  von  9'  gehört,  und  umgekehrt  Ans  demselben  Grande  können 
ebenfiiUs  keine  Wendepunkte  existiren,  wie  schon  ans  der  Natnr  des 
Problems  folgt. 

Jenem  Uebergauge  entspricht  die  aus  13)  folgende  Bedingung: 
15)  -p+^  =  0 

welche  zugleich  mit  14)  erfüllt  sein  muss.  Diese  Gleichung,  welche 
man  sich  nach  Elimination  von  x  auch  in  der  Form  dargestellt  denken 
kann: 

drtickt  den  geometrischen  Ort  der  Endpunkte  der  in  Bede  stehenden 
Curveu  aus. 

Unter  Anwendung  der  früheren  Beselehnung  »"^^  erbXLt  man 
ans  14)  und  15),  nachdem  vorher  »  eliminirt^  die  Delation: 
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d.  h.  eine  ktüiiscbe  Oleichimg  nach  41*,  die  also  stets  eine  reale  Wurzel 
hat  Bezeichnet  man  darin: 

80  geht  sie  «her  in:  « 
wenn  zur  AbkOrznig  gesetzt  wird: 

wo  wiederum     ^  genommen. 

Nach  der  Gardaai'sefaen  Formel  ergibt  sich  hieraus,  wenn  man 
nShemngsweise  die  kleine  Grösse  gegen  die  Einheit  Temachlftssigt, 
und  fOx  a^h  re^.  setzt: 

woraus  folgt,  dass  «  im  Unendlichen  1,  von  da  aus  stetig  wächst 
bis  %nm  vo^tehenden  Grenzwerte.  Ferner  ergibt  sich  die  zugehörige 
Stredre  «  zufolge  15}  aus 

1  . 

Im  spedellen  Falle  c  ^  0  hat  man  daraus: 


1-f  ^• 


woraus  man  sieht,  dass,  wenn  h  hinreichcud  klein,  die  Resultante 
der  Anziehung  auf  den  gemeinschaftlichen  Schwerpunkt  gerichtet  ist, 
da  der  Kenner  alsdann  »  1  gesetzt  werden  darf. 

Im  Falle,  wo  «  1,  redndrt  sich  die  obige  kubische  Oleidiung 
in     auf  eine  quadratiisdie: 
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woraus  annfthernngsw^:  * 

Für  0  —  0  folgt  daraus  »  =s  i,  welehei  lieaagt,  da  aadi  im  Unoad- 
licbeii  «  =  1,  dass  diesem  Falle  die  im  Mittelpunkte  der  yAxe  paral- 
lele Gerade  als  Cnrve  entspricht,  wie  schon  der  vorher  gegebene 
Wert  Ton  x  fttr  X; »  1  ergibt  Diese  Gerade  trennt  somit  die  Cnrven- 
scbaar  links  von  der  rechts.  * 

Da  ans  dem  Vorherigen  hervorgeht,  dass  die  Corvo  sich  in's 
Unendliche  erstreckt,  so  sind  noch  ihre  Asymptoten  m  nntersocben. 

Bestimmt  man  nach  bekannter  Methode  die  Werte  der  Axenab- 
schnitte  x',  y'  der  Tangente  für  den  Fall,  dass  man  die  Coordioateu 
a;,  y  des  Berührungspunkts  oo  setzt,  nach  den  Formeln 

SO  folgt  dondi  Einsetzen  des  Wertes  von  ^  ans  13),  da  lim 
fOr  «  —  y  —  00  der  Einheit  gleich  ist: 


lim|r'(«=i,=«,-lim((^J) 

lim«  («=y=«»)  =  — 


Aus  14)  findet  sich  aber  -  =  <  gesetzt,  nach  Division  mit  x : 


.  , '(-I) 


c 


woraas  sich  fttr      od  der  lim«  ergibt: 

Ans  diesem  Werte  ergibt  sich  die  Tangente  des  Asymptoten-Winkels 
mit  der  «-Aze: 


Digitized  by  Google 


M«6M0fMter<  mit  Badukht  aif/*  «2m  LolaUfrungt»,  153 

Dieselben  siud  daher  real,  solange  reale  Curven  existiren,  und  falleii 
zusammen  für 

(l-|-ifc)«  =  c» 

d.  h.  wenn  die  Curve  in  die  a-Axe  fällt 

Eb  er^bt  sich  ans  dem  Werte  Ton  tgt^  zugleich  die  Bedentnng 
von  k.  Denn  es  folgt  darans: 

folglich  mit  Berficksichtigong  des  Wertes  von  et 

'  008^ 

Die  Construction  ergibt  sich  am  einfachsten  aus  14a). 

Nachdem  man  die  Grenzwerte  von  <p,  tp'  bestimmt  hat,  weidie 
stell  ans  dem  Vorherigen  angen&hert  dorch  die  Formeln  ergeben 


cos  9  ssVeCH 

3 

cos(180-9')-)/; 


so  kann  man,  von  diesen  begiuueud  bis  zu  den  durch  die  Asympto- 
tenriehtnngen  gegebenen  Grenzwerten  von  g»,  tp'  zu  jedem  Werte  von 
<p'  mittelst  einer  elnflushen  Gonstmction  dnich  einen  nm  m  geschla- 
genen Kreis  vom  Badins  —  1  den  entsprechenden  Wert  von  cos  9 
bestimmen,  wie  nnmittelbar  ans  der  Gleichung  hervorgeht  Indem 
man  diesoi,  dem  cos^'  entgegengesetzt,  anftrSgt,  wie  Fig.  6.  zeigt, 
und  durch  M  eine  Parallele  zn  der  bezeichneten  Bichtang  zieht,  er- 
gibt sich  im  Durchschnitt  dieser  mit  dem  freien  Schenkel  von  9'  ein 
Cnrvenpnnkt  P. 

Es  verdient  noch  der  im  Yorberigeu  schon  berührte  Fall  der  £r- 
wtthnnng,  wo  e  —  0.  Alsdann  geht  die  Corve  in  eine  solche  4ten 
Grades  Aber  in  der  Form: 

welche  üftr  1  in  die  ap-Aze  resp.  in  die  im  lüttelpunkt  der  y-Axe 
parallele  Gerade  übergeht  Die  Gleichung 

C0S9)  =  *  cos  (100  —  9)') 

zeigt  zugleich,  wie  sich  in  diesem  Falle  andi  die  Construction  ver- 
einlscht. 
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S  8. 

Im  Nachsteheudeu  soll  versucht  werden,  einige  der  vorhergegau- 
genen  Resultate  an  einem  praktischen  Bei8i)ieie  auzuweuden,  welches 
in  gewissem  Zusammenhange  dazu  steht,  obgleich  ilim  nicht  die  vor- 
her untersuchten  Flächen  entsprechen. 

Da  nach  dem  Vorhergegangenen  alle  die  Fälle,  wobei  es  sich 
um  Localattracüon  handelt,  sich  darch  die  im  §  1.  gegebenen  Kesol- 
täte  erledigen,  so  kann  es  hier  nur  auf  einen,  durch  die  allgemeine 
Attraction  als  Folge  tler  ungleichen  Verteilun«,'  von  Coutinent  und 
Ocean  auf  der  Erdoberfläche  bedingten  Fall  ankommen.  In  der  schon 
erwähnten  Abhandlung  des  Herrn  Bruns  wird  von  einem  solchen  Bei- 
spiele unter  Annahme  einer  bestimmten  Massonverteilung  der  Conti- 
nentc  und  üceane  auf  der  Erdkugel  der  Einttuss  der  durch  sie  er- 
zeugten An/iehuDg  auf  die  Punkte  des  Aequätors  erläutert  In 
ähnlicher  Art  wie  dort  geschehen,  kann  man  nnn  aach  verfahiBn, 
um  den  Eänflnss  der  ungleichen  HassenTerteilung  auf  die  Pankte  der 
Meridiane  zn  ermitteln,  wie  im  Folgenden  versucht  werden  soll. 

Dabei  werde  folgende  Annahme  gemacht.  Offenbar  sind,  wie  ein 
Blick  auf  den  Globus  zeigt,  die  Landmassen  mehr  um  den  Nordpol 
als  um  den  Südpol  coucentrirt,  so  dass  man  etwa  vom  4uten  bis  70ten 
Grade  nördl.  Br.  eine  Zone  annehmen  kann,  worin  dem  Flächen- 
inhalte nach  der  Ueberschuss  der  anziehenden  Landmasse  ebenso 
gross  ist,  als  unter  deuselbcu  Graden  südl.  Br.  der  Ueberschuss  an 
Wasser.  Man  kann  sich  daher  die  Anziehung  vorstellen  als  das 
Potential  der  OberiSche  einer  solchen  Zone,  deren  IHchtSgkeit  das 
Prodict  der  mittleren  Dichtigkeit  der  Erdoberfläche  resp.  des  Wassers 
ist,  mal  der  mittleren  Höhe  resp.  Tiefe  dieser  Massen. 

Diese  Potentiale  sollen,  um  auf  das  Vorherige  zu  kommen,  wie  für 
Aussenpunkto  in  erster  Annäherung  stets  zulässig,  durch  2  Masseu- 
punkte  ersetzt  werden,  die  sich  im  Schwerpunkte  der  homogen  ge- 
dachten Zonen  belinden.  Da  jedoch  jede  derselben,  wie  man  leicht 
übersieht,  nicht  vollständig  mit  Land  resp.  Wasser  geftUlt  sind,  son- 
dern etwa  nur  mit  der  Hälfte  des  ganzen  Inhalts  zur  Wirinamkdt 
gelangen,  so  soll  diese  leiste  Annahme  fSastgehalten  werden.  Die 
Resultate  können  unter  diesen  Yoranssetznngen  nur  f&r  Aussenpnnkte 
gelten,  daher  nicht  über  den  56ten  Chrad  nördl.  resp.  sfldl.  Breite 
hinans  angewandt  werden.  Sie  nmfiusen  indessen  immerhin  den 
grössten  Ttil  des  europäischen  Gradmessungsgebieta,  und  sind  somit 
geeignet,  über  die  durch  jene  Einflüsse  erzeugten  Abweichungen  der 
Niveaofläohe  von  der  kugelförmig  gedachten  Erde  Aufschluss  na 
geben. 
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Man  siebt,  dass  streng  genommen  dies  Beispiel  den  vorherigen 
Problemen  nicht  mehr  entspricht,  weil  es  sich  hier  nicht  um  zwei 
sondern  am  3  anf  gerader  Linie  liegende  Contra  handelt. 

Bei  der  relativen  Kleinheit  der  ablenkenden  Massen  gegen  die 
des  Erdkörpers  kann  man  jedoch  in  den  Flächenteilen  der  nördlichen 
Halbkugel  die  ablenkenden  Eintliisse  des  südlichen  Centrums  in  erster 
Annähening  vernachlässigen,  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt, 
sich  die  Erdmasse  und  diu  des  südlichen  ('entrums  im  gemeinsamen 
Schwerpunkt,  d.  h.  im  Erdmittelpunkte  selber  vereinigt  denken,  uud 
analog  in  den  Teilen  der  südlichen  Halbkugel  bezüglich  des  nördlichen 
Centmms.  Alsdann  geben  die  vorherigen  Resultate  eine  voUstäüdige 
Yorstellnng  fflr  jeden  dieser  Flächenteile. 

In  der  Praxis  indessen  genügt  schon  eine  augeuähorte  Darstellung 
derjenigen  Grössen,  worauf  es  für  die  Messungen  hauptsächlich  an- 
kommt, wie  sie  in  den  nachstehenden  Tabellen  gegeben  werden. 

Es  sei  die  nüttlere  Erddichte  s5.&5,  die  an  der  Oberfläche 
=  2.5  ond  die  Dichte  des  Wassers  —  —  1.5,  die  mittlere  Höhe  der 
Landmasse  ^  30O»  und  die  mittlere  Tiefe  der  Ooeane  300O»,  den 
Arniahmen  in  der  erw.  Abh.  analog. 

Verlegt  maii  den  Coor^nalensm^nng  in  das  Erdcentmm,  and 
bezeichnen  a,  a',  a"  die  resp.  Schw^rpunktsabstände  der  Calotten 
zwischen  ICfi  nnd  90»  resp.  90^  nnd  70<>,  90«  nnd  40o,  und  jB  den 
mittleren  Erdradins,  so  erhält  man  den  Abstand  o  nach  der  Formel: 

a^CalQU»  —  4(  »•^)  —  a"Cal  (90"  — 70^) 
Segm(70'^--4Ü'>) 

Berechnet  man  femer  nach  der  Formel: 

Cal  =  2Enk 

die  bezttglichen  Flftcheninhalte  anter  Annahme: 

logÄ  ==  6.80414 
und  ebenso  die  Abstände  a\  a"  nach  der  Formel: 

a'— g-a  +  cosy') 

wo  für  qp'  resp.  50"  und  iJü"  zu  sutzeu,  so  ergibt  sich  zufolge  der  für 
a  angegebenen  Formel: 

a  —  5040590 

log«  =  6.70248 

Femer  erhält  man  für  die  im  Schwerpunkt  vereinigten  Massen 
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\agm  ^  16.45313 
logm'  «»17.231281» 

L  Um  hieniaeh  zunächst  die  HOhennntersebiede  von  Funkteii 
der  Heridian-Curve  und  denen  der  Kreisperipherie  vom  mittleren 
Erdradins  zu  bestimmen,  kium  man  sieb  der.  In  der  erw.  Abb.  des 
Herrn  Brons  gegebenen  Formel  bedienen,  die,  auf  den  Yorliegenden 
Fall  angewandt,  ergibt: 

3 

wo  A'  den  gesuchten  Höhenunterschied  der  Niveaafiflche  ttber  der 
Kugel,  K  die  mittlere  Erddichte  bezeichnet  Ferner  ist: 

.  rj  —  y aH^^  —2aJi COS 9 
r,  —  ya>+jR>+2aJ2co8  q> 

den  Wkl.  qp  vom  Nordpol  aus  gerechnet  Durch  Einsetzen  der  Werte 
von  9  im  Intervalle  von  5  zu  5®  erhält  man  ftlr  die  Höhenunterschiede 
die  folgende  Tabelle: 


« 

h—h' 

0 

h—h' 

0 

-f  43-41 

!  95 

—125-36 

5 

4-  34-26 

ICK.) 

—13349 

10 

4-  14-57 

105 

—14261 

15 

—  5*27 

110 

—152*92 

20 

—  21-60 

115 

-164-67 

25 

—  34-49 

120 

—178-26 

30 

—  44-79 

125 

—194-12 

35 

—  53-22 

130 

-212-89 

40 

—  60-32 

1  135 

—235-40 

45 

-  66-72 

140 

—262-82 

50 

—  72-49 

1  145 

-296-82 

55 

—  77-93 

150 

—339-78 

60 

—  8319 

1  155 

—395-08 

65 

—  88-42 

160 

—  46507 

70 

—  93-75 

165 

-561-35 

75 

—  99-27 

170 

—677-56 

80 

— lOöW 

175 

—794-06 

85 

—111-28 

180 

—848-42 

90  1  --117-99 

.  Man  ersi^t  daraus,  dass  der  Hfihennnterschied  am  grOssten  bei 
.  180*^,  und  dass  zwischen  10  und  15^,  vom  Nordpol  aus,  die  Kugel  und 
die  Niveaufläche  sich  durchschneiden.  Ferner  ergibt  sich,  dass  inner- 
halb der  Breitengrade  vom  55ten  bis  36^  n.  Br.  die  dem  europäischen 
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GradmessuDgsgebiet  entsprechen,  soweit  dies  unter  obiger  Voraus- 
setzung möglich,  die  Abweicboogen  die  Grösse  von  78'**  nicht  über- 
schreiteu. 

n  Berechnet  maa  ebenso  die  Lotablenkangen  nach  den  be- 
kannten Formeln,  wie  nie  u.  A.  von  Pratt,  Figore  of  the  Earth  S.109. 
gegeben,  und  welche  sich  im  vorliegenden  FaUe  folgendermasaen 
modificirt: 

3a  sing)  / niA 

80  ergibt  sich  nachstehende  Tabelle: 


0 

8 

0 

» 

0 

0" 

•00 

95 

5" 

75 

5 

13 

31  1 

100 

6 

38 

10 

15 

•40 

105 

7 

•20 

15 

13 

•56  1 

110 

8 

13 

20 

10 

•78  ■ 

115 

9 

•30 

25 

8 

66 

120 

10 

•83 

30 

6 

*89 

1S5 

12 

•78 

85 

5 

•74 

130 

15 

•16 

40 

4 

•96 

135 

18 

•35 

45 

4 

•39 

140 

22 

•46 

50 

4 

•09 

145 

28 

•12 

55 

3 

•93 

150 

35 

•92 

60 

3 

•90 

155 

46 

•70 

65 

3 

•95 

160 

61 

•18 

70 

4 

•10 

165 

78 

75 

76 

4  *23 

170 

91 

-46 

80 

4 

•45 

175 

73 

•07 

85 

4 

•77 

180 

0  -00 

90 

5 

•21 

Die  Lotablenkung  wächst  also  zuerst  von     bis  zwischen  10  und  15^ 

und  mmmt  nachher  ab  bis  zu  einem  Winkel  zwischen  65  und  70". 
Sodann  steigt  sie  wieder  bis  zu  einem  Winkel  zwischen  165  und  170'' 
nnd  erreicht,  von  da  abnehmend,  bei  ISO*^  wieder  den  Wert  0.  In- 
nerbalb der  für  das  europäisclie  Gradmessunfjsgebiet  in  Frage  kom- 
mepden  Grenzen  überschreitet  sie  die  Grösse  von  7"  nicht 

m.  Bezeichnet  y  die  Schwere  der  Erdkugel,  g  die  der  Niveaii-  ' 
flache,  und  zwar  entere  bezogen  auf  einen  Punkt  P,  senkrecht  Aber 
dem  Punkte  Q,  auf  welchoi  sich  g  bezieht,  so  wird  die  Differenz 
g — y  nach  der  Formel  des  Herrn  Bruns  dargestellt,  die  sich  hier 
folgendennassen  modificirt: 

(R — aCOSy)mt  {Jl-\-aeOiq>)m^ 


1 
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Will  man  die  Sehwere  beidemale  auf  denselben  Pnnkt  Q  bezogen 

dy 

haben,  so  hat  man  wie  a.  a.  0.  angegeben,  den  Unterschied  h  ^ 

zn  y  Mnziiznfttgen,  poritiT  oder  nogativ,  jenachdem  ist  Die 

erste  der  beiden  folgenden  Tabellen  enthält  domgemäss  die  Differenz 
9  —y  allein,  die  zweite  denselben  Unterschied  unter  Hinzunabmo  der 

letztgenannten  Aendenmg.  Der  Ausdruck        ergibt  sich  zufolge 

4EitK 


des  Ausdrucks  y  — ^ — *  woraus 


dy 

dii 


3 


ji 


0 

9-Y 

0 

9—y 

0 

9 

dy 

0 

9 

0 

hl4824 

95 

—  1837 

-13815 

~  9ö" 

-  1077 

5 

-1193G 

100 

—  2001 

t 

-11140 

100 

-  1102 

10 

-  7427 

105 

—  2198 

-  7089 

105 

-  1117 

15 

-  4071 

110 

—  2430 

-  3948 

110 

-  1125 

20 

-  2130 

115 

—  2713 

20 

-  2632 

115 

-  1115 

25 

-  1014 

120 

—  9044 

25 

-  1816 

120 

-  1100 

30 

-  236 

125 

—  3479 

30 

-  1277 

125 

-  1034 

35 

-  85 

130 

—  4159 

35 

-  1152 

130 

-  790 

40 

-  375 

135 

—  4935 

40 

-  1029 

135 

-  538 

45 

-  586 

140 

—  6060 

45 

-  964 

140 

-  50 

50 

-  750 

145 

—  7590 

50 

-  935 

145 

-  690 

55 

-  886 

150 

— 1(K)10 

55 

- 

-  926 

150 

-  2093 

60 

-  1020 

155 

—13924 

60 

-  914 

155 

-  4740 

66 

-  1115 

160 

—20554 

65 

_ 

-  941 

160 

-  7504 

70 

—  1220 

165 

—32274 

70 

-  959 

165 

-19224 

75 

-  1327 

170 

—52482 

75 

_ 

9.91 

170 

-36731 

80 

-  1437 

175 

—77484 

80 

-  1U06 

175 

-59024 

85 

-  1555 

180 

—96164 

85 

-  1032 

180 

-76440 

90 

—  1687 

90 

-  1066 

Die  Zahlen  der  Iten  Tabelle  zeigen  eine  regelmässige  Abnahme  Ton 
0^  bis  180,  die  der  letztem  dne  periodische  Abnahme  tou  0  bis  €0^, 
dann  eine  Zunahme  bis  ppt  zu  110^  bis  115^  und  von  da  wiederum 
eine  Abnalime  bis  180^^.  Für  die  in  Frage  kommenden  Teile  bezflg- 
lich  des  europäischen  Gradmessungsgebiets  ergeben  sich  im  ersteren 
Falle  Unterschiede  zwischen  85  —  886'",  im  letzteren  sind  sie  relatiT 
grösser  und  varüreu  zwischen  ppt.  1152 — 741"*. 

rV.  Von  Interesse  ftr  das  Nivellement  ist  noch  die  Aendemng 
der  Krümmung,  insoÜBm  dayon  die  Gorrectnren  abhängen,  welche 
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man  den  beobachteten  Werten  binzuznfAgen  lat.  Dieie  Aendenmg 
nigt  die.  folgende  Tabelle,  weld^e  <fie  Krttmnrangsndien  enthält. 

Aus  den  Formeln  des  Herrn  Brnns  leitet  man  für  den  ErOm- 
mnngsradius  q  im  vorliegenden  Falle  leicht  die  Foimet  ab 

wo  q'  der  Veränderung  des  Krümmungsradius  entspricht,  der  sich  durch 
das  hinzu  kommende  Potential 

ergibt,  und  sich  demnach  dem  vorigeu  §  zufolge  aus  der  für  den 
Krümmungsradius  der  ihm  entsprechenden  Niveauiläcbe  leicht  abzu- 
leitenden Formel  findet: 

 "-^Ty        "W"  J  .  

Km,  »igV  ,  4a^m,m2/m,    in^\    12r?ij?/ija*Ä^sin*<p/***i  ''*^\\ 

Auch  hier  könnte  man,  um  beide  Radien  p,  R  auf  denselben  Punkt 
Q  zu  beziehen,  zu  g  noch  die  vorher  berechneten  Höhenunterschiede 
A — h'  hinzufügen,  was  jedoch  im  Folgenden  unterblieben  ist,  da  die 
Unterschiede  nur  gering  sein  können. 

Man  erhftlt  demnach  die  folgende  Tabelle  far  log  9: 


0 

löge 

!• 

log^ 

0 

6-80794  1 

95 

680812 

5 

6*80794 

100 

6-80812 

10 

6-80804  ' 

'  105 

6-80H12 

15 

6-80809 

110 

G-8<J812 

20 

6-80811 

115 

6-80812 

25 

6-80812 

130 

6*80812 

30 

6-80812 

1  125 

6-80812 

35 

6-80812  1 

130 

6-8081 3 

40 

6-80812 

135 

6-80813 

45 

6-80812 

140 

6-80814 

50 

6*80812 

145 

6-80814 

55 

6-80813 

150 

6-80815 

60 

6-80813 

155 

6-80818 

65 

6-80817 

160 

6-80823 

70 

6*80818 

166 

6*80833 

75 

6-80814 

170 

6-80854 

8Ö 

6-80814 

175 

6-80891 

85 

680813 

180 

6-80903 

90 

6*80813 
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Daraus  ersieht  man,  dass  die  Acndcrung  der  KrümmuQg  im  Allge- 
meiuc'ii  nur  sehr  gcriiif^  bleibt,  von  0  bis  gegen  80**  stetig  abnimmt, 
Vüu  da  wieder  \väclist  bii  130"  und  scbliesslich  bis  zu  180^  wieder 
abnimmt.  Die  Acuderangcn  logt»,  soweit  sie  sich  auf  die  für  die 
europäische  GradmoBsnng  in  Betracht  kommeDden  T^e  beziehen, 
zeigen  sich  erst  in  der  5ten  Decimalstelle. 

Im  AUgcnieiucn  kann  man  daher  aus  dem  Vorherigen  das  Re- 
sultat ziehen,  dass  der  Eiufluss  der  durch  die  ungleiche  Massonver- 
teilung  nach  den  Polen  hin  bezüglich  der  Punkte  des  Meridians  er- 
zeugten Ablenkung  nur  gering  ist  im  Vergleich  zu  der,  bezüglich  der 
Punkte  des  Aei^uators  oder  der  Parallelkreise. 
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Vlll. 

lieber  den  geometriseluMi  Ort  des  CeiitruinR 
der  ÜoUineation  zwischen  einer  NichtregelÜäche 
zweiter  Ordnung  und  einem  System  von 

Kugeltlächen. 

Von 

Wenzel  Jeräbek, 

Professor  nii  der  Lautlefi  ObiMri'abflmlc  in  'lVlts<h. 


Durch  iiaclifolf^ojido  Botr;u'htuiiu;<'n  wollen  wir  den  i,'t'oiiu'trisclieii 
Ort  aller  jener  CoUiiieationsL'i'iitra  Itestinnneii ,  von  weh  hen  aus  ein 
System  von  Kugelflächcn  bei  bestiinniter  Lage  der  Collineationsehene 
nach  den  Gesetzen  der  räumlichen  CentralcoUiueatiou  aus  eiuer  Nicht- 
rfgelüftche  zweiter  Ordnnng  abgeleitet  werden  kann. 

Zu  diesem  Zwecke  sei  /,  f  die  reelle  Axe  eines  zweischaligeu 
Hyperboloids  (Fig.  1.).  oder  die  grösste  Ax«»  eines  elliptiselien  Ellip- 
soids  (Fig.  2.),  oder  die  Axe  eines  elliptischen  Paraboloids  (Fig.  3.). 

Irgrad  eine  zu  den  genannten  Axen  senkrecht  gelegte  Ebene  E 

sdmeidet  jede  dieser  Flilelien  ■  nach  einer  Ellipse      nnd  wenn  wir 

jenen  Hauptschnitt  ff,  welcher  in  der  Ebene  E^  liegt,  die  durch  /, 
f*  nnd  die  Iddnere  Axe  der  erwfthnten  Ellipse  bestimmt  ist,  der  Ein- 
fitchhelt  wegen  in  bestimmter  Projectionsebene  3f  liegend  annehmen, 

—  was  daroh  die  Gonstmction  des  Kegelschnittes  B  (Fig.  1,  2,  3) 
in  der  ^debene  ersichtlich  gemacht  werden  kann  — ,  so  ist  es  mög^ 
lieh  jene  zwei  SteUnngen  von  Ebenen  zu  bestimmen,  welche  die  Nieht- 
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regelflächc  zweiter  Ordnung  F  nach  Kreisen  schneiden.  Man  erhält 
nämlich  zwei  solche  Kreisschnitte  als  Durchdriugungscnrven  der  ge- 
gebenen Fläche  F  mit  einer  Kngelfläche  X,  welche  die  Fläche  F  in 
den  Seheiteln  der  gröaseren  Axe  der  erwShnten  Ellipse  B  berObrt 
Ist  also      eine  derartige  Ebene,  and  schneidet  sie  die  Fläche  F 

nach  einem  Kreise  und  die  Ebene  3f  =  des  Hanptschpittes  S 
in  der  Geraden  mn,  so  projidrt  sich  orthogonal  der  Kreisschnitt  auf' 
die  Ebene  üi;  —  da  dessen  Ebene  anf  der  Ebene*  üf  senkrecht  steht 
— ,  als  die  Strecke  nm  der  Spar  vm.  Wenn  wir  im  Mittelpunkte  « 
des  KreisBchnittes  eine  Senkrechte  t*o'  aof  die  Ebene  errichten, 
so  kann  ein  beliebiger  Punkt  o'  dieser  Senkrechten  als  lUttelpunkt 
einer  Kugel  F*  betrachtet  werden,  welche  durch  den  Kreisschnitt 

hindurchgeht.  Die  Flächen  /"  sind  bekanntlich  cülliuearc  Flä- 
chen in  perspectivischer  Lage  für  die  Ebene     als  Collineationsebene 

und  die  Scheitel  r  und  jener  Bcrülirungskegeltiächeu  Ii.  li^.  welche 
beiden  Flüchen  7;  /•"  unischriebfu  sind,  als  Collincationsceutra, 
Aus  dem  Umstände,  dass  der  Mittelpunkt  o  der  Kugel  F'  sich  in 
der  Ebene  M  des  Uauptschnittes  befindet,  folgt,  dass  die  Kugel  F' 
▼on  dieser  Ebene  AI  nach  einem  Kreise  K\  und  die  Bertthrangs- 
kegelflftchen  von  derselben  Ebene  M  in  zwei  Paaren  von  Er- 

zengenden geschnitten  werden,  die  als  gemeinschaftliche  Tangenten 

der  Gurren  JK"  und  erscheinen.  Da  aber  die  Durren  K'  sich 
in  zwei  redien  Punkten  m  und  n  schneiden,  so  werden  sie  ron  zwei 
reellen  und  zwei  imaginären  genieinschaftUcheu  Tangenten  berührt 
Die  Schnittpunkte  c  und  c,  sowohl  der  reellen,  als  auch  der  imagi- 
nären Tangeuteupaarc  sind  reell  und  bilden  die  Scheitel  c  und  der 

obenangeftthrten  Berahrungskegel  By  B^,  Aus  dem  Vorigen  ist  auch 

crsichtlicb,  dass  die  Curreu  K,  K'  als  collineare  Gurren  in  perspec- 
tivischer Lage  angeschen  werden  können,  und  zwar  fOr  die  Spur  mn 
als  CoUineationsaxe  und  fflr  die  Punkte  e  und  als  CoUineations- 
centra. 

Um  nun  die  Construction  der  Punkte  c,     ron  der  Bestimmung 

der  gemeinschaMichcB  Tangentenpaare  der  Gurren     K'  unabhängig 

zu  machen,  —  was  namentlich  in  dem  FaUe  von  Wichtigkeit  ist,  in 
welchem  das  ima^pnäre  Tangentenpaar  nicht  graphisch  construirbar 
ist  ^ ,  bestimmen  wir  zuerst  die  Pole  p  und  p'  der  Geraden  m»  be- 

zflglich  der  Kegelschnitte  It  und  i*.  Die  Pole  p'  erscheinen  dann 
als  zwei  entsprechende  Punkte  jener  ebenen  und  coUinearen  Systeme, 
welche  sich  in  perspectivischer  Lage  befinden  und  denen  die  Gurren 
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JE,  K'  als  entsprechende  Curven  angehören.   Die  Verbindungslinie  der 
homologen  Punkte      7/  muss  also'  beide  GoBineationBceutra  e  and 
enthalten.  Die  Lage  der  Punkte  e  und     im  Ck>IlineationBBtrahle 

])2j'  kann  man  etwa  dadnrch  erhalten,  dass  man  zuerst  die  Punkte 

x'  bestiiiinit,  in  welchen  die  Senkrechte  up'  die  Kreislinie  K' 
trifft,  und  dann  jene  Punkte  y,  ermittelt,  in  denen  die  zur  Senk- 
rechten itp'  collinear  verwandte  Gerade  71p  den  Kegelschnitt  K 
schneidet.  Da  aber  die  Punkte  x'  den  Punkten  r,  rj  doppelt  als 
collinear  verwandte  Punkte  zugewiesen  werden  können,  so  ist  leicht 
ersichtlich,  dass  die  Verbindungslinien  rx,  v^x'  sich  im  Punkte  c,  und 
die  Verbiuduugsliuien  vx\       im  Punkte     schneiden  müssen. 

Durch  ähnliche  Untersuchungen  könnte  man  üBrjode  Kugelflfiche, 

die  ihren  Mittelpunkt  auf  der  Senkrechten  uo'  hat  und  durch  den 
Ereisschnitt  hindurchgeht,  ein  Paar  von  Punlrten  e  und  bestimmen, 
woraus  folgt,  dass  der  Oesammtheit  aller  solcher  Kugelflächen  eine 

Gesammtheit  von  Kreisen      [Kreisbfischel        und  eine  Gesammt- 

heit  TOn  Punkten  c^,  folglich  eine  Curve  Centspricht  Es  ist  auch 
ferner  klar,  dass  die  Gollineationsoentra  o  und  e|,  also  auch  die  Gurre 

C  in  der  Ebene  M  des  Hauptsehnittes  ÄT  sich  befinden. 

Denkt  man  sich  in  den  Bertthrungskegel  B,  der  das^Collinea- 
tionscentmm  e  zum  Scheitel  hat,  und  welcher  den  Flächen  F* 
umschrieben  ist,  eme  andere  Kugelfläche  F^'  eingeschrieben,  so  wird 

y*'  YOn  der  genannten  Kegelfläche  B  nach  einem  Kreise,  und  F  nach . 
einem  Kegelschnitte  berflbrt.  Die,  Berflhrungscurven  werden  sich  in 
zwei  Punkten  schneiden,  welche  reell  und  Torschieden,  oder  zusam- 
men&Uend,  oder  endlich  imaginär  sein  können.  Wenn  wir  z.  B.  an- 
nehmen, dass  die  Punkte  reell  sind,  so  werden  sich  die  Flächen  F, 
F"  in  diesen,  und  zwar  nur  in  diesen  Punkten  bertthren.    In  Folge 

dessen  werden  F,  F'  nach  zwei  Kreisen  einander  schneiden,  und  die 
Ebene  E^^  des  einen  Kreises  wird  zur  Ebene  parallel  laufeif.  Es 
ist  auch  weiter  klar,  dass  die  X'lächeu  J\  F"  für  den  Punkt  c  als 
Collineationscentrum  und  fttr  die  Ebene  als  Collineationsebene 
ebenfidls  als  collineare  Flächen  in  perspectivischer  Lage  angesehen 
werden  können,  und  dass  also  zur  constructiyen  Bestimmung  der  Gurre 

7j  eine  beliebige  Kr^schnittsebene  angenommen  werden  kann.  In 
Fig.  2.  haben  wir  die  Gollineationsebene  durch  den  Mittelpunkt  9  des 
KUipsoids  gelegt. 

2.  Nun  wollen  wir  beweisen,  dass  die  Curve  C  ein  Kegel- 
schnitt ist. 

II* 
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Da  der  Krcisbüscbel  (k')^  dessen  reelle  Mittelpunkte  die  Puukte 
m,  n  sind,  und  welcher  anft  zur  eonstrucüvon  BestimmaDg  der  Punkte- 
paare («,      und  somit  der  Gurre  ^  gedient  hat,  die  Senkrechte 

«o's  E  in  einer  inyolntoriscbcn  Punktreihe  M  *)  sdmeidet,  in  wel- 
cher die  Punktepaare  («s,  ab')  einander  involutorisch  entsprechen,  so 

mOssen  die  Punktreihen  M  =  {xyu ...),  M's  (flsV»'«>...))  i^ns  ^fftaa 

die  inyolutorisdie  Beihe  R  zusammengesetzt  ist,  projectivisch  sein. 

Die  Strablenbflschel  «,  ^,  **),  welche  die  Punkte  (e)  •**),  d.  h.  einen 

Kegelschnitt  C  erzeugen,  sind  aber  beziehungsweise  Scheine  der  pro- 

jec'tivischon  Hiihen  Ji\  R' ,  sie  iiiüssiMi  daher  auch  untcreiiiaiKler  pro- 
jectivisch sein  und  einen  Ki  txt  lscliuitt  6',  welcher  durch  die  Puukte 
t?,      hindurchgeht,  erzeugen. 

Dass  die  Strahlenbflschel  «^j,  v,  welche  ge^en  die  projectivisdien 

Reihen      R*  resp.  perspcctiyisch  li^cn  und  welche  die  Punkte  (e^), 

also  eiueu  mit  C  identischen  Kegelschnitt  Cj,  erzeugen,  kann  wie  folgt 
bewiesen  werden. 

Weil  der  Strahl       durch  den  Punkt  u  (Gentralpnnkt  der  in- 

velntorischen  Reihe  R)  hindurchgeht,  welcher  mit  dorn  unendlich  fer^ 
nen  Punkte  »'o^  des  Trägers  R  ein  entsprechendes  Punktepaar  «, 

«'qo  der  iuYoIntorischen  Reihe  Ik  bildet,  so  werden  dem  gemeinsamen 
Strahle  tw^  in  den  StraUenbflscheln  «(o^...),  v,(«Vtt'ao"*)>  ^oirie 
auch  in  den  projcctivischen  Bttscbeln  viisB^u.,.),  Ka^V«*'« •  • 
selben  Strahlen  vÜ'qo,  «Xooi  welche  zum  TrSger  R  paraUel  laufen, 
entsprechen;  und  diese  werden  beide  Kegelschnitte  C,       in  den 

Punkten  bertthren.  Beide  Kegelschnitte  c,  C\  erscheinen  somit 
durch  die  Punkte  r,  t-^,  durch  ihre  Tangenton  K,  V  und  durch  die- 

sdbo  involutoriacfae  Rdhe  R  yollkommcn  bestimmt,  sie  mtsaen  also 
identisch  sein. 

Im  Vorangehenden  haben  wir  gesehen,  dass  die  Curven  K  und 


*}  Durch  das  Symbol  R  bezeichnen  wir  eine  involiitoriscbe  Panktreibe, 

welche  ans  den  Punktreihen  Ry  U'^  deren  Träger  R,  R'  sind,  msammonge- 
setst  ist. 

**)  Durch  das  Symbol  v,  beicicbncn  wir  einen  Strahlenbflschel,  dessen 
Mittelpunkt  v  ist. 

***)  Unter  (C)  wird  die  Gesammtheit  aller  Punkte  des  Kegelsohnittes  0* 
Terstanden,  welche  dieselbe  Bedeutung  haben  wie  der  Punlct  c. 
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€  zmi  Punkte  v,     gememscbaftlich  haben,  and  dass  die  Tangenten 

F,  F|  des  Kegelschnittes  C  in  den  Punkten  v,  snm  Träger  X 
paraUel  sind.  Wenn  wir  beachten,  dass  die  Polare  des  Punktes  p  in 
Bezug  auf  den  Kegelschnitt  K  die  Secante  in»  ist,  .so  sehen  wir,  dass 
der  Strahl        welcher  den  Punkt  p  mit  dem  Mittelpunkte  u  seiner 

Polaren  mn  verbiiulet,  oin  Durcbiiiesser  des  Kegelschnittes  Ä"  ist,  und 
dass  also  die  Tangciiteii  der  ('urve  A'  in  den  Endpunkton  des  Durch- 
messers zu  mn  parallel  sind.  Nelinien  wir  auf  die  gewüuueuon 
Resultate  Rücksicht  und  darauf,  dass  Ji  senkrecht  steht  auf  mn,  so 
können  wir  folgenden  Satz  aufstellen:  Die  Tangenten  der  Curve  C 
bilden  mit  den  zugehörigen  Tangenten  der  Curve  JT  in  den  Punkten 

«,  «I  rechte  Winkel,  d.  b.  die  Gurven  K  und  C  schneidim  sieh  in  den 
Punkten  v,     rechtwinklig  und  haben  denselben  Mittelpunkt 

3.    Wir  wollen  nun  die  Bedingungen  aufstellen ,  unter  welchen 

der  Kegelschnitt  C  sich  als  eine  Ellipse,  eine  Hyperbel  oder  eine 

Parabel  ergibt. 

Man  kann  bekanntlich  nur  solche  NichtregclHächcn  zweiter  Ord- 
nung affin  auf  einander  beziehen,  welche  derselben  Gattung  angehören 
(z.  B.  zwei  EUipsoide,  zwei  einfache  Hyperboloide,  zwei  clli])tischc 
Paraboloide  u.  s.  w.);  es  existirt  also  in  dem  Falle,  wenn  die  Fläche 
F  ein  Hyperboloid  ist  (Fig.  1.),  keine  Kugel,  welche  dem  Hyper- 
boloide, sowie  auch  kein  Kreis,  welcher  dem  Hauptschnitte  K  affin 
zugewiesen  werden  könnte.  Hieraus  erhellt,  dass  in  den  projeettvi- 

sehen  Bttscheln  «,  ^  kern  Paar  von  parallelen  und  entsprechenden 

Strahlen  zum  Vorschein  kommt,  und  dass  die  CSurre  C,  weil  sie  -kdnen 
unendlieh  fernen  Punkt  besitzt,  eine  Ellipse  ist. 

Ist  die  gegebene  Fläche  ein  Ellipsoid  (Fig.  2.),  uud  beschreibt 
mau  in  demselben  mit  der  mittleren  lialbaxe  als  Radius  eine  concen- 
trische  Kugel,  so  wird  dieselbe  von  der  Ebene  M  des  Hauptschuittes 

A  nach  einem  Kreise  A'"  vom  Durchmesser  vm  geschuitt4?n.  Der 
Kreis  K",  welcher  dem  Kreisbüschel  (A")  angehört,  wird  noch  von 
dem  geometrischen  Orte  ?<?t'x  der  Kugelmittelpunkte  (o')  in  zwei 
Punkten  v',  v^'  getroffen,  welche  mit  den  Punkten  verbunden, 

zwei  Paare  von  parallelen  und  entsprechenden  Strahlen  tw',  v^v^'^ 

w,',  vi>-'  der  StrahlenbOschel  v,  liefern.  Man  sieht  hieraus,  dass 
nach  den  Gesetzen  der-  perspectivischen  AMnität  aus  dem  £llipsoide 

eine  und  nur  eine  Kugel,  und  aus  der  Ellipse  S  ein  und  nur  ein  Kreis 

X"  abgeleitet  werden  kann,  und  dass  die  Strahlen  vv^  tr^v'  die 
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Affinitfttsiicbtaiigeii  sind.  Der  Kegetechnitt*?  bat  also  swei  unend- 
lich ferne  Punkte  nnd  ist  eine  ^yperbel.  Die  Geraden  D^,  z>i', 
welche  wir  durch  den  Mittelpunkt  »  parallel  zu  den  Al&nitfttaricfa- 
tungen  w',  v^v'  legen,  sind  Asymptoten  der  Hyperbel  C. 

Ist  endlich  die  gegebene  Fläche  ein  Paraboloid,  und  betrachtet 
•man  die  Kreisschnittsebene  Jä^  als  eine  Kugelfläcbe  und  die  Spur  nm 
als  einen  Kreis  vom  unendlich  grossen  Halbmesser,  so  wird  nm  die 
Punktreihe  k  in  den  Punkten  »'oo  schneiden.  Da  nun  der  Durch- 
messer vv^ao  durch  den  Mittelpunkt  der  Parabel  K  d.  h.  durdi  den 
unendlich  fernen  Punkt  ihrer  Axe  hindurchgeht,  so  ergibt  sich,  dass 

nur  die  Strahlen  vu,  vgao  parallel  sein  können,  und  dass  die  Gurre 
C  eine  Parabel  ist. 

4.  Es  ist  wert  zu  erwähnen,  dass  die  Strahloubiischol  v(ji-yuu'x!-  )^ 
Viiac'j/'u'oc),»,)  auf  der  uucndiich  iernou  Geraden  der  Ebene  der  Curve 

K  zwei  projoctivische  Panktreihen  (aix  ?/x  "ao  "'x  (^'x  2/'x  "'oo  "oo  ••) 
erzeugen,  folglich  ist  (x^  v-c  "x x  )  —  (x'(x>  y<xi  '"'oo  "x )?  "n<l  -^x  ^"'x  i 
VccV'cGt  wqo^^'oo  bilden  eine  Involution.  Die  Doppelpunkte  dieser 
Involution  sind  unendlich  ferne  Punkte  des  Kegelschnittes  C,  und 
man  hat  daher  in  Fig.  1.  zwei  imaginäre,  in  Fig.  2.  zwei  reelle  nnd 
verschiedene,  und  in  Fig.  .'1  zwei  zusammenfallende  Doppelpunkte. 
Projiciren  wir  die  Involution  x-f^x'.^^  yoot/'xii  "x^*'x  ans  dem 

Mittelpunkte  s  der  Strecke  v  ij,  d.  h.  verschieben  wir  die  Strahlen- 
büschel r,  i'i  parallel  zu  sich  selbst,  bis  ihre  Mittelpunkte  r,  ?-j  mit 
dem  Halbirungspunkto  s  /usammeu fallen,  so  erhalten  wir  eine  Strah- 
leninvolution, deren  Doppelstrahlcn  die  unendlich  fernen  Punkte  der 

Curve  C  projiciren  und  daher  Asymptoten  dieser  Curve  sind. 

5.  Betrachten  wir  cc^  als  ein  der  Curve  C  eingeschriebenes 
Viereck  und  die  Tangenten  in  den  Punkten  v,  v^,  6>,  als  ein  der^ 
selben  Curve  umschriebenes  Yierseit,  so  sehen  whr,  dass  das  Diago- 
naldreieck pxx^  des  Viereckes  zugleich  ein  Diagonaldreiseit  des  be- 
treffenden Vierseits  ist,  und  dass  der  Schnittpunkt  «'oo  der  Tangenten 
F,  Fl  und  der  Schnittpunkt  o'  der  Tangentffli  eo\  Cjo'  auf  der  Dia- 
gonalseite xx'  liegen  rouss.  Es  ist  bekannt,  dass  die  so  erhaltenen  - 
Punkte  xx'o'u'cß  harmonische  Punkte  sind,  und  da  der  letztere  Punkt 
u'oo  im  Unendlichen  liegt,  so  muss  o*  die  Strecke  xx\  d.  h.  den 

Durchmesser  der  Kreislinie       halbiren.    Es  gelten  somit  folgende 

Satze:  a)  Die  Tangenten  des  Kegelschnittes  C  in  den  Punkten  c, 

schneiden  sich  im  Mittelpunkte  o'  jener  Kugel  F',  welche  die  colli- 

near  Verwandte  ist  der  gegebenen  Flftche  ]p  ftlr  die  Punkte  c,  als 


Üigiiizeo  t»y  Goj^e 
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Collineotionsccntra  uud  fftr  die  Kreisschnittsebene     als  CollineatioDS- 
ebene.  b)  Die  TangeDten  des  Kegelschnittes  C  in  den  Punkten 
Bchteiden  sich  im  Mittelpunkte  o'  jener  KreisUnie  K\  welche  die 
coHinear  Verwandte  ist  des  Kegelschnittes      f&r  die  Punkte 
als  Gollineationscentra  und  filr  die  gemeinschaftliche  Secante  mm  der 
Cnrven  S;      als  CoUineationsaxe. 

6.  Es  bleibt  uns  noch  ttbrig  zu  beweisen,  dass  die  Cnrven  K 
und  C  confocal  sind. 

Wir  wissen,  dass  jede  Kroisliiiic  ,  welche  durch  zwei  Punkte 
m,  n  eines  Kegelschnittes  K  hindiircligoht  und  in  der  Kbeno  desselben 
liegt,  denselben  noch  in  weiteren  runkten  »,  schneidet,  uud  dass 
die  Verbindungslinie  solcher  Punktu  von  constauter  Richtnug  ist.  Im 

Kreisbüschcl  (K')  existiren  zwei  Kreislinien,  die  den  Kegelschnitt  K 
in  den  Punkten  <i  berühren.  Die  Tangenten  dieser  Punkte  sind 
parallel  zu  min^.  Die  Kreislinie,  welche  den  Kegelschnitt  im  Punkt 
t  berührt,  wenn  wir  Kt,  und  die  Kreislinie,  welche  den  Kegelschnitt 
im  Punkte  t'  bertthrt,  nennen  wir  Kt»      Wur  können  beweisen,  dass 

die  Punkte  t,  auch  dem  Kegelschnitte  C  angehören.  Zn  dem  Zwecke 
erinnern  wir  ans,  dass  die  Kreislinien  JT«,  ftc,  welche  den  Kegel- 

adinitt  K  in  den  Punkten  i,  bertthren,  auf  der  Curre  K  zwei  wei- 
tere Punkte  bestimmen,  deren  Verbindungslinien  offenbar  mit  der 

Gkoraden  «im  sowohl  der  Lage  als  auch  der  Richtung  nach  überein- 
stimmen; da  aber  die  Taiigenteu  der  Gurve  E  in  den  Punkten  v,  v, 
dieselbe  Richtung  haben  wie  »m,  so  können  wir  zwei  Kreislinien  con- 

struiren,  die  den  Kegelschnitt  K  in  den  Punkten  t  und  v  oder  bc- . 
rühren.  Dasselbe  bezieht  sich  auch  auf  den  Punkt  t^.  Hieraus  folgt, 
dass  die  Punkte  iWiUi  symmetrisch  zu  den  Axen  des  Kegelschnittes 
K  liegen  und  ein  Rechteck  bilden,  d.  h.  einer  Kreislinie  augehören, 
die  ihren  Mittelpunkt  im  Centrum  der  Curve  C  hat.  Es  seien  r  uud 
r'  die  Schnittpunkte  der  Kreislinie  Kt  mit  dem  geometrischen  Orte 
tttt'oD  Kugelmittolpunkte  (o');  dann  halbiren  die  Punkte  r  und  r' 
den  auf  bestimmten  »Bogen  mn.  Die  Kreislinie  £t  schneidet  die 
Curve  K  in  den  Punkten  m,  n  und  berührt  dieselbe  im  Punkte  t\ 
nach  einem  bekannten  Satze  aber  die  Kegelschnitte  bilden  die  Ge- 
raden mt  und  nt  mit  den  Azen  der  Gurve  1^  gleiche  Winkel.  Die 


*)  In  Fig.  1.  ist  bloM  di«  Kreiilinie  2&  geceiehnet 
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Seiten  dos  Rechteckes  w^tt^  sind  aber  parallel  zu  diesen  Axen,  folg- 
lich halbiren  die  Geraden  vt^  v^t  die  Winkel  der  Geraden  mt^  und 

deshalb  wcrdeu  die  ersterca  zwei  Geraden  die  Kreislinie  Kt  in  jenen 
Ponkten  schneidcu ,  diu  den  Kreisbogen  mm  balMren,  also  in  den 
Punkten  r  nnd  r'.  Es  ist  also  der  Pnnkt  t  der  Schnittpunkt  der 

Geraden  vr  und  v^r\  und  somit  ein  Punkt  der  Corvo  C,  Dasselbe 
gilt  vom  Punkte  e'. 

Die  Kegelschnitte  K  und  C  schneiden  sich  in  den  Eckpunkten 
des  Rechteckes  vi\tt-^^  folglich  sind  sie  coaxial,  und  da  sie  sich,  wie 

wir  schon  früher  gezeigt  haben,  in  den  Pnnktcn  ^',  rj  rechtwinklig 
dnrchsi'hnoidcn,  so  werdtMi  sie  sicii  aucii  in  den  Punkten  recht- 
winklig schneiden,  und  beide  Kegelschnitte  nuisscn  also  confocal  sein. 
Wir  können  also  folgende  Resultate  aussprechen: 

a)  Der  geometrische  Ort  der  Collineationscentra  (e,  zwisehen 
einer  Nicbtregelfläche  zw^ter  Ordnung  F  nnd  einem  System  von 
Kugelflächen  (P),  die  durch  einen  Kreisschnitt -der  Fläche  hindurch- 

gehen,  ist  ein  zum  Hauptschnitte  K  confocaler  Kegelschnitt  C*). 

b)  Der  geometrische  Ort  der  Collineationscentra  (c,  c,)  zwischen 
einem  Kegelschnitte  K  und  einem  System  von  Kreisen  (jk')  ist  ein 
zum  Kegelschnitte  £  confocaler  Kegelschnitt  C. 

7.  Die  confocalen  Kegelschnitte  A'  und  C  führen  uns  zur  be- 
kannten Axeuconstructiüu  der  Ellipse,  von  welcher  zwei  conjugii^te 
Durchmesser  m»,       (Fig.  2.)  gegeben  sind. 

Zn  dem  Zwecke  föllen  wir  von  dem  Punkte  . eine  Senkrechte, 
auf  den  Durchmesser  m»,  nnd  tragen  auf  diese  Senkrechte  vom  Punkte 
Vi  aus  beiderseits  die  HäUte  des  Durchmessers  m».  Die  Verbindungs- 
linien der  so  erhaltenen  Punkte     d  mit  dem  Hittelpunkte  t  sind 

Asymptoten  der  Hyperbel  C.  Denn  aus  den  congrucnten  Dreiecken 
l\vsv  und  ergibt  sich  Wkl.  w's     Wkl.  söv^  d.  h.  s6\\l^'. 

Ebenso  hat  man  aus  der  Congrucnz  der  Dreiecke  /\i^-^v's  und  A^'r^T» 
Wkl.  t'ip  ==  t>,t?'*,  folglich  sy  |1  v'n^.  Wenn  wir  uns  die  Halbiruugs- 
gcradeu  der  Winkel  dsy  coustruireu,  so  sind  uns  dadurch 

die  Axeu  von  K  der  Lage  nach  gegeben.  Dabei  wollen  wir  als  be- 
kannt voraussetzen,  dass  parallele  Gerade,  welche  wir  durch  zu 
den  Axen  na,  sh  führen ,  die  Asymptoten  in  zwei  Punkten  ß  und  « 
schneiden,  und  dass  «a,     die  Längen  der  Halbaxen  «a,  tb  sind. 

♦)  Dr.  W.  Fiedler,  Darstcllendo  Geometrie,  erute  Auflage  pag.  392. 
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8.  Die  gewonncnon  Resultate  kann  man  auch  bei  der  directea 
AxenbestimmuQg  der  Ceutral-Projecüon  eines  Kreises  vorwerten. 

Es  sei  mti  (Fig.  4)  das  Bild  der  centralen  Projcctiou  des  zur 

Kildchoiio  (Frojectiousebeue)  parallelen  Durclnnesser  «io«o  eines  cen- 
tral zu  prujicireuden  Kreises ,  welcher  auf  eiuer  gegen  die  Bildebene 
beliebig  geneigten  Ebene  *S,  /''  liegt.  S  sei  die  Spur  und  F'  die 
Fluchtlinie  dieser  Ebene;  ferner  sei  c'  der  Centraipunkt  (Haupt- 
punkt), r'{c)  die  Distanz  und  >■  die  riiile^ung  des  Projectionsceutrums 
um  die  Fluchtlinie  F'  in  die  Bildcbcue.  Zur  Bestimmung  der  Axeu 
der  centralen  Krcisprojection,  denken  wir  nns  die  Ebene  des  Kreises 

um  jenen  Durchmesser  ?/to«o,  der  seine  centrale  Projection  in  yim  hat, 
in  eine  zur  Bildebene  parallele  Lage  gedreht,  und  construiren  nun 

die  centrale  Projection  A"  des  gedrehten  Kreises.   Es  wird  sofort 

in  die  Augen  fallen,  dass  K  und  K'  als  cullineare  Curven  in  per- 

spoctivischer  Lage  betrachtet  werden  können,  uud  dass  juh  die  Col- 
lineationsaxe  und  <•  das  Colliiieatioiiscoufrum  ist.  Man  wird  auch 
nach  den  oben  augeführteu  Ergebnissen  ohne  weiteres  orkcinici),  dass 

c  auf  einer  zum  Bilde  Ä'  confocalen  Hyperbel  C  liegt*)    —  weil 

tich  zwischen  K  und  K'  ähnlicho  \  orhältnisse  ergeben  wie  in  Fig.  2. 

—  und  dass  das  Bild  £  von  der  llyiK  rbel  C  in  jenen  Punkten  v, 
rechtwinklig  geschnitten  wird,  welche  Ceutral-Projectionen  der  End- 
punkte des  zur  Bildebene  senkrecht  stehenden  Durchmessers  sind. 

Dass  ue  die  Carve  C  im  £>unkte  c  bertüirt,  ist  anch  Idar.  Wenn  wir 
die  Asymptoten  D^,  der  Hyperbel  C  confftmiren,  so  sind  wir 
auch  im  Stande  die  Axen  des  Ereisbildes  K  sowohl  der  Lage,  als 
auch  der  Lange  nach  zn  bestimmen.  Zur  Bestimmung  der  Asymptoten 
i>t)  denken  wir  was  die  Strahlenbüschel  welche  die  Cnrve 
C  erzeugen,  parallel  zu  sich  selbst  verschoben,  bis  ihre  Mittelpunkte 
9,  «1  znsammen&Ilen.  Dadurch  erhalten  wir,  wie  bekannt,  (Art  4) 

eine  Strahleninvolution  «7  welche  durch  zwei,  einander  entsprechende 
Strahlenpaare  tu^  und  (W);  sxiiwi)  (ox*)  und  sx^isxi  |  v^x*) 

▼(dlkommen  bestimmt  ist  Die  Doppelstrahlen  2>i  und  (Asym- 
ptoten der  Ourve  C)  der  Strahleninvolution  ?  kann  man  mit  Hilfe 
eines  beliebigen  durch  «  hindurchgelegten  Kreises  bestimmen.  Die 
Starahlenpaare  «>|,  tui\  «x,,  esp^'  schneiden  nftmlich  diesen  Kreis  in 
den  dnander  entsprechenden  Punkten  ti^,  x^,  x^*  einer  Pnnkt- 
inTolution,  welche  .durch  die  Strahleninvolution  7  aof  dem  Hilfskreise 


*)  In  d«r  Jfjgur  4.  ist  die  Hyperbel  C  nicht  gesdchnet. 
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bestimmt  wird.  Die  Doppelpunkte  t/j,  tl^'  dieser  Puuktinvolutiou  er- 
halten wir  entweder  mit  Hilfe  der  lavolutionsaxo  Z  oder  des  In- 
Tolntionfleentram  tf.  Im  ersten  FaUe  constmiren  wir  die  Schnitt-, 

punkte  I  und  tj  der  Geraden  u^x^,  n^'x^'  und  der  Geraden  u^x^^ 

it^'x,  und  vorbinden  dieselben  durch  die  Involutionsaxe  £.  Die 
Schnittpunkte  </,  und  r/j'  der  Axe  2  mit  dem  liilfskreise  sind  Dop- 
pelpunkte der  im  Kreise  bestimmten  Punktinvolution  und  die  Ver- 
bindongalinieB  des  Punktes  «  mit  den  Doppelpunkten  d^^  d^'  sind  die 
gesachten  Doppelstrahlen  D^,  Di',  Die  Doppelpunkte  ,  d^*  hätte 
man  wohl  anch  erhalten  können,  wenn  man  durch"  das  Inrolntions- 
oentnun  a  znm  Hilfidcreise  Tangenten  gel^  und  die  BerOhrongspunkte 
derselben  bestimmt  hfttte.  Das  Centmm  c  ist  der  Schnittpunkt  der 

Geraden  t^',  Halbiren  wir  den  Winkel  und  Nebenwinkel 

zwischen  den  Asymptoten      und  Dj*,  so  erfüllten  wir  die  Azen  »a 

und  sö  der  Lage  nach.  Die  Längen  der  Halbaxen  «a  <=■  *c,  sb  =^  äß 
findet  man  wie  in  Fig.  2.  mit  Hilfe  der  Geraden  Vj«,  v^ß,  welche 

parallel  zu  «6,  sa  gezogen  werden  und  die  Geraden  Dj,  £)/  in  den 
Punkton  ß  treffen.  Es  sei  nebenbei  bemerkt,  dass,  wenn  man  vom 
Mittelpunkte  des  Ilüfskreises  auf  die  Involutionsaxe  2'  eine  Senk- 
rechte fällt,  dieselbe  durch  das  lavolutionscentrum  a  hindurchgeht 
und  den  Hilftkreis  in  den  Punlrten  r,  r'  schneidet,  welche  mit  dem 
Punkte  »  durch  gerade  Luden  verbunden,  auch  die  Axen  des  Kegel- 
schnittes K  der  Lage  nach  liefern;  denn  sind  entsprediende 
rechtwinklige  Strahlen  des  invölutorischen  StraUenbflschels  iT 

In  Fig.  5.  ist  auch  der  l  all  behandelt,  wenn  das  Bild  des  Kreises 
eine  Parabel  wird. 

Es  wurde  der  Brennpunkt  /  dieser  Parabel  als  Schnittpunkt  der 

Kreise  Jfi,  Ä^,  welche  den  Dreiecken  ^12c'  und  umschrieben 

sind,  bestimmt.  Dass  die  Kreise  JST,,  durch  den  Brennpunkt  / 
hindurchgehen  müssen,  ergibt  sich  daraus,  dass  die  Seiten  der  Drei- 
ecke A12c'  und  Al'2'c',  welchen  sie  umschrieben  sind,  aus  den 

Tangenten  der  Parabel  6'  und  der  Parabel  K  gebildet  sind. 

Zu  Ende  dieser  kleinen  Mitteilung  wollen  wir  nur  nebenbei  be- 
merken, dass  derselben  die  Lösung  der  Aufgabe  „es  soll  der  geome- 
trische Ort  des  Projectionscentruras  bestimmt  worden,  aus  welchen 
ein  Kegelschnitt  auf  eine  gegebene  Ebene  als  ein  Kreis  sich  pro- 
jicirt",  sich  naturgemäss  anschliesst.  Da  Nvir  dieses  Problem  schon 
an  einem  anderen  Orte  besprochen  haben,  so  wollen  wir  hier  davon 
absehen  und  erlauben  uns  den  geneigten  Leser  dahin  zu  verweisen*). 

*)  ArdiiT  mathematikj  a  fyAkf*   IL  Band  pag.  104. 
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IX. 

■ 

D^veloppement  en  s^rie  entidre  de 

1 

Par 

.  P.  Appell. 


I.  Soit  a  nne  oonstante  hnagimkire  qaelconqne,  0  wie  variable 

1 

i 

imaginaire;  la  fonction  (l-f-Aie)  prend,  ponr  ofaaqoe  valear  de  « 
antre  qn*  nne  valenr  commensnrable,  nne  infinite  de  valenrs  qne  Ton 
peut  d6finir  par  le  Tidentiti 

(1)  (l  +  O«) 

Parmi  toutes  Ics  valcurs  de  Log(l-|-a^))  je  consid^re  senlement  oelle 
qui  Be  rödnit  k  0  quand  »  tend  ven  0; 

(2)  Log(l+a«!)  —  «»— ..." 


La  fonction  (l-|-as)  qne  d^finit  alors  l'identitö  (1)  est  diveloppable 
en  nne  söne  ordonn^e  par  rapport  anx  pnissanccs  positives  crois- 
santes  de  a  et  oonvergente  ponr  toutes  lee  valenrs  de  «  dont  le  modale 

est  moindre  quo  le  modnle  de        On  peut  calcnler  autant  de  ter- 

mos  de  cette  serie  que  Ton  veut,  de  la  fa^on  suivante.  Rempla^ous 
dans  (1)  hog{X-\-aic)  poor  le  d^veloppement  (2),  neos  avons 
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"  •••• 


d'oü 

1 

(8)  -  l-p+a>[l+fj^-a*{^+l+'£jx^+ ... 

0*11116  manidie  g^nMe  le  coeffident  Ap  de  ( — VfseP  sera  de  la  forae 

(4)  Ap  =  ai'+i(^i  +i«  a  +  •  •  •  I'pai'-^) 

Pg,  P2  .  • .  Pp  htSMi  des  ooefficients  nam^riquos.  On  pent  ^tablir  une 
formulo  recurroBte  permettant  de  calcalcr  ohama  de  OBB  ooefficieDte 
Ap  4  Taide  da  pr^c^ent,  A  cet  effet,  ecrivoi» 


pnis  tirenons  les  d£riv^  des  dem  membres  par  irapport  k  a.  Noas 
a?oii8 

en  appelant  Ap  la  dehvec  do  ^p.  par  rapport  ä  a.  La  relatiou  pr^' 
cedente  peut  s'ecrire 

«-•dH-ÄB)*    =  £('"iyfAfKf^£{—VfAp'9if 

et  en  multipliant  les  dcax  mombres  par  {l-^-ax) 

Sir-tyfApßß  —  (lH-ii«)^(— DI'Mp+V)»'» 

d'oü,  cu  6galaut  les  coeflicieuts  de  xP  dans  les  dcux  membres: 

(6)  Ap'  -  a{Ap-i+Ap-i') 

a 

Ap'^aAp-j-\~  I  {a^l\Ap^\da 

et  Ton  a  aiasi  l'expressioa  de  Ap  au  fonctiou  do  Ap^i. 

II  L'expressioii  (4)  da  coeffident  Ap  est  intimomont  li^e  k 
Texpresdon  de  la  somme  des  prodnits  difffäreots  des  n  premiers  en- 
tiers  p  k  p.  Seit  ßpin)  oette  somme.  On  a 


uijiu^od  by  Google 


Appell:  DiottapptmeiU  m  a&U  ftat»  fontHtm  txponmitkile*  173 

1.2+1. 3  +  ...  +  l.n  \ 

+2.34-... +2. n        (     ,  n  T^J-^-^l 

+(«-l).»  * 

et  aiusi  de  suito.  Gr,  voici  le  th^or^me  que  je  me  propose  de  d6- 
montrer : 

L'ezprestioii  de  la  somme  Sjin)  est 

4-  iV(«~J»)(«-l»-l) ...  («-2|»+2)], 

les  coefficients  etant  prt'oisemeut  ceux  qui  eutreut  daus 
l'expressiou  (4)  du  cociticicut  Af. 

Ponr  d^montrer  ce  th^ordme,  je  vais  d'abord  faire  voir  qae 
Sp^n)  est  nn  polyn6me  en  n  du  degr6  2p  divisible  par  le  prodnit 
<n-|-l)n(n — l)...(fi— p+l),  en  montront  qoe  si  cette  proposition  est 
Traie  ponr  £^.1(1»),  eile  le  sera  ponr  iS^(n);  alors,  comme  la  proposi- 
tion est  Traie  ponr  j8|(«),  die  le  sera  quel  qae  seit  p.  On  a  6vi- 
demment 

(6)  Sy{H)  =  —         iSpCn  -  1) 

d'oä  U  r^Bolte  d^jä  qoe,  si  8f-i{n)  est  uo  polynöme  en  i«  de  degr6 
2(j9 — 1),  8t{n)  sera  de  degr6  3^.  Haintenant  dans  lee  denz  membres 
de  ndentitö  (6)  faisons  m  —  p  et  remarqnons  qae,  d'apr^  la  d^fini- 
tion  de  8^n)^  on  a 

^p{p)  =  1.2  ...  p, 
V-i(l>--l)  =  l-2...(l>-l)i 

nons  obtenons 

5/»(|»-l)  =  0; 

doiic  düjä  Sf,{u)  cet  divisible  par  (t<— ;)-j-l).  Faisous  ensuite,  dans 
(6),  n  —  p  —  ly  et  rappelous  uous  que 

Äi,(ji-l)-0, 
i^-.i(y-2) «  0;» 

nons  oMenons 

done  i^(f»)  est  divisiUe  par  (fi^p+2).  On  eontinnera  de  oette 
£a^n,  et  on  montrera  qne  8t{n)  est  divisible  par  le  prodnit 
(n+lX«— 1)...(a— p-f-1).  Comme  d'aillenrs  8^n)  est  en  «  da 
degr6      on  poorra  toi^joors  mettre  cette  fonction  sons  la  forme 
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(7)  i%(i»)-(n+l)«(»-l)...(«-l'H-l)WH-^«'(«-p) 
H-Pa'(n-j,)(n-p-l)+ ...  +P/(n-p)(n-j,-l)...(n~%»+2)] 

les  coefticients  P'  etaut  iudependants  de  n.  Et  alors,  pour  demoiitrer 
le  th^oröme  que  j'ai  en  vue,  il  uc  mc  restc  plus  qu'  4  d^moutrer  quo 

1 

X 

Pour  cela,  supposousa;  r^el,  et  developpant  (l-f-o«)  par  la  formule 
da  binome 

1 

(l+a»)  =l-fa+  oH  j-g^  

■  (1^,)(1_2.)...(1^ 

Si  011  ordoune  co  developpement  par  rapport  aux  puissaaces  crois« 
sautes  de     ou  a 

(1+ j  -  ..-.^."F  -^<^  -  „.-. 

^    '     '                  «-1  1.2...(n-|-l)  „=2l«...(»+l) 

+  •  •  • + i.2r&Vr)'^-'+  •  •  • 


Or  ai,  dans  le  terme  g^ntoü  d6|ce  d^iveloppeinent,  on  remplace  i8^(«) 
p«r  soa  exprossion  (7),  on  Toit  qne 

,i_.p  1.2...(n-|-l)  *  n-o  1.2...»  '      ■  „sso  1.2...  »i 

—  «^PZ-f  P,'a+  . . .  PpV-i) 

Ou  trottve,  de  cette  fayou,  pour  le  coefiideut  de  ( — daus  le 

1 

X 

developpement  de  «-"(l-j-aa;) ,  le  polyaume 

Comme  ce  coefticicnt  doit  etre  identique  ä  celai  d^ja  trouve  (4),  il 
Oaat 

ce  qui  d^montre  le  fh^ortme. 
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Comrae  ftpplieation  du  tlieorcme,  noos  pouvons  donner,  par  ex- 
emple,  Texpression  do  ^(n)  dednite  da  €OiMf]fiGieiit  de  gfi  dsoß  le  d6- 
veloppement  (3): 

jB^^  — /j-n^      iw     .Jl  ,  »-3  ,  (»-3)(>»-4)1 
on  bien 

n«(»+J)'(n-l)(n-2) 
III.   II  eet  ä  remarquer  quc  la  somme 

des  coef&dents  qni  fignrent  dans  le  ])olyu(jino  (4)  et  dans  TexpreBsion 

de  Sfin)f  a  pour  liiuite  \  quand  p  croit  ind^finiment.  Poor  le  d6- 
montrer  posons 

et  dans  le  d^Teloppement  (8)  fiiisons  a  —  1  et  rempla^onB  x  par 
— ar.  Kons  aTons 

1 

1  "« 

-(1  — ar)     —  JB'o+Äia:4-...4-i/parP+ ... 

Mnltiplioiis  les  denx  membres  par  (l—x), 

Lorsque  a?  tend  vers  ronit^  eu  croissaut,  le  premier  membre  a  poor 
limite la  s^e  du  second  membre  doH  donc  rester  convergeiite 

poor  «  —  1  et  avoir  ponr  somme  ^.  Or,  si  l'on  &ite— 1,  la  somme 

des  p  Premiers  termes  du  second  membre  est  Bp  .,  il  faut  donc  que 
Bp  ait  ponr  limite  \  ponr  p  infini.  Ge  qoi  d^ontre  la  proposition. 
Ainsi  Tod  a 

-öi  =  i,  ^«  =  i+i  =  ii,  -öa^i+iH-Ä-fi,  etc. 
nombres  qui  so  rapproclieut  visiblememt  de  ^> 
B^ou  G.  Jauvier  1880. 
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X. 

Excentrischer  Kugelsector. 

Von 

R.  Hoppe.  . 


Wird  eine  Kugel  von  3  Ebenen  geschnitten,  die  sich  in  einem 
innern  Punkte  schneiden ,  so  teilt  sich  die  Engel  in  8  exceutrische 
dreiseitige  Scctoren.  Die  Inhaltsberechnuug  eines  solches  Sectors  hat 
zuerst  Grelle  gegeben,  erklärtcnnassen  aber  nur  als  ein  Beispiel,  dass 
eine  von  Natur  einfache  Aufgabe  der  Lösung  viele  Verwickelungen 
und  Umständlichkeiten  entgegenstellen  kann.  Ich  möchte  umgekehrt 
der  anscheinend  gar  nicht  sehr  einfachen  Aufgabe,  da  sie  9  unab- 
hängig gegebene  Linienverhältuisse  einführt,  für  sich  als  einer  der 
allgemeinsten,  der  Anwendung  in  der  Praxis  nahe  stehenden  eleinßu- 

'  tnren  Eörperberecbuuugcn  eine  hinreichende  Bedeutung  zuschreiben, 
dass  anch- weitere  Beschäftigung  mit  ihr  von  Interesse  ist  Die  fol- 
gende LOsnng  soll,  ein  Versnch  sein,  einer  wirklichen  'Beirflltignng 
des  Resultats  und  der  Herleitnng  nfther  zu  kommen,  nnd  die  An- 

*  reihnng  zu  weitem  Versuchen  der  Yereinfachnng  geben. 

Der  Sector  wird  eingeschlossen  von  einem  sphärischen  Kreis- 
bogendreieck ABC  und  3  excentrischen  Kreisscctoren,  seinen  Seiten, 
jede  Seite  wieder  durch  einen  Bogen  eines  nicht  grössten  Kreises 
und  2  Gerade,  die  Kanten  des  Kugelseetors,  welche  in  dessen  Spitze 
E  zusammenlaiifen.  "Zieht  man  durch  E  einen  Kugeldnrdmiesser  und 
legt  3  Ebenen  durch  ihn  und  dnzdn  durch  C,  so  stellt  sich 

8  als  algebraische  Summe  dreier  excentrischer  Engelsectoren  mit  dem 
Durchmesser  als  gemeinsamer  Kante  dar,  und  zwar  sind  alle  S  posi- 
tiv, oder  1  oder  2  negativ  zu  nehmen,  jenachdem  der  Durchmesser 
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durcli  S  selbst  oder  durch  einen  anstossenden  oder  Schoitclsector 
geht.  Hiermit  ist  die  Aufgabe  auf  die  znrückgefübrt,  den  Inlialt  eines 
excentrisohen  Kugelsectors  zu  tinden,  dessen  eine  Kante  ein  Stück 
eines  Durcliniessers  ist,  der  also  nur  eine  beliebig  gegebene  Seite 
BEC  bat,  die  beiden  andern  sind  Sectoren  grösster  Kreise  BED  und 
CED.    (Hierzu  die  Figur). 

Als  Element  des  Sectors  8i  betrachten  wir  den  Keil  zwischen 
den  durch  ED  liegten  2  Ebenen,  welche  mit  der  Ebene  BED  die 
Winkel  ^  und  tp+h^  bilden.  Die  SchnittlGigQr  der  erstem  sei  PED. 

Bekanntlich  ist  dn  nncndlich  dünner  Keil  gleich  dem  Product  aus  dem 
statischen  Moment  einer  Seite  in  Bezug  auf  die  scharfe  Kante  und 
dem  unendlich  kleinen  Flächenwinkel.  Sei  also  MN  die  vom  Bogen 
PD  nnd  von  FE  begrenzte  variabele  Parallele  mit  DE  im  Abstände 
r  von  DE\  dann  ist  der  Keil 


d8i  =  d(p 


MNrdr 


Beieicfanet  JP  den  Mittelpankt  der  Kogel,  ^  den  Winkel  PFD,  e  die 
Strecke  FE  positiv  nach  D  hin,  and  setzt  man  den  Eugehradins  —  1, 
so  ist  die  obere  Integialgrenze  r  =«  sin^,  nnd 

r  *     »      9  sin^ 
daher  nach  Aosführang  der  ersten  Integration: 

Die  Gleichung  der  Seitenebeue  BEC  sei 

«)co8a+(yC08/}+«Bin/})sina=B0  (2) 

wo  FD  zur  X  Axe,  FD  Ii  zur  ry  Ebene  genommen  ist  Der  Punkt 
F  liegt  auf  dieser,  auf  der  Sclmittebene 

»  =  fftg^ 

nnd  auf  der  Kngelflftche 

^+t^+f^  - 1 

Ausserdem  ist  bekannt 

a  —  cos^ 

Eliminirt  man  zwischen  diesen  4  Gleichungen  a;,        so  bleibt: 

cos(y~ffi=:  cot«  (3) 

Ttil  LSV.  18 
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Ferner  sei  //  der  Pol  des  Kugelscbnitts  BKC  von  ihm  aus  auf 
derselben  Seite  mit  D.  Da  hiernacii  FJ/  normal  zur  Ebene  BEC 
ist,  so  muss  ein  Lot  EG,  auf  der  Ebene  DFII  errichtet,  in  die  Ebene 
BEC  fallen,  also  FCf  eine  Seite  des  Kegels  sein,  welchen  IJ'  be- 
sebreibt,  wenn  P  auf  dem  Bogen  BC  fortrückt,  folglich  ist . 

.    WkL  HFF^üFG  =  y 

muserdem  ericeamt  man,  da  EO  senkrecht  auf  EF^  daas 

m 

  EF 

COBEFQ  =  ^  =  e 

ist  Daher  hat  man  in  dem  bei  D  rechtwinkligen  aphärischen  Drei- 
eck GDH  die  Belation 

cos  GH  =  cos  DG  cos  DH  (4) 

Der  Centriwinkel  zu  DH  ist  aber  der  erste  Kichtnugswinkel  der  Nor- 
male der  Ebene  (2),  also  —  a\  demnach  ist  GL  (4)  zu  schreiben: 

* 

CO8y=s0CO8tt  (5) 

Nach  Feststellung  dieser  Kelation  betrachten  wir  das  sphärische 
Dreieck  FDHy  dessen  Seiten 

DH  —  a,   HP'^Y^  PD^ip 

sind,  und  dessen  entsprechende  Winkel  sein  mögen: 
DPH-^IHy   HDPssVy  PHD^X 

Dann  hat  mau  folgende  Relationen: 

cos^  »  co8«iccosyH~>inoBinycoB2  (6) 

cosy — cos  «cos  Ii; 


smv  ^  sin  x 
sinx  ~~  sinip 


cos  — 


COB-^ 

Yermdge  der  ßelation  (5)  lässt  sich  Gl.  (3)  schreiben: 

OOSttOOS^ — COBV 

woraus: 


(8) 


(9) 
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=r  i  av 

Differentiirt  man  GL  (7)  und  (6),  so  kommt: 

«  .  -  cos  y  cos  t/^  —  cos « 
dusiny  =  öv»  —  

ai);sin^  =  axBinaaiiiyniix  .  UO) 

Beides  multiplicirt  giebt,  mit  Anwendung  von  Gl.  (8): 

IQ       a       A  cos  y  cos    — cos« 

±8(p  =  av-ax  —  (11) 

Jetzt  geht  Gl.  (1)  aber  in 

ö5i  -  ±iaa{(coByco8t|i-co8«)  (fip^s^^  -  ^) 

.  ifs  /3  — ecosV»  cosa-f-cosy\  . 

-  ± i5x  cosy-        eos^-j  (12) 

Knn  ist  nach  GL  (6) 

-  2cos»^^^cos«|+2co8«  "4  ^siii«  \ 


das  ist  nach  GL  (9): 


2  cos*  ^'^-g^eos*! 


1  +  C08^=  ^^^^ 

Aus  derselben  GL  (9)  erhält  man  dnrch  -DIfiisrentiation: 

 ^Ot-f-v) 

8m%  '  siu(f*-j~^) 

daher  nach  Division  durch  GL  (13): 


a — y  «4-y  cosa+cosy 
2cos— j-^  cos-^-* 


(U) 


Fahrt  man  dies  im  letzten,  den  Wert  (6)  im  ersten  Term  von  (12) 
ein,  80  kömmt: 

12» 
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9S,  -  ±*|a|co8y(^^=^-|8m«Bmyco8x)+a(,^^^^ 

Der  untern  und  obem  Integralgrenze  entsprechend,  no  F  bzhw.  in 
B  nnd  C  Mt,  seien  |»,  v  dnrch  1  und  2  Accente  imtenchieden; 
dann  wird 

« 

-  ±k{co8y[5^=~^(3^'-x')-  |8in«8iny(8inx"-8in2')] 

4-/'-fi'-|.i/'-.v'j  (15) 

Die  %  haben  ihren  gemeinsamen  Scheitel  im  Pole  sind  also 
gleich  den  Ton  ihren  Schenkeln  JZB,  HC  einerseits,  SD  andreneits 
begrenzten  Aeqnatorbogen,  die  wiederum  zn  den  Bogen  des  Parallel- 
kreises  im  Yerhältniss  1:  siny  stehen.  Schneidet  BD  Aber  D 
hinaus  verlängert  BC  in     so  ist 

t     JSuff      tf     KC  ^     ,f     ,  BC 
*™8tay'  «■"iin^''   *""*""8iny  ^^^^ 

Die  V  haben  ihren  gemeinsamen  Scheitel  in  D\  ihre  Diiferenz  ist 

^^v^^BDC  a7) 

Die  sind  Complemeutc  oiiies  iuucrn  und  eines  Äussern  Winkels 
des  Dreiecks  BDC,  also  jcdcutalls 

±(;*"— 1*0  — MC^+i>CB— 2R  (18) 

Die  Vorzeichen  bestimmen  sicli  durch  spcciello  Einführung.  Für 
6  =  0,  wo  cos  y  =  0,  wird  BC  ein  Kormaibogeu,  und 

S,  -  V^BDC-^-DBC+DCB—m) 

Hiermit  sind  die  Vorzeichen  von  (17)  und  (18)  entschieden,  und  man 
hat: 

_i_       rs-cos'y  .     .     .    BC  KL-\\ 

+  C08y  *  JC— esmftsmysmö-: — cos-; —  > 

2smy  '     2smy  sinyj) 

wo  L  die  Mitte  des  Bogens  BC  bezeichnet. 

Ferner  lassen  wir  D  mit  H  zusammenfallen,  dann  Yerhftlt  sich  Si 
zn  einem  Kogelsegment  wie  Wkl.  BZ>C:4R,  und  man  hat: 

8i  —  ii^L>C(2  — 3cusy-f  cos^y) 

waa  mit  nnserm  Aasdmck  für  nnteres  Zeichen  stimmt 
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Addirt  man  jetzt  die  3  auAlogen  Teilsectoreo,  so  erhält  man  fiUr 
den  ganzen  Scctor  EABCi 

S  -  {(A+S+C^SR)  (19) 

,  _       /3--C08*y  .      ,      .      m  /  \ 

— *ÄCOsy  1  — ö-;"—  m—etmttsmy  sin  5^1—  cos  -. — 
*       '\  28my  '      28my  smy/ 

WO  Ay  B,  C  die  innern  Winkel  des  Bogendreiecks,  m  eine  Seite  des- 
selben, und  l  das  Stack  des  Parallelkreises  m  zudschen  der  darauf 
sphärisch  projicirten  Gentralprojection  der  Spitze  und  der  Mitte  des 
Bogcus  m  bezeichnet;  y  und  a  Ovaren  erklärt  als  die  sphärischen  Ab- 
stände des  Bogens  m  und  der  Gentralprojection  der  Spitze  vom  Pole 
des  Bogens  m. 

Zum  SchluBS  soll  noch  auf  den  Fall  eines  i^dchseitigen  Sectors 
Anwendung  gemacht  werden.  Einen  solchen  erhält  man,  indem  man 
«  auf  allen  8  Seiten  gleich  setzt  und  filr  /I  die  Werte  0,  |B,  |B 
wählt  Die  Gleidiungen  der  Seitenehenoi  werden  dann: 

(liEC)  («--e)cota+y»=0  \ 

2(.-.)cot«-,±.y8.-0  I 

Je  2  derselben  bestimmen  mit  der  Eugelgleichnng  verbunden  die 
Coordinaten  einer  Ecke  Ay     d  fVat  B,  C  findet  man: 

p  sin« +4«  cos*« .  o  — «sina 

"-StsSÜKT'  »  l+8«oi«.'»" 


Q — esin« 
•  —  

wo  zur  Abkürzung 


1  -j-  3  C08*a  ' 


pS  .  I4'(3~40')co8^ 

gesetzt  ist.  Die  Coordiiiateu  des  Poles  H  von  BC  sind: 

«=:coso;  ya>sina;  ssO 

Dnrcb  B,  c  ciuzeln,  durch  //  und  durch  den  Mittelpaukt  legen  wir 
die  Ebenen 

dann  ist 

1  —    cos^tt-f-    siu  « 
a  Sin«,  6  =  cos«,  (i-««)y3cos« 

Sie  bilden  deu  Winkel  BHC  oder  dessen  Nebenwinkel  j  daher  ist 
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Da  nun  die  Stellungcu  beider  Ebenen  symmetrisch  zur  xij  Ebene  be- 
stimmt sind,  80  dass  die  eine  bei  einer  Drehung  längs  BC  bis  zur 
andern  in  entgegengesetztor  Stellung  in  die  andere  gelangt,  so  ist  nur 
das  untere  Zeichen  gültig,  und  man  bat: 

tg__^-   oder  (22) 

m  (1  —  r,2)  V  3  COS  « 

tg 


woraus 


29in  /      1 — e^co€^a-\~eqüiiu 

■  yScosa  Q  —  esin« 

^"*2Ey "    siny   l  +  3cÖ8»a 


Femer  ist  einer  der  innem  Bogendreieckswinkel  zv  berechnen, 
etwa  BAC»  Die  x  fSisA  dHr  C  gemtinsam,  also  nadi  (21)  her 
kannt;  nach  den  gleichzeitig  geltenden  2  letzten  61.  (20)  ist  fOr 

2(a — e)coto»y}  «-»0 

also 

psina-|-4«C06*fi         _  ^— «sin«  ^ 

daber  wird  die  Kugel  in  A  berührt  von  der  Ebene: 

u(q  sfna  -|-40cos*a)  -f  -  ^iKq  ^  «  sin  «e)  cos  a  =  1  +8  cos^  (24) 

Diese  schneidet  die  2  Ebenen  CKA  und  Ai:n  in  den  Tangenten  an 
AC  und  AB^  deu  Schenkeln  des  gesuchten  Winkels.  Zur  Verein- 
fachung verlegen  wir  die  Ebenen  in  ihrer  Stellung  nach  dem  MittiQl- 
pnnkt;  dann  haben  wif  in  Vertretung  der  3  Gletcbnngen  (24)  (20): 

«(9Sin«4-40COs'a)-4-2y(^— «8in«)C08«  «  0 
Hieraas  findet  man  als  Dorchschnittslinien: 


4  O/  ^  -II»/  1  +  3  COS»« 

a'  —  — 2(p — esma)co8ai  b'  ==«  ^sino-j-le cos*« j  c  —  q 
Diese  bUden  den  Winkel  J3AC,  so  dass 

und  da 

a'»+6'»  =  (l+3co8»a)» 

so  fdgt: 
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,  BAC 


Ssino 
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(26) 


.  Endlich  ist  noch  zu  bemerken,  dass,  weil  DH  dnroh  die  Ifitte 
von  Begeht,  Z  =  0  oder  —  2R  ist.  Fülirtman  die  gefundenen  Werte 
in  Gl.  (19)  ein,  wo  die  3  Tenne  der  Summe  einander  gleich  sind,  so 
erb&lt  man: 


-=»  2arctg 


yssin« 


8  X      .   (1  — e*)V3C08« 

-  eo8K3-  co8^y)arcl« 

,   p— «sin«       .  g 
+l+8cos*«V3Bm««co8V 


(26) 


Für  ein  unendlich  kleines  m  moss  ß  in  eine  Pyramide  von  der 
Höhe  1 — 6  übergehen,  also 

«•(1—«) 


£1- 


4V3 


(27) 


werden.  Hier  differirt  et  unendlich  wenig  von  1  Rechten.  Sei  also 
a  —  B— c;  dann  wird  bis  zn  2.  Potenz  von  e, 


arctg 


y  3  sin  a 


arctg 


1-f  2(1— ^"jsiü't 

.  y3 


|+^(l-«^8in«f 


In  den  flbrigen  Teilen  des  Ausdrudffl  (26)  braucht  man  nur  die 
Hanptwerte  - 

sin«  =  siny  =  p  =  1;     cos«  =  sin«;     cos  y=-=e  sine 

einzoführen.  Nach  Gl.  (25)  stehen  aber  m  und  sin«  in  der  Relation: 

1»  Ä  2V  3  (1  —  e)  sin» 


Demnach  wird 


_       .(l+e)-(3e)  +  (e«) 


wo  die  3  Teile  des  Ausdrucks  (26)  im  Zähler  Hoch  in  Klammem  ge- 
sondert stehen.  Es  ist  daraus  zu  ersehen,  dass  alle  3  Vorzeichen 
kdne  andern  sein  können  um  den  richtigen  Wert  (27)  zu  ergeben. 
Folglich  gilt  Gl.  (26)  mindestens  solange  bis  dner  der  3  Teile  ver- 
schwindet Der  erste  verschwindet  nie,  der  zweite,  wenn  a  von  R 
an  abnimmt,  erst  bei  «  —  R,  wo  der  Sector  zur  vollen  Kugel  wird, 
der  dritte  nur  bei  tt  =  0,  wo  nach  (25)  BAC »  2R  ist,  also  für 
convexe  Dreiecke  BAC  nie. 
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Hoppe:  Mxcentriscker  Kv^elstdor. 


Hiervon  kann  mau  auf  die  allgemeine  Formel  (19)  Anwendung 
machen,  indem  man  zur  Beurteilung  der  Vorzelcliea  dar  3  algebrai- 
schen Terme  —  die  der  übrigen  sind  bereits  entschieden  —  vom 
^eichseitigen  Sector  ausgeht,  hier  K  anf  der  bezfiglichen  Dreiecks- 
seite mmmt  tmd  dann  die  Seitenebenen  mitVermeidang  des  Darchgangs 
dnrch  DH^  0  stetig  his  -  in  die  gegebene  Lage  Terscbiebt.  Ist  ein 
i>J7—  0  gegeben,  so  ist  der  betreffende  Term  nolL 

Gebt  der  Sector  durch  Zusammenfallen  zweier  Seiten  in  einen 
zweiseitigen  über,  und  man  nimmt  das  willkürliche  E  in  der  Mitte 
der  Sebne,  so  wird  C  <=-.  2R,  l  —  0,  die  Summe  hat  nur  2 

Glieder,  sonst  bl^t  alles  ungeändert. 

Die  angewandten  Belationen  sfaid  anch  ansreichend  um  die  9  In- 
tegrale zu  berechnen,  durch  welche  der  Schwerpunkt,  die  Trttgbeits- 
momente  und  die  Hauptträgheitsaxen  bestimmt  werden.  Diese  eni- 
lialten  ausser  rationalen  Functionen  von  sin^t  cos^  nur  die  Kreisbogen 
1^;,  1  und  zwischen  den  aiigogebenon  Grenzen,  und  zwar  ft-j-v 

nur  mit  nuraorischeu  Coofticientüu,  so  dass  daraus  wie  im  Ausdruck 
von  S  die  Winkelsunmie  des  Bogeudreiecks  ABC  hervorgeht 

Was  bei  der  Ausfllbmng  hinzukommt  ist  zunftchst,  dass  man  von 
dem  Kreissectorschnitt  MN  auf  dessen  Element  zurückgehen  muss. 
Statt  r  kann  man  ehifAcher  siniii'  schreiben  und  tf;'  von  0  bis  ^ 
variiren  lassen,  so  dass  i^  nach  Einsetzung  der  obem  Grenze  seinen 
bisherigen  Wert  hat.  Die  Grenzen  der  «  sind  dann ,  entsprechend 
den  Punkten  N  und  Mi  » 

Die  2  ersten  Integrationen,  nach  x  und  nach  ^'  sind  leicht  zu  voll- 
ziehen, und  man  findet,  nach  Beduction  der  Coordinaten  des  Elements 

y  —  sin^'cos^,  «  sin^f'sin^ 

folgende  Ausdrücke:  (28) 

X  —     »9i8|       y*d^8iilV(3.— e^— 2«cos^) 

r  -=  J*yd8i^  —  Ä J* d9)COB9>|8^->8in^(dcosV'+2«BÜiV)i 

Z^J^  »BSi^^J^  dgDSinyfS^— 8inV'(Scos^H-2e8in*^)} 

^i^J* K^öSi  =  ^J* Ö9{4(1— c0B»i|^)— «sinX«H-2«oosv^f  3oobV)1 
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Ii  = y^BSi  =  i^J^  a9>cosV{8(l— 8mX4cosi|;+3esinV)l 
«"^^i  ö(3PsmV{8(l— COS!/;)— smV(4co8t-f3<;8ia2i//)} 

J^— ^  yzd;s^  —  yö<?)8mqpc0S(p{8(l-C08i|»)-BiiiV(^B1f''l"3eBinV)} 
^ a«ö/Si  «=»  ^ y^ öqpsingjsiu^VC^— «■ — 3«cost^) 
— y^  xyö^  =  ^ J*  öycosy8iii*V;(4— «*— 3€C08i|;) 

wo  9  Ton  0  bis  WU.  £DC  variirt  Kor  in  Y  und  ^  ist  eine  Tor- 
gängigo  partieDe  Integration  nach  tp  notwendig;  bei  J^,  F,  wfirde 
eine  solche  ein  Umweg  sein.  Man  .bat  Tielniebr  jetzt  d^sin'^r  nadi 
GL  (11)  und  d^sin^  nach  Gl.  (10)  durch  h%  ansxndrfltBfcen,  cos  9 
und  singp  g^Sss  der  Relation 

in  $  und  v.  aufzulösen,  cosv  und  sinv  nach  Gl.  (7)  (8)  in  r|)  und  % 
darzustellen.  Hier  tritt  l-j-cosi/^  in  1.  und  2.  Potenz  als  Nenner 
auf.  Es  sind  zunächst  alle  cos  1/;  aus  den  Zählern  durch  algebraische 
Division  zu  entfcrucu.  Alle  Terme  ohne  diesen  Nenner  lassen  sich 
nach  ül.  (6)  in  1  darstellen  und  ergeben  ausser  1  keinen  Arcus.*  £s 
bleiben  dann  nur  die  weitern  Integrale: 

I  +  COSV  J  (l-f  COB<»)«'  J  (1-|-C08^)« 

Das  letzte  ist  rational  in  cos^,  das  erste  bekannt  durch  Gl.  (14)  j 
zur  Beduction  des  zweiten  auf  das  erste  findet  man  durch  Differen- 
tiation: 

-.sinasinysi^     i  1+ccos*«     (l4-e)'cos'« )  . 
l  +  cos?|;    ~\  l-j-cosj^*      Xl  +  cosi/;p  j  ^ 

Es  mag  genOgen,  die  Resultate  der  Form  nach  aa£EUSteUen,  sie  sind: 

^  -  ^iX+(^a+^8C0Sx)sinx 

i^sin9+44XCOs/'4'(^+'^cosz+'^^'x)cos/9sinx 
— {A^-^-A^  cos  x+ilio  cos^x)  sin  D  OOS  X 

2r  —  —  \^  cos  9P sin  /S  +  (^5+^,3  cos  i  +     cos^x)  sin/S  sinjf 
-j- (^g-i- -4»  cos  X -i--4io  cos^x)  cosjJ  cos  X 

-Xx  "=  ^^^+-4uX4-Uia+^a3C08xH--d,4C08*x)8inx 
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^1  -  ^+(-4j6+^16)X+(^T+-4,8+iil9C08x)8illX 

^  —        +  (-^15  —  ^u)x  +  (^17        — -4|9  COS ;()  srn  X 
—  U«,  -i-     cos  X)  cos  X  -  '^''ijjLcoB^^''^ 

-Si  =  ^3t+^BiiixH.^«co8xH-  ^±1^1^^ 

^     (-^21)  +  ^30  cos  x-h  An  CQ8\)  sin  /Ssin  ^ 

+  UlüH-  -^«8  cos  X-H^  C08*J[)  C08   C08  X 

—  (^29  +  ^^30  COS +     cos2;{)  COS  ß  sin  x 

—  (^82  + -^33  cos  X -|->i34  COS^X)       /3  cos  X 

Da  hier  die  Integralgrenzen  noch  nicht  eingesetzt  sind,  so  lassen  sich 
die  constanten  Coefficientcn  durch  Differentiation  und  Identificirung 
mit  den  zu  integrircnden  Ausdrücken  (28)  bestimmen.  Nach  fiin- 
Setzung  der  Grenzen  wird 

iltshi^  =  DO .  üaBDC 
^C089  =  DC .  wsBDC—  DB 
SC 

X  S=-5  

ft+v  BDC-^DBC-}-DCB—2R 

funct  (x)  -  fimct.  (— -  fimct  f  ^ ) 
daher,  wenn  wie  oben 

gesetzt  wird, 

sinx     2tin^^~  cos  ^ 
*  2  sin}' 


smy 


sinxcosx  =-  sin-j — cos-; — 
*     *        8iny  siny 


coBx  —  —  Ssm  o  sm-T — 


Hopp«:  Mxemtrüdiar  Kt^iuetor. 
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.    m   .  21 

Bin   Bin-:  

smy  8iny 


'6m  .  3Z 
am^_._  .gm- 


Sin 


2smy  siny 


1  -f  cos  ^     .    2  cos*  i      cos* \DC 

m  21 
sin«  siny  sin-; —  cos  — 
sinx    amy  siny 


Nach  Einseteang  dieser  Werte  ist  noch  die  Summe  Aber  die  3  Teil- 
sectoren  za  nebmen. 
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Dostor:  BdaUoiu  mtn  Ua  lyjwt  ingomamOri^iiM 


BelatioBS  entre  les  lignes  trigonom^triques 
des  angles  d'un  triangle. 

Georges  Doetor. 


1.  Ot>j€t  de  cette  note.  Les  relations,  qui  existent  entre  les 
lignes  trigonomötriques  do  trois  angles,  do.nt  la  somme  est  egale  ä 
deux  angles  droits,  sont  utiles  ä  connaitre.  Ces  formales,  qui  expri- 
ment  chacane  une  propriet^  particuli^re  du  triangle,  permettent  sou- 
vent  d'opörer  de  notables  r6dttctioiiB  dans  le«  calcols,  et  piowrent 
toujoun  Tavantage  d'employer  les  logarithmes  dans  certaina  caa  de 
rteoltttion  des  triangles. 

Nous  pensons  douc  qu'il  n'est  pas  sans  iiiterrt  d'en  fournir  quel- 
ques-unes,  qui,  k  uotre  counaissauce,  u'out  pas  eucore  ete  remarquees, 
et  qui  so  preteut  aisemeut  aa  calcul  logaritbmique. 

2.  Femiles  luttlea.  Sdent  C  les  trois  aoglea  d*nn  tri- 
angle qnelconqae,  de  sorte  que 

Parmi  les  relations  fr^quemment  employ^es,  Celles,  qni  se  pr6- 
sentent  le  plns  sonvent,  sont  les.  soivantes: 

ABC 

(I)  8m-4-|-8in5-f-BinC7  =  4CO82  cos  2  i^oSg  » 

(II)  8in2ii+Bin2^+8in2C->48in^sinj3sinC, 

(m)  tang^+^'^+tangC»  tang^iltangBtangC,  | 

A  ,         B  ^         C  A       B  C 

(IV)  cotg  2  +cotg  2  +      g  «  cotg  2  cotg  2  cot«2  • 
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de»  aMglt$  <f  M  irini^  lg9 
Ces  formoles  BOnt  trös  fkciles  ^tablir. 

3.   Fourmules  qui  d^rivent  des  pr^c^deutes,   1^.  Koos  arous 

A       A  A  B-\-C 

2sm^  «=  48m 2  cos^  ==  4co8  g  cos — ^ —  * 

ABC,      A  ^  B  C 
3än^  «-400B2  <iOB2  COB2  ^4co8g-8]]i2  8in2  ' 


iretrancbant  oette  ^galitö  membre  i  membre  de  (I),  U  nons  vient 

(V)  8m£-f~ 8mui  1—  4sin  2"  siDg  COB  2  •  . 

2^.  Kons  avons  de  meme 

28ia2^  »  isiuilGOSil  »  —  4sm^coB(^4'^)* 

on 

2Bin2^  ->  —  48in^eo8£cosC+4BmJBin£8ÜiC; 

de  Sorte  qa'il  nous  vieut  aussi,  eu  retranchant  de  (II), 
(YI)  8!n2£+Bia2C— Bin2il  »4coBBco8C7siD^. 

3'\   La  lormule  (III)  peut  s'^crire 

 1  ,  _J  tang^ 

tang^  T"  cot«^     cotg  C    cotgÄ  cotgC 

et  devient,  par-NTanoniBseinait  deB  d^nomlnateim, 

tang.^cotg^cotgC-)-cotgC7-j-cotg^  »» taogA 
On  en  tire  la  relation 

(VII)        tang  A — cotg  B  —■  cotg  C  =  tang  A  cotg  B  cotg  6'. 

40.  Par  nn  ppteMA  analogne,  la  fonnnle  (lY)  se  ramdne  &  la 
sniTante 

A  B  C  ABC 

(WJ)  cotgg -tangg— tangg^  — cotggtangg  tang^. 

Ces  rolations  so  trouvent  consignecs,  sauf  les  deux  derni^res, 
dans  la  Trigonometrie  de  Frcd^ric  Prosz,  Professeur  ä  l'Ecole 
Polytcchnique  (Lohrbuch  der  obouen  Trigonometrie  und 
Polygouometrie  von  F.  Prosz  j  Stuttgard,  bei  Paul  Neff,  1040; 
page  41  et  suivautes). 

On  pent  consnlter  cet  onmge  avec  fruit  ponr  d'antreB  identitfe, 
qni  ont  de  fr6qnenteB  applieations. 
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4.   NooTelles  Formales  de  r^ductlon.  Puisque 

tang^-f-tangC     sinBcos  C+sinCcos  C  ~        8iii(B+  * 

et  quo 

8i]iiis=sin(B-|-C), 

notre  fraction  se  r6duit  ä 

2cos^oo8£oobC?.  . 

Cc  (lernier  produit  ne  chauge  pas  par  la  pcrmutation  circulaire  des 
trois  aiiglcs      Ii  et  C\  par  cousequent  uous  avons  los  relatious 

sin  2A  sin  2/i 

(lA) 


8in2C 


<->  2  cos  ^  CÜS     CÜS  C. 


L'6galite  des  cos  trois  prcmiers  rapports  (IX)  sc  trouvc  ctablio 
par  M.  Brocard,  dans  la  NouvcUc  Correspondauce  inath6- 
matique  de  M.  Catalan,  septembre  1879,  pagc  324. 

Comme  on  a 

sin  2A  2  cos  A  sin  A  sin    sin  6'     2  cos  A  %iuA  sin  J9  sin  C 


l  —  ootgBoolgC  sin^ainC— oobScobC  —  cos(i;-f6')  ' 
et  qve 

cos  ^  =  —  cos(i^-j-  6'), 
nons  obtenonB  anBBi  Iob  relatioiiB 

sin  2/1  sin2ir 


(X) 


1  — cotgücütgC     1 — cotgC'cotg-4 

sin  26' 


1  — cotg^cotgB 


2fSskAfS^BfSaa.C, 


5.  AutreB  Fornmles  de  rMuetloiu  LeB  ^galitte  (IX)  et  (X) 
condniBent  k  denx  autres  non  moiiu  importantes,  qnl  B'en  id^dniBent 
JmmMiatement. 

Fuisqao  la  somme  des  trois  augles 

2""2*   2     2*    2  2 

est 


2-       2  "2'~2"* 
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ou  egalo  h  dcnx  aii!]:Ios  droits,  iinus  pouvons  reiniilaror,  dans  Ics  for- 
niuU's  (IX)  et  (X),  les  aiigles  Ii,  C  rcspectivemeut  par  les  com- 
plements  de  Icurs  luoiti^s. 


CXI) 


Kons  obtenons  ainsi  les  denx  nonTelles  formales 

sin^l   8in.g  

sinC  ^  .  A  ,  B  .  C 
 siBg  sm^  . 


(xn) 


sinjl  sini^ 


1  — tang  ^  tang  ^     1  — tang  ^  tang  ^ 

sinC  ^     A     B  C 

2co8«  cos„  cos  ^. 


1— tang  2  tang  ^ 

6.  Formales  d^duitcs  des  «^uatre  pr^e^deiites.  Divisoas  les 
^galites  (X)  et  (XI)  respectivement  par  (IX)  et  XII).  Nous  trouvons 
les  relations 


(Xni) 


i^\\^B-\-{^\\Q  ('  _   taug  6j-}-Jang 
i  —  cotg  B  cotg  6'  ~  1  —  cotg  C'cotg^ 

tang       taug ^  _ 
i,  =  taug  tang  B  tang  C, 


1 — cotg^cotgi^ 

B       C  -CA. 
1— tangg  tangg     1— tang  ^ tang  ^ 

(XIV)  jf-       -Q-  «=•  — ^—  2" 

cotg^-^colgg       cotgg -i-cotgg 

1— touggtangg-  ^      B  c 

=  A  :ä""**«^2*^2*^2' 

colgg +cotg2 

7.  Nons  avons  obtouu  les  formules  (XI)  et  (XII)  au  moyen 
des  formules  (IX)  et  (X),  par  uuc  simple  substitutiou  d'augles.  £n 
g^Q^ral : 

Th^rSme.  Dans  toute  rolation,  qai  a  liea  entre  les 
trois  angles  C  d'un  triangle,  on  pottt  remplacer 

ces  «ngles  P  par  les  compUments  de  lenrs  rooiti6s;  2^ 
par  les  suppUments  de  leurs  doubles. 
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£u  effet,  poisqae 
on  a  anssi  1^ 

\2  ~  2/"*"      ^2/"»"     "  2^  "  T  2  ''^ 

et  2» 

(«  — 2vl)-f(u  — 2i^)  +  (7c~2(7)  -=  8»— 2(^+^4-0  -  ». 
Ainsi  la  formule 

(I)  8iii-44-8injBH-8mC  =  4c0B^C0B,jC0flj 

fonrnit  imm^diatement  les  dem  saiTantes 

(XV)  coB^Vcos|+cosf    icosg-^ gcosg-  Dcosg-I). 

(n)  Bin2a-fB!]i2B+tin2(7->48iiijl8iB^8iiiCl 
De  möme  la  relation 

(III)  tÄng^  +  tangi/-f-tuDgC' =  Uiug^tangi/tangC 
couduit  aux  saivautcs 

A  B  C  ABC 

(IV)  cotgg-f cotg^ +cotg2 -»cotggcotgg  cotgg  , 

(XVI)  taug  2A  +  tang  2i?  -j-  toug  26'  =  taug  24  tang  2B taog  2a 
Enfin  Tegalite 

.-rrrx  sin 
donne  les  denz  fomniles 

rXI)   ~  ^  =281112  smg-. 

cotgg -i-cotgg 

8in.4J. 

8^.  Dans  ]a  fonnnlö  (II),  rempla^oiiB  encore  les  trois  angles  A, 
C  par  les  svppl^menl» 

9f—2A,  n^2B,  «— 2C 
de  leiini  donbles ;  cllo  devient 

(XViil)    sin  4^1 4-  siu  4ii  +  sin  46'  =  —  4  sin  2.1  sm'2n  sin  2^. 

Si  nous  faisons  la  müme  Substitution  daus  les  relationa  (XVI)  et 

(XVII)  ,  nons  obtiendrons  cncorc  les  iormulcs 

(XIX)   tang  44 + tang  4=B  4-  tang  46'  •=  tang  4A  tang  4^  tang  4C, 

siu  8^ 

taiig4g+tang4C  ^  ~  2 cos 4.1  cos 4g cos 40. 
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XII. 

.  Extension  du  th^rdme  d^Hippocrate 
et  Determination  du  centre  de  gravit^ 

de  ses  Umules. 

Par 

Georges  Dostor. 


1.  Lcs  ianulcs  d'Hippocratc  sout  Ics  doax  croissants,  qui  sont 
compris  ontre  Ic  (lonii-oi'rclo  decrit  sur  riiypoteuuso  d'un  triangle 
rectaiigles  commo  diaint-trc  et  It'S  dcux  (Icmi-corclcs  traees,  cxtcrieii- 
rcmcnt  sur  lüs  dcux  cutes  de  l'augle  di'oit,  pris  aussi  commo  dia- 
m^tre. 

2.  TMortiB«  d*Hi|>poenite.  Sur  les  trois  eötks 

BC  =  a,    CA-=       AB  ^  e 

d'an  triangle  ABC,  rcctangle  en  A  (Fig.  1.),  on  constrait  trois  cer- 
des  ayant  ces  cötes  pour  diamdtrcs.  Les  circonferenoos  do  res  cor- 
cles  comprenneut  eutre  olles  les  deux  lunulcs  AMCmA^  ANBn'A 
le  Segment  biconvexc  AnDm!  Qt  ie  trianglo  carviligne 
BLaDVB, 

Le  g^omötre  de  Chio  a  troav^  qae  la  somme  des  deux  In- 
nnles  est  äquivalente  an  triangle  rectangle,  et  nons  aUons 
pnnnrcr  qne  la  diff^rence  entre  le  triangle  cnrviligne  et 
le  Segment  bieonvezo  est  anssi  dqnivalente  an  möme  tri- 
angle rectangle. 

Ponr  d6montrer  le  th^rtaie  d'Hippocrate,  nons  ferons  remarqner 
qne  la  somme  de  ses  denx  Innnles,  augment^e  dn  demi-cerde  snp^- 
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ricur  decrit  sur  rhypotcnnsc,  forme  la  raeme  surfaco  quo  le  trianglo, 
augmonto  des  doiix  demi-corclcs  decrits,  en-dehors,  sur  les  deux  cOtes 
de  l'angle  droit.  Nous  pouvons  ainsi  ccrire  l'^galite 

Ftlisque  a*  =  ü  reste 

(I)  ÄMOmA+ANBn'A  —  ilBC  —  ^be, 

ce  qui  etablit  la  proposition. 

3.  ThMim»  analogae  eelil  4*HI|ip««rmte.  L'inspection  de 
la  figure  snffit,  ponr  faire  volr  que  la  surface,  remplie  par  la  triangle 

ATiC  ot  le  demi-cercle  ext^rienr  BLCB  coDstruit  sur  riiypotcnuse, 
contioiit  la  somme  des  dcmi-cercles  iiiti'Tieurs  AnDlCA,  Am' Dl' BA 
constrnits  sur  les  doux  nutes  de  Taiigle  droit,  diminu6e  du  segmeut 
biconvoxe  AnDm'A  et  augnient^e  du  triangle  curviliguc  BLClDl'B. 
Nous  avons  par  soitc  l'egalite 

^n^+^n^—  AnDm^A  +BLCim*B  »  ABC+^na*, 

qui  donne 

(II)  BLCim'B  -'AnMA  =  ABC  —  \he, 

4.  CSoTolIftlM*   Les  relations  (I)  et  (II)  nous  donuent 

(lU)         BLCWl'B  »  AMOnkA-^-ANBn'A-^- AnDm'A, 

Aimile  triangle  enrviligne  est iquivaient lila samme 
des  deax  Innules,  angmentie  du  segment  biconvexe. 

5.  Bemarqne,  Nous  avous  Ig  deiui-cercle  sup^eor  construit 
sur  rhypot^uuse 

^na^  ==  ABC-\'AMCA-\-ANBA^ 

et  la  Bomine  des  demi-cerdes  införieara  constrnits  snr  les  deoz  cAtfo 
de  rangle  droit 

J«62_j_^;jc2  =  ABC'\-AnDm'A-\-ClDC-^Bl'DB. 

Les  piemiers  membres  etant  ^ox,  ü  r^solte  de  ces  denx  ^alit^  qne 
(IV)         AMCA-^ANBA  —  AnDm'A-^-ClDC+BV  DB. 

6.  Distances  des  eentres  de  graTitö  des  trois  demi-cereles 
sup^rieurs  et  du  triaut,'^!!-  rectaug-Ie  ä  riiypot^nmSe  de  oe  d^nder« 
Bepr^sentous  ces  distauces  par  a,  /S,  y  et  d, 

Par  les  nulienx  O,  JET,  des  trois  oöt^s  BC,  CAy  AB  da  tri- 
angle ABC  (Fig.  2.)  9  Devons  les  perpendicnlaires  Oo^  EG,  E'G*; 
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c.clles-ci  contienncnt  leg  centres  do  gravitö  des  trois  domi-cercles,  con- 
struits  sur  rbypotonuse  a  et  les  dciix  cötes  d'anglc  droit  h  et  c\  et, 
8i  les  points  o,  Cr,      sout  ces  centres  de  gravite,  nous  aurons 


(1) 


2a'     ^  26 


»* 


r 


car  la  distance  &o,  par  exemple  est  les  deox  tiers  de  la  qnatrtöine 
proportionnelle  »  ä  Tarc  BAC^       k  la  corde  BC=  a  et  an  rayon 

OB  =     de  Sorte  que  Ton  a 


a 


on  bien 


a 

^  w 

n 


2 


Pnisqne  a^Oo^  nons  aureus 

(2) 


2a 


Pour  avoir  les  expressiona  de  |5  et  y  des  points  G  et  G'  abais- 
Bons  sur  Thypoteuuse  i/6'les  pcrpcudiculaires  G//,  Cr'//',  qui  coupent 
la  droits  EE'  en  /  et  Du  sommet  A  menons  aassi  ä  BC  la  per- 
pendicolaire  AD^  qui  coupe  EE*  en      Nons  aTons 


CT 


bc 


attendu  que  la  double  surface  du  triaugle  ABC  a  pour  mesure  k  la 
fois  hc  et  a.Aü\  de  plus  le  triaugle  rectangle  EGI^  somblable  k 
ABU,  donne 

QI  _GE, 
AD"  AB* 

et  Gomme 


hc  2h 
AD^-»    GE  =  ä-,    AB  =  c, 
a  3»  ' 


il  Yient 


(2b  bc\  2h^c  26« 

Nons  tronTons  donc  que  OH  on 


(3) 


18* 
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On  verrait  de  mdme  que 

lyainean  1q  centre  degraTitö  g  An  triangle  ABC  est  sita6,  an- 
dcflSQS  de  la  base  BC,  &  nne  distanee,  qni  est  le  tiers  de  la  hanCear 

AZ)  on  de  —  nous  avous  ainsi 
a 

•  he 

Si  nous  rassemblons  les  valeurs  (2),  (3),  (4)  et  (ö),  nous  verrona 
quo  les  distanccs  cherchees  sont 


(V) 


2a       ^  ,  2i« 


7.  Distaiee  da  centre  de  ffravIM  des  UnvleB  i  rbyyot^nuse 
du  tiianyle  reetanyle.  Dengnons  oette  distanee  i»ar  y.   La  sur&co 

he 

Y  des  Iminles  est  ^gale  k  celle  du  triangle,  augment^e  de  la  sorface 

des  deux  petits  dcmi-cercles  et  dimiimee  de  la  surfaee  du  grand  demi- 
cercle.  Prcnous  les  momcnts  de  ccs  surfaces  par  rappprt  ä  l'hypo- 
t^nuse  BC\  DOOS  obteuous  requatiou 

OQ 

RemplaQons  |},  y  et  «  par  lenrs  valeurs  respectifii  (Y);  U  nous 
Tient  r^alit6 

d6V  26* 
***^'""8r+  2a  +3o 


qai  revient  k 


,  a*^  2c4  2a^ 
+  2a  "*"3<i  —  8  ' 


4%  -  ~(2W+6*+«**-o*)+ 

2 

Mais,  poisqne  6^-1-^  =  o^     factenr  de      se  r^dnit  4  z6ro,  pen- 

daat  que  le  terme  (&'+^)  revieat  k  inabe,  Notre  6gaUt6  se 
change  donc  en 
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et  domie 

(VI)  y  =  i«a. 

Ainsi  la  distancc  du  ccntro  do  gravit^  des  lunulcs  ä  riiypot^nnse 
du  trianglc  rectanpjle  est  independantc  dos  doux  cotcs  i  et  et  ne 
varic  qu'avcc  cette  hypot6nnse  o ;  olle  est  egale  au  (luart  de  la  demi- 
circonf(6reiice  ^na  decrite  sur  l'bypotenoso  comme  diametre. 

8.  Yolum  «BfeBM  fur  1»  rtrolmtloii  4m  i»ax  luilw  m- 
tow  4e  Vkn^Mmid  in  triaagl«  metaafto.  Ce  Tolome  Va  a  ponr 
mesure  la  snr&ce  göneratrice  ^bc,  maltipli6o  par  la  drconfirence 
3»y  —        qae  d6crit  8on  centre  de  gravitö.  Nons  avons  donc 

Va  =  ibc.  in^Of 

on 

(VII)  Va  «  ^n'äbe. 

Ge  volume  est  celoi  qa'engendre  ime  ellipse,  dont  les  deox  axes 

b  c 

8011t  2  ®^  2*     tonmant  autonr  d'nne  droite,  meii^e  k  nne  distance 

a  da  centre  de  l'ellipse. 

b   e  1 

Garlasorfocedeoette  ellipse  est  7t  ^  ^  ^  ^^^tbe,  et  la  cinso]i£6r«noe 

decrite  par  son  centre  est  2na. 

9.  IMstances  4es  centMS  i»  ffatit^  des  trois  denl-eoreles  sa« 
ffoteus  et  du  triaayle  Metaaf le,  h  la  perpenitealait«  AD,  neade 
dm  senmet  A  sur  ThypotAiiie.  Beprtsentons  ces  distanees  respec- 
tives  par      ß\  y',  d'. 

Nons  avous  d'abord  (Fig.  2) 

2  a 

on 

(6) 


puis 
oo 

(7)  «'  - 


da 

Nons  ?oyoD8  eafloite  quo 
maiB  il  est  aisö  de  voir  qae 
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e 

CD^  —  t   COS  GtÄZ— COS  J9  — 
a  a 

BOUS  sftYons  d'aiUeun  quo  EG ^         noiis  Tient  donc 
Koiis  trouvorions  de  mdme  qne 

Si  nons  r^auissons  les  valeurs  (6),  (7),  (8)  et  (9),  noiw  verrons 
que  les  distauces  cherch^es  sont 

"  ^    2a    *  2a"^  Zita 

(vni) 

10.  Bistance  du  centrc  de  gravitö  des  lunules  ä  la  pcrpcudl- 
eulaire  abaisst',  dans  le  triaiigrle  rectanerle,  du  sommöt  de  Pang^le 
droit  Sur  Thypt^nuse.  Supposons  quo  le  cutc  CA  ou  b  soit  plus 
grand  que  l'autre  cutc  AB  ou  c.  II  est  evident  quo,  dans  cc  cas, 
le  centre  de  gravite  des  luuules  et  les  eentres  de  gravite  ^7  et  6^ 
seront  8itu6es  d'un  memo  c6t6  de  AD  et  quo  le  centre  de  gravite 
G'  sera  situe  du  c6t6  oppes6.  D^siguous  par  x  la  distance  du  cen- 
tre de  gravit6  des  Immles  k  la  perpendieo-laire  AD, 

Si  nous  prenons  les  moments  par  rapport  4  cette  droite,  uous 
t'ormerous  requaüon 

on 

Snbstitaons  ä  d\  ß\  /  et  «'  lenrs  Talenrs  respectiTes  (VIII); 
il  nous  Tient  T^galitö 


4bcx  —  Üc, 


Je'  ,2bc\ 


3a 


qai  revient 

2 

g^U.  -r.  -^^-rg^ 
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2 

Or  le  mnltiplicateiir  de  ^  est  ^al  4  '6bc{b* — peadaut  que 

celui  de  ^  s'evauonit  en  vertu  de  l'ögalitö  »  &'-|-^'«  notxQ  6ga- 
]it6  86  r^nit  donc  k 

et  donne 
(IX) 

Getto  valeur  est  facilc  a  iutcrpreter.  L'inspection  du  trianglo 
ABC  fait  Toir,  en  effet,  qoe 


i"     AC*  AB^ 


fl  a'ensmt  que' 


CD— BD      (C04-0D)  —  (B0—0D) 
a.  =  =  OD. 

Nons  en  conclnons  quo  le  centre  de  gra'viti  des  lunules  est  sitae 
sur  la  perpendiculaire  ^lev^,  par  son  mißea,  snr  Tliypot^niise  dn 
triaagle. 

11.  Si  nons  rapprocbonfi  ensemble  les  coordons^es 

(X)  x  =  DOy   y  =  ina 

du  centre  de  gravit^  des  lonnles,  neos  verrons  que  la  position  dn 
centre  de  gravit6  est  inddpendante  des  denz  cöt^  &  et  eile  ne 
varie  qn*  avec l*hypottou8e  a.  Ce  ccutrc  de  gravitä  reste  fixe« 
lorsqne  le  sommet  A  de  l'angle  droit  sc  deplaee  snr  sa 
demi  -  circonförenee  d^crite  sur  rhypot^nase  comme 
diamötre. 

12.  Tolnmes  engendr^s  par  la  r^ToIution  des  lunules  autour 
des  tangentes  extrdmes,  menCes  aux  deux  petits  demi-eercles  per- 
pendiculairement  ii  Thypot^nuse. 

Aux  demi-cercles  decrits  snr  les  diam^tres  AC  et  AB  menons 
les  tangentes  PQ  et  P'  Q*  perpcndiculairement  ä  Thypotenuse  BC 
(Fig.  2.),  et  repr4sentonfl  par  u  et  u'  les  distances  OQ  et  OQ', 

NouB  avons  6videmment 
maia 
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ü  vient  par  suite 


Ott 


2+2a~\2a  2a/* 


•-2+^'  •-"2+2a' 


Let  volnmes  engendr^s  par  les  lanulcs,  en  tonmant  aatoor  des 
taogonteB  FQ  et  P'Q',  soüt  donc 

V  ==  ^&c.2»i*'  =  nbcu'  =  + 

Ott 

^Ai;  K  —  2  •        ~  2  * 

La  somme  de  ces  volameB  est 

<xn)  r+  F'  —  ^9^a+b+c), 

et  ces  memes  volumes  ont  pour  diffdreuce 

(XIII)  y,_y  _'icib-C)»^.-.) 

13.  Distances  des  centres  de  ^avltö  des  trois  demUcercIes  in- 
ftricurB  et  du  triangle  rectangle  ä  l'hypotteuM  de  ee  dernler» 
Desiguoas  ces  distauces  par  a^,  ß^y     et  d^. 

Si  nooB  nouB  reportons  aox  calcols  du  6  et  qne  boüs  hsAxm 
nsage  des  mSmes  notations,  noiis  verrons  de  snite  (Fig.  8.)  que 

2a 
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he  2»* 

r/f' etc. 
I<es  distances  demuid^  Bont  donc 

(XIV)  ; 

14.  Dlstanco  du  centre  de  gravit^  de  l'excös  du  triangle  cur. 
▼iligrne  sur  lie  segment  bicoiiTexc,  h.  Thypot^nuse  du  triangle  rec- 

tangle.  Reprcseutous  cette  distauce  par  y-^.  La  surfacc  S  de  notre 
difference  est  egale  ä  celle  du  triangle,  augmctitec  de  la  8urface  du 
grand  demi-cerclc  et  dimiuuee  de  la  surface  des  deux  pctits  demi- 
cercles,  c'est-ä-dire  que 

ß  =  iÄc-|-^wo«— i»c*. 

Prenöm  les  moments  de  ces  sorfooes  i»ar  rapport  &  PhypotA- 
nnse  BC, 

Remarquoiis  que  Ic  ceutre  de  gravite  de  ^Tra^  est  situe  au-des- 
sons  de  BC,  tandisque  les  points  7.  G  et  (>'  soiit  placea  au-dessus 
de  cette  hypotenuse;  par  consequcut  dcvra  etre  pris  avec  le  sigue 
—  ,  et       fj,  dl  avec  le  signe  -f-. 

Kons  obtenons  par  consiqiieiit  T^oation 

oa 

Mettons  k  la  place  de  d^ ,  ,  /S^  et  yi  leurs  iraleon  respectiTes 
(XIY) ;  il  noQB  ipkat  T^galitö 

45V      2a»     Jt6»c     2M     ^ric^  2c4 
-  3a        3  "  2a  +  3«"  2«  +  3a" 

qne  Tob  peat  Mre 

2 

Le  facteur  de      est  nul  en  vertu  de  l'egalite  —       ^  r^ste 

donc  r^nation 
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Dostor:  £xtension  du  tkioreme  (THippgcrat« 


qui  donne 

(XV)  yi  =  —  i»«. 

Ainsi  lo  ccntre  de  gravite  de  la  differcncc  entre  le 
triangle  curviligne  et  le  segment  biconvexe  est  ä  la 
meme  distance  de  l'hyotenuse  que  celui  de  la  somme 
des  lunulcs,  mais  il  est  place  au-dessous  de  riiypot^ause, 
tandis  que  le  premier  est  situe  au-dessus  de  co  cote. 

15.  DistAnces  des  centres  de  gravitö  des  trois  denil-eereles  in- 
f^rieurs  et  du  triang:le  rectangle  ä  la  perpendieulaire  men^e  du 
sommet  de  Tungle  droit  sfun  Fliypot^iiM.  DesignonB  ces  distances 
par  «i',  et  dj'. 

n  est  Evident  qne  (n'  9) 

«j'  =  o',  d/-a'. 

FaiUetirs  nons  avons  (Fig.  8.) 

ft'  «  iE  =  EF—EI  «=  \CD—EGcQ%By 

OH 

On  a  donc,  pour  les  distances  chercb6es, 


(XVI) 


2a  ' 

~  2a  "~ 

Zna 

3a  ' 

3ffa' 

16.  Distanee  du  centre  de  gniTlt^  de  Texc^s  du  triangrle  cur- 
viligne sur  le  segrment  bieouTexe  'k  la  hauteor  du  triuigle  ree« 
taagle,  Nous  avons 

Prenons  les  moments  de  ces  surfaces  par  rapport  ä  la  hauteur 
AD,  Si  nous  designons  par  la  distance  du  centre  du  graYit6  de 
8  &  AD^  nous  mirons  l'^quation 

\hei^  -  iÄcdi'+i«aV~i«*%'+i«<5V» 

oa 

Remplai^ons  los  distances  6^'^  ß^'  et  fi  par  leor  Talenn 
(Xyi)i  ü  noas  Yieut  l'ögaUt^  • 
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qiii  peat  8'6crire 

2  ff 

Le  multiplicateor  de  ^  est  4gal  &  dft(;(5' — c\   ot  celn!  de 

pouvant  s'6crire  «^(i^ — c*)  ~{b*-\-c^){b^ — c^),  est  6gal  k  «eroj  par 
suite  notre  ^galite  sc  reduit  ä 

et  donne 

(xvn)  *i--2r' 

Kons  Yoyoiis  ainei  qne 

Le  centre  de  gravite  de  la  differcuce  entrc  le  tri- 
angle  curviligue  et  le  segmeut  biconvexc  Ott  le  itoint 
symetrique,  par  rapport  ä  l'hypotenuse;  du  centre  de 
gravite  de  la  somme  des  deux  lunules. 

Oes  deux  centres  de  gra?it6  sont  situes  sur  laper> 
pendiculaire  elevee  par  Ic  milieu  do  Thypot^nuse,  de 
part  et  d'autre  de  cette  hypotenuse,  ä  une  distance 
^galo  an  huitiemo  de  la  circouference,  qui  acette  mSme 
hypotenuse  ponr  diametre. 
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Determination  aig^brique  trds  simple  du  centre 
de  gravite  du  trapdze,  et  du  oentre  de  gravit^ 

du  tronc  de  pyramide  ä  base  quelconque. 

Pur 

Georges  Doetor. 


1.  Cmtn  ie  gnsMi  im  traptee.  Soient  jI  et  a  los  centreg 
de  gniTitä  on  les  rnUienx  des  deiix  Iwses  B  et  6  da  tiaptee;  la  droite 
Ja  pBflsera  par  le  sommet  8  (Fig.  4.)  des  deux  triaogles,  dont  le 
tnpdie  est  la  dilEßreiioe. 

Si  nous  prenons 

AG  —  ^SA,     ag  =  jÄi,  ~ 

les  Points  G  ^  g  seront  los  oeatres  de  gravit6  de  nos  deux  triaogles. 

Posous  SA^A^  Sa  —  a,  et  soit  O  le  centre  de  gravite  du 
trapöze. 

Faisons,  ponr  simplifior  OA  »  o;,  Oa  y\  et  d^signons  par  8 
et  8  les  snrfaces  des  deox  triangles,  de  sorte  quo  S"»  sera  ceile  de 
notre  trappe. 

NoQS  doTons  aroir 

Og      OQ  _  Gg 

8^9"  8—9 

oa 

Og     OQ  Gg 
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attcnda  que  les  sarfaces  des  deux  triangles,  qni  sont  gemUableB,  sont 
proportionnelles  anx  carr^s  des  distances  3A  et  Sa. 

Hais  on  pent  Yoir  ftusUement  qne 

Og  =  Oa  -\-ag    =  y  -j-|a  -=  4(3y-|-a), 
OG=^AG—OA  =  iA—»  «^(^  —  3«), 
Gg^m-'Sg  ^lA'-^^^A—a), 

Sabstituant  ces  valeurs  dans  (1)  et  miiltipliant  par  3,  il  nous  vient 
les  ^oalioBB 

3yH-g     A—Zx      2U  — g)  _2_ 
A^  a«     ^  A»— a»  ^  A-^-a 


qni  doiment 

oa  bien 


Ou  en  tire 


ou,  puisqae  les  bases  £  et  6  sont  proportkmnelles  anx  distances 

A  —  SA^  a=ijSa, 

Cest  l'expresBion  coimne. 

2.  Centre  de  graylte  du  tronc  de  pyramide.  Soient  (Fig.  5.) 
A  et  a  les  centres  de  gravite  des  deux  bases  du  tronc  de  pyramide; 
la  droitc  Aa  passera  par  le  sommet  commun  S  des  deux  pyramides, 
dont  le  tronc  est  la  difference. 

8i  nona  prenons 

AG  =  i[8A^   Off  1-  ISa, 

les  points  G  et  g  seront  les  centres  de  gravite  de  uüs  deux  pyra- 
mides, dont  uous  pouvons  representer  les  volumes  par  V  et  v,  les- 
quels  sont  proportionuels  aux  cubes  des  distances  SÄ  et  Sa, 

Posons  SA^  A^  8a  ^a;  et  Boit  O  le  jcentre  de  gravit6  da 
tronc  de  pyramide. 

'  FaisonS)  pour  plus  de  aisq^t^  0^1^«,  0«  — 
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Nous  devous  avoir 

Og      OG  _  Gg^ 
K       «   "~  V—v* 

QU 

W  ^3        ^3  —  ^3  _ 

Mais  il  est  ai86  de  voir  que 

Og  =  Oa  -\-ag  ^  y  +1«  K'^^-F«), 
OG^  AG  —  0A=^  \A-~x  -=\{A-Ax), 
Gg=:SG—Sg  =  iA  — ia  =  ^A  — a). 

Mettant  ces  valeora  dans  (2)  et  mnltipliant  par  4,  on  obtient  les 
^qnatioiis 

4y  +  a  _  A—4x      3(A  —  a)  3 
A*    ~    a»        A»— a»  -4«+^aH-a« 

On  en  tire  de  suite 

~  A^-^Aa-^a*     ^ "  x«+Aa+«» 

_  3a»  ^3+2^^a+^a»— 3a»  " 

—  -*™^»+ila+a«  A'-^Aa+a»  * 

Lea  nnmerateurs  de  ccs  fractious  sout  divisibles  par  A—a\  mettant 
CO  facteur  eu  6vidence,  on  troave  qae 

On  en  tire,  en  divisant  membre  h  membre, 

Les  distances  A  et  a  sont  proportionnclles  aux  raciues  carres 
des  deux  bases,  que  nous  pouvons  repr^sentor  par  Ji^  et  bK  iNoas 
avoQS  doac 

2.  Centn  de  gnitU  dn  trene  de  eine  A  iMBee  elrenlaini. 

Le  trone  de  c6ne  peut  dtre  aBsimil^  &  nn  tronc  de  pyramide.  Be- 
pr^sentons  par     et  r  les  rayons  des  denx  bases,  par     la  haateor 
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da  tronc,  et  par  «,  y  les  distances  de  son  ceatre  de  gravitö  aux  plans 
des  deux  bases. 

PoiBqae,  dans  ce  cas 
noas  avons 


oa 

Nona  en  tirons 

X 


g  _  (/z-|-^)^+g>'* 


Si  noua  ixaxm  remarqaer  qne 

noua  trouTeroni,  poiir  les  valear  de  a;  et  y 


(HI) 
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XIV. 

Miscellen. 


1. 

Zur  •vfkogoBftlai  Axonometfle* 

1.  In  der  orthogonalen  Axonometrie  werden  drei  aufeinander 
seokrecbtc,  durch  oinen  Punkt  O  gehende  Axcn  OX,  Or  und  OZ 
vorausgesetzt,  welclie  das  riLnmliche  Axcusjstcm  heiBsen  und  drei 
Goordinatenebenen  OXY,  OXZ  und  OYZ  bestimmen.  Projicirt  man 
das  räumliche  Axensystem  auf  eine  Ebene  (Bildebene),  welche  gegen 
die  3  Goordinatenebenen  beliebig  geneigt  ist,  so  mnss,  da  jede  Baam- 
aze  anf  der  Ebene  der  beiden  anderen  senkrecht  steht,  die  Projeetlon 
einer  jeden  Axe  auf  der  Spor  der  Ebene  der  beiden  anderen  Azen 
senkrecht  stehen. 

Schneiden  die  3  Coordinatcnebcucn  die  liildebene  nach  dem  Drei- 
ecke XiZ^  welches  gewöhnlich  das  Spnrcndreieck  genannt  wird, 
so  mnss  also  in  Fig.  1. 

Xst  senkrecht  auf  YZ^  Yy  senkrecht  auf  ZX  und  Zs  senkrecht  auf  XY 

sein,  d.  h.  die  drei  Höhen  des  azonometrischen  Spuren- 
dreieeks  sind  die  orthogonalen  Bilder  der  Axen  des 
r&timlichen  Axensystemes. 

2.  Setzt  mau  voraus,  dass  der  Ursprung  O  des  räumlichen 
Axensystemes  vor  der  Bildebene,  welche  durch  <las^A'rz  rcpräseu- 
tirt  ist,  liege,  und  denkt  sich  das  Raumdreieck  YOZ  um  YZ  in  die 
Bildebene  umgelegt,  so  erhält  man  ein  rechtwinkeliges  £^  YOZ^  dessen 
Scheitel  O  des  rechten  Winkels  YOZ  in  die  Drdecksböhe  xX  za 
liegen  komme;  woraus  folgt,  daas  bei  der  angenommenen  Lage  der 
Bildebene  WkL  jr<  i{  ist 
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In  i^eicher  Weise  findet  man,  dass 

Wkl.  y<ii:  und  Wkl.  Z<Ä 

ist,  d.  h.  ist  die  axonometrische  Bildebene  geneigt  zu 
den  3  Coordinatenebenen,  dann  ist  ihr  Spnrendreieck 
XYZ  immer  spitzwinkelig. 

3,  Verbindet  iiuin  die  Fusspuukte  x,  y  und  :r  der  3  Höben  im 
Spurendreieckc  JYTZ,  so  erbält  mau  ein  C^xyz^  in  wclclicm  bekannt-, 
lieh  a-A',  yY  und  zZ  die  Winkelhalbirendcn  sind.  Ihr  Scbuittpunkt 
O'  ist  die  ortbogouale  Projection  des  Coordiiiuteuursprunges  O  und 
zn^eieli  der  Mittelpnnkt  des  dem  C:^xyz  eingeschriebenen  Kreises. 

Nnn  ist  XyO'z  ein  Sehnenviereck,  und  man  hat  nach  dem  Pto- 
lomäischen  Satze: 

XO'.  y»  «  JTy .  »O'+Xz .  ffO' 
und  durch  XO'^  dividirt: 

x(y  ^  xo' '  xo'    x<y '  xa   

Wegen  der  Aehnlichkeit  der  betxefieudcu  Dreiecke  hat  mau: 

Xy  _  Xx      z&_  _  «y      ^  _  xX      yO^  xZ^ 
X<y  ~  XZ'    XO'  ~  XY"    XO'      XY'    XO'  ^  JEZ" 

Durch  Substitution  dieser  Werte  iu  die  Gleichung  1)  erbält  man: 

yz  Xx  ,  xX    xZ^  _  xX.  YZ 

X6'  ^  XZ  XY^  XY  XZ~  XY.XZ 

und  naeh  leichter  Umformung,  wenn  man  mit  F  die  Flflche  des 
Spurendreiecks  bezeichnet: 

jr?    _  1 

XO'  ~     XY.  YZ.ZX  xX 
In  gleicher  Weise  findet  man: 


und 

folglich 


xy  _  .  ^  1 

ZÖ'      ^'XY.YZ.ZX  zZ 

_  F* 
YO'  "  ^'XY.YZ.ZX  yY' 

XO'  ZO*  YO' 
y»!flry:a»  =  -^:^:-j^. 


oder 
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MitceUen. 


XO'*     zo**  ro' 

Denkt  man  sich  z.  B.  durch  O'Z  den  Krenzriss  gelegt,  und  denselben 
samint  dem  dreieckigen  Schnittu  iu  die  Bildebene  nach  ZOz  umgelegt, 

zo' 

dAnn  ist  bekanntlich        das  YerkflrznngBverhftltnisB  ilBr  die 

Z  Äxe,  und  es  ist  im  /s^ZOz 

ttZ.Z&^~Z&. 
In  gleicher  Weise  findet  man 

und   

yF.  YC  —  FO*. 

Setzt  mau  diese  Werte  in  die  Fonnel  2),  so  erhält  man; 

fxo'Y  (YO'Y  (Z()'\- 

d.  h.  die  Seiten  des  Hühen-Fusspunktendreiecks  ryz  im 
axononietri seilen  Spuren dreiecke  XYZ  verhalten  sich 
wie  die  Quadrate  der  Verkürzungeu  der  drei  ax ono- 
metrischen Axou.   (Schlömilch*8cher  Satz). 

Sind  also  die  Vcrkürzungsverhältnisse  (etwa  durch  Masszahlen) 
gegeben,  so  ist  es  leicht  das  /\xyz  zu  coustruiren,  und  die  Axen- 
projcctionen  xX^  yY  und  «Z,  sowie  das  Spurendreieck  XYZ  zu  er- 
mitteln. 

4.  Die  obigen  Oleichnngen: 

XÖ^  -  xX ,  X0\    YÖ'  ''^yY.  Y0\    ZÖ^'^mZ.  ZO' 

laBsen  sich  in  nachstehender  Weise  nmfonnen: 

/A'o'\«     Är/-  XO' 


) 

(Yoy 

(i 


\X0  J      XO'.mX  xX 

VV        Y(P*  YO' 
YO'.yY^  yY 

und   

rzö^y     ZO'*  z& 

\JZO  )  "  ZO'.uZ"  «z 


Bildet  mau  die  Summe  der  Quadrate  dieser  VerkUrzungsverhältnisse, 
so  erhiUt  man: 


yi        zZ  * 


(^9y^  ( ^^y_L.  (^O'V     XO'      YO'  ZO' 

\xo )    \Yo ;  +  / 


oder  umgeformt: 

yF-Oy     «Z—  O'»  rO'a;      O'y  ,  O'z] 


uud  weuu  man  die  Seiten  des  Spurendreiecks  JiFZ  einfuhrt,  ergibt 
sich  • 

rO'a?  YZ     O'y   ZZ  ,  O'm  JTFl 
^~  [o-Jf  •  FZ*!"  yF"  •  Xi'T'^Z  -jfFj 

und  da  di<^  Nenner  untereinander  gleich  sind  und  jeder  den  doppelten 
Inlialt  des  ^XYZ  ausmacht,  so  erhält  man: 

«      ö V ■  YZ-\-  O'y . XZ-\-  O'z.X Y 
^  ^  2XYZ 

und  da  der  Zähler  wieder  deu  doppelten  Inhalt  von  XYZ  ausmacht, 
so  erhält  man: 

^     2  XYZ  ^ 
2  XYZ  *' 

d.  h.  die  Summe  der  Quadrate  der  Verkflrznngsverhält- 
uisse  der  azouoraetrischen  Azen  ist  immer  gleich  2. 

5.  Das  letzte  Besoltat  lässt  sich  noch  einfacher  in  nachstehen- 
der Weise  finden.  Zieht  man  durch  JE,  Z'F'  1|  FZ, 

„    F,  X'Z'WXZ, 
und    „    ^  JC'F'  II  TXf 
80  erhält  man  ein  AX'X'Z\  dessen  FIficheninhalt  =s  4^FZ  ist 
Nuu  ist 

XO'  _  XO'   XY'  _/^Z'0'Y' 
rX  ~  xO  '  YZ  2,C^X0Y 

und  folglich  die  Summe  der  Quadrate  der  YerkflrzungBvfirhftltnisse 
der  axonometrischen  Azen 

*  A^'Q'y'+ZN  A'Y/Z  -f^  Y'O'X'  /^X'Y'Z' 
^  2.AXyZ^  ^2.^XYZ 


2C^XYZ 


6.  Indem  wir  mit  diesen  Beweisen  schliesscn,  behalten  wir  uns 
vor,  auf  diesen  Gegenstand  gelegentlich  nochmals  zurück  zukommen, 
und  die  Anisometrie,  Dimetrie  und  Isometrie  näher  in's  Auge  zu 
fassen.  J.  Streissler  in  Graz. 
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2. 

Kaditnf  sn  der  ]>reieeluMi|g»be  T.  LXm.  p.  SOG. 

Nachdem  es  vielleicht  von  einigem  Interesse  sein  dürfte  die 
Grenzwerte  mehrerer  Grössen,  deren  algebraische  Bestimmung  in  der 
diesem  Nachtrage  zu  Grande  liegenden  Arbeit  im  allgemeinen  aus- 
geführt wurde,  kennen  zu  lernen,  so  möge  den  folgenden  Betrach- 
tungen Kaum  gegönnt  sein. 

1. 

Unter  welchen  Bedingangen  hat  der  im  Mitteldreiecke  von  den 
Seiten  m,  «,  p  der  Seite  m  gegenüberliegende  Winkel  (p  seinen  klein- 
sten Wert,  (qp  ist,  nach  pag.  305.,  Gl.  10  stets  grösser  als  90°)  und 
welches  Erzeugungsdreieck  (von  den  Seiten  ar,  y,  «)  ist  durch  den 
Miuimalwert  von  9  charakterisirt? 

« 

Auf  pag.  305.  sagt  Gl.  10: 

»»«  «  tt«H-i)2  +n  VnH^V*  (1) 

ferner  ist 

m»  =  n«-|-p2-f-2n;)CO8(1800— 9>)  •  (2) 

Die  Comparation  dieser  beiden  Gleichungen  ergiebt: 

d.  h.  der  kleinste  mögliche  Wert  von  cos (180°— 9)  beträgt: 

co8(180»-v)-iy^-F^  =  )/*(|^+l).-.  .  (8) 

welcher  Wert  offenbar  dem  grössten  Supplementwinkel  von  <p  und 
daher  dem  kleinsten  gp  entspricht.  Die  Restitution  von  (3)  in  (2)  er- 
giebt, dass  jene  Mitteldreiecke  die  kleinsten  q)  besitzen,  welche  zu 
rechtwinkeligen  Erzeugungsdreieckeu  gehören-,  man  erhält  nämlich 
dann  die  Beziehung: 

wekfae  identisch  ist  mit  der  Form,  diiB  61.  9,  pag.  306.  9ta  j^O,  ' 
also  tär  ein  rechtwinkeliges  Erzengangsdreieck,  annimmt  Welches 
unter  allen  den  möglichen  rechtwinkeligen  Erzengangsdreiecken  das 
kleinste  <p  besitzt,  ergiebt  sich  aus  der  Ueberlegung,  dass  co8(180*--9>) 
Am  kleinsten  ist,  wenn  «  »  0,  also 
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CO8(1800~qp)=  ^2 

ist,  d.  h.  wenn 

9)  =  135^ 

womit  zugleich  der  erste  Teil  anserer  Frage  erledigt  ist. 

•  Unser  gesnchtes  Urdreieck,  welches  das  Hitteldreieck  mit  dem 
kleiiisten  stumpfen  Winkel  erzeugt,  ist  also  folgenden  Bedingungen 
unterworfen: 

«a»0  nnd  ««0, 
welche  mit  der  pag.  30G;  aofisestenten  Gleichung 

zusammengehalten,  zur  weiteren  Bedingung  «    0  führen. 

Da  also  der  Radius  .<?  des  dem  gesuchten  Urdrcieeke  (-iugeschrie- 
beneu  Kreises  Null  ist,  so  ist  es  jenes  rechtwinkelige  Dreieck,  in  dem 
eine  Kathete  mit  der  Hypotenuse  zusammenfiillt ,  dessen  andere  Ka- 
tbete also  Null  ist.  Das  Mitteldreieck,  iu  welchem  qp  =  135"  ist, 
wird  gleichfalls  durch  eine  Gerade  repräsentirt,  indem  ja  n  0  ge- 
funden wurde. 

2. 

Unter  welchen  Bedingungen  hat  das  Mittcldreieck  seinen  relativ 
grössten  Flächeuiühait  uud  welches  Urdreieck  wiid  hierdurch  cha- 
rakterisirt'? 

Wir  bUden  aus  (3) 

COSM800-9)  «  ^2-' 

woraus 
und 

Bing»«  ^VV-»* 

folgt  Da  fp  stets  grösser  als' 185^  ist,  so  befindet  sich  das  relativ 
gritoste  Mitteldrdet^  unter  jenen,  fOr  welche  ip  möglichst  klein,  also 

8ing»-^yV^  (^) 

ist  Die  Fläche  F  des  gesuchten  Mitteldreiecks  hat  die  Form: 

^sinv 
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oder  mit  Rft^cht  auf  (4): 


worin  noch  das  günstigste  Yerbältniss  zwischen  n  und  (p  zu  bestimmen 
ist.   Wir  bilden: 

woraus 

folgt,  welcher  Wert,  wie  leicht  zu  ersehn  ist,  ^  za  einem  Mailimiin 
macht  Hau  findet  ferner  leidit: 

somit  ist  ^  

m :  n  :    —  l/^^^yS :  1 : 1 

das  Verhältniss,  in  welchem  die  Seiten  m,  k,  p  des  Mittcldreiecks 
stehen  müssen,  damit  seine  Fläche  ihr  Maximum  besitzt.  Die  Fläche 
selbst  ist  dann  repräseutirt  durch  die  cocxistirendeu  Formeln: 

Ferner  ist,  da  in  diesem  Falle 

co8(180-v)-^Vi?T^ 

Ubergeht  in 

cos(180  — 9)  =  ^y»*4-2«2  =  ^ya 

180— 9  SS  dO  resp. 
9».— IßO« 

der  stumpfe  Winkel  des  relativ  grösstcn  Mitteldreiecks. 

Schliesslich  haben  wir  nns  noch  über  die  relativen  Grössen  der 
Seiten  des  entsprechenden  ürdreiecks  klar  zu  werdend  Aus  dem  ge- 
sagten ist  zunächst  klar,  dass  es  ebenfalls  rechtwinkelig  ist.  Deshalb 
führt  uns  am  bequemsten  zum  Ziele  die  Combination  der  Gl.  n  =  p 
mit  den  in  Function  von  n  und  für  die  Seiten  x,  y,  z  eines  recht- 
winkeligen Dreiecks  auf  pag.  306.  aufgestellten  Formeln: 

a,  «  »y  2-1-  l/^-i-y^^^^ 
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Man  erhält: 

M  -i»y2(l+yS)  resp. 
jB  :y  :» s  yS  :  1 :  2 

als  das  Seitcnvcrhältniss  im  Erzeugungsdreiecke  des  Mitteldroiecks 
vom  grössten  Fläcbeniuhalte. 

Wien,  den  33.  März  1880.  K.  von  Lorenz. 


3. 

Anmeifconf  m  dem  Aitetie:  ff'Mtng  tnt  Elllpee<*. 

T.  LXm.  f.  448. 

Ich  erlaube  mir  auf  die  bokannte  Construetion  der  Aufgabe 
Einem  gegebenen  Parallellogrammo  eine  Ellipse  berührend  einzu- 
schreiben", welche  Herr  Th.  Sinram  im  63.  Teile  des  Archivs  S.  443. 
analytisch  begründet  hat,  nochmals  zurückzukommen  und  zu  zeigen, 
dass  dieselbe  Construetion  aus  der  projectivischeu  Beziehung  zweier 
bestimmter  Strahleubüschel  sich  ableiten  lüsst.  Denn  es  bestimmt 
ein  Parallelstrahlenbüschel  Fig.  1.,  welches  durch  die  Richtung  der 

Diag(»nale  nn/tj  bestimmt  ist,  auf  den  Geraden  j^»,  i'^mj  zwei  per- 
spectivische  und  ähnliche  Punktroihon  {ahcd  ...),  aib^c^d^  ...),  welche 

aus  den  Endpunkten  .vj  des  Durclimrsscrs  s.v,  durch  zwei  projec- 
tivische  Strahlenbüschel  s{abc(l...),  ,s,(a,A,'v,f/,  . . projicirt  werden. 

Die  Schnittpunkte  der  entsprechenden  Strahlen  so  «j«,,  sf>  »^ij,  sc 

,  sd  Sfd^  . ..  der  Büschel  8{aöcd  ...),  Siia^bjc^d^  ...)  bostimmeu  also 

Punkte  a\  b\  c\  d'  ...  eines  Kegelschnittes  Ü'. 

Wählt  man  die  entsprechenden  Pnnktepaare  a«t„  bb^,  ...  nur  in 
Strecken  vm,  «,fn,,  so  erhält  man  bloss  Punkte  des  elliptischen  Bo- 
gens pWhW  im  ersten  Quadranten,  üm  nachzuweisen,  dass  analoge 
Constructionen  in  den  folgenden  Quadranten  nicht  nur  auch  ellipti- 
sche Bögen  liefern,  sondern  dass  alle  diese  derselben  Ellipse  E'  an- 
gehören, muas  man  von  einem  allgemeineren  Standpunkte  auch  die 
perspectivische  Beziehung  der  Beihen  (oM...),  (a^^iCjeZi ...);  {abed...)9 
(oafl^c^...);  (oftec?...),  (%5sc%i^...);  (oM...),  (a;^4e4d4...)  durch  jene 
FMfUelstrahlenbflschel  vermittdn,  weiche  durch  die  Richtungen  der 

Oeraden  MMj,  mmt^  MMm,  miii'^  bestimmt  sind,  und  man  erhält  so 
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Denken  irlr  iuhb  diese  Bethen  ans  den  Punkten  «,  projidrt,  so  er- 
halten wir  . 

Nun  kann  man  beweisen,  dass  die  Strahlenbflaehel  •x^ajü^d^^ 
stioib^Cfd^)  identisch  sind.  Wählt  man  in  der  Reihe  (abcd,.,)  drei 
bestimmte  Punkte  m-^  und  einen  beliebigen  Ponkt     und  in 

der  Reibe  (a^bsc^tl^ ...)  drei  bestimmte  Punkte  «4  u>^d  einen 

beliebigen  Punkt     so,  dass  m^m^,  ^^loo^x^  einander  ent- 

sprechende Punktepaare  sind,  so  hat  man 

Projicirt  man  diese  Reihen  aus  «1,  so  bekonunt  man 

In  den  so  erhaltenen  concentrischen  projectivischen  Büscheln  ist  aber 
«if% Steina,  ^«100  =  ^^'saoi  folglich  müssen  anch  die 

Strahlen  x^a,,  «^o«  identisch  sein.  Da  die  entsprechenden  Punkte 
%     beliebig  gewählt  worden  sind,  so  folgt,  dass  anch  die  ttbrigen 

entspredienden  Strahlen  sj/^  s^b^,  «jO]  a^di  »^d^  ...  zusammen- 
fallen, und  dass  auch  die  Bflschel  s^{ayb^c^d^  ...)>  s^ia^b^c^d^  ...) 

identisch  sein  müssen.  Aus  den  Relationen  s{ahcd)  ==  •fi(aj*iCif/i), 
8{ahcd)  =  8^{a.Ji^c^d^)  und  aus  der  Identität  der  Büschel  s^{a^b^c^di), 
«1  («2*2^2*^2)  t;rgibt  sich,  dass  die  projectivischen  Strahlenbüschel 
«(  abcd  . . .  )  ,  s^{a^b^c-id^  .  .)\  s(aöcd  ...  ) ,  s^ia^b^gd^  . . .  )  dieselben 
•Punkte  ah' cd'  ...  des  Kegelschnittes  E'  erzeugen  müssen.  In  der- 
selben Weise  kann  die  Identität  der  Büsche!  s{a.ß,^('-^d.^. .,),  ^^(a^h^c^d^...) 
erwiesen  werden,  und  man  erkennt,  dass  auch  die  projectivischen 
Büschel  s^iabcd...),  s{a^b^Ct^d^  . . .)  und  s^{abcd...)  s{a^h^c^d^  . . .)  die- 
selben Punkte  a'\  b'\  c\  d"  ...  eines  Kegelschnittes  E"  bestimmen. 
Beide  Curveu  E'  und  E"  sind  aber  durch  die  Punkte  v'=v",  m', 
m",  und  durch  die  Tangenten  m*»^  =  mimg,  =  m^m^,  in  den 
Punkten  m\  m"  vollkommen  bestimmt,  und  müssen  daher  identisch 
sein.  Nun  erkennt  man  aus  der  Bestimmung  der  Punkte  o',  c', 
d' ...  ,  a",  i",  c\  ci' ...  die  bekannte  Ellipsenconstruction.  Zugleich 

erhellt,  dass  bei  der  Coustruction  der  Ellipse  die  Strecken  vm,  v^m^ 
nicht  in  n  gleiche  Teile  geteilt  werden  müssen,  sondern  dass  es  ge- 
nügt, die  einzelnen  Teilpunkte  oaj,  hb^,  ...  auf  den  Strecken  so  zu 

wählen,  dass  sie  auf  Geraden  ö^,       ...  liegen,  welche  parallel  zu 
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mm^  Bind.  Analoge  BemerkongeD  beziehen  uch  auf  die  Teilung  der 
Stredran 

2.  Nun  wollen  wir  auch  zeigen,  wie  analoge  und  bekannte  Con- 
stractiouen  fUr  die  Hyperbel  und  Parabel  sich  ableiten  lassen. 

Es  seien  ss^,  rr^  die  conjagirten  Dorchmesser  der  Hyperbel. 

Die  Punktreihe  (Fig.  2.)  (abcd  ...  u  ...  v?)  des  Trägers  projiciren 
wir  mittels  Strahlen  «'a,  l^h,  ch-,  dhf  ...  nhtj^  ...  v^t\.,  welche 

parallel  zu  der  Diagonale  A  sind,  auf  die  Gerade  j^^?,,  und  die  so  er- 
haltene Punktreihe  (^h^fj^chl  ...       ...      ...)  projiciren  wir  mittels 

eines  durch  die   Diat,'üuale  J,  bestinmiten  Parallelstnihlonhüschels 
auf  die  Gerade  V.    Die  neue  Punktroihe  nenuen  wir  (e/i//jr,</,..?i,..i',). 
Da  die  Puuktreihe  (abcd  ...  m  ...  v  ...)  perspectivisch  und  ähnlich 
iaH  zur  Beihe  {^a^b^c^d  ...     ...       nnd  aneli  die  Beihen  Ca^b^e*d 

...      ...  ^v),  {a^bic^tii  ...  u,  ...  V]  ...)  perspectivisch  nnd  ähnlich 

sind,  80  mttssen  die  Pnnktreihen  (abed ...  tt ...  v),  CoiMi^i  •••    -  ^i) 
projectivisch  sein.  Wenn  wir  uns  die  Punktreihen  (ofted  ...  u  ...«), 
((OihiCfdi  ...  «4  ...     ...)  ans  den  Punkten  $,     projidrt  denken, 

so  bekommen  wir  zwei  projectivische  Strablenbflschel  <(aM ...«...«...), 

II, ...  «I ...),  deren  zugeordnete  Strahlen  m  «jo^,  «ft 

^«1,  ad  s^di  ...  «V  X]V,  ...  sich  in  den  Punkten  a',  b', 

e',  «l' o' ...  eines  Kegelschnittes  H*  schneiden  mtissen.  Aus 
der  Bestimmung  der  Punkte  u'^o-,  '  'co  erkennt  man  sofort,  dass  der 
Kegelschnitt  J7',  da  er  zwei  unendlich  ferne  Punkte  m'od,  v'^  hat, 
eine  Hyperbel  ist,  nnd  dass  Ai  Asymptoten  dieser  Hyperbel  sind.. 
*  Jn  fthnlicher  Weise  könnte  auch  die  zweite  Construction,  welche  in 
der  Figur  ersichtiich  gemacht  ist,  bewiesen  werden. 

Um  auch  noch  den  Fall  zu  behandeln,  wenn  eine  Parabel  durch 
den  Durchmesser  vT^^  Fig.  3.  und  durch  die  zum  Durchmesser  con* 
jngirte  Sehne  sm'  bestimmt  ist,  und  constmirt  werden  soll,  so  pro- 
jiciren wir,  wenn  durch  die  Diagonale  mm^  die  Bichtung  dnes  pro- 
jicirenden  ParallelstrahlenbOschels  bestimmt  ist,  die  Punkreihe  (äbed...) 
auf  die  Tangente  T  des  Punktes  v.  Man  erhfilt  wieder  zwd  per- 
spectivischc  und  ftknliche  Punktrciheu  {abcd  i<h^i<^i^h  •■)^  welche 
aus  den  Punkten  m,  (unendlich  ferner  Punkt  des  Durchmessers) 
durch  zwei  projectivische  Strahlenbüschel  s{abcd  ..,),  .sj(aiAjc,rf,  ...) 
projicirt  werden.  Durch  den  g^nseitigeu  Durchschnitt  der  ent- 
sprechenden Strahlni  .?r;,  .sjrfj,  sc  ÄjCj  ...  sind  die  Punkte  a', 
b\  e\  d' ...  der  Parabel  P'  besimmt  Da  der  Schnittpunkt «'  der 
entsprechenden  Strahlen  m  «,ao^  loit  dem  Punkte  «  znsammenftllt, 
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80  mii88  «i  =  m'  die  Tangente  der  Parabel  im  Paukte  «  eeio.  Weil 
aber  «m»^  — e»  ist,  so  ergibt  sieb  die  bekannte  nnd  einfache 
Cronstmction  der  Tangeute  in  einem  beKebigeu  Parabelpnnkte  «,  wenn 

man  die  Strecke  ev  =  vm  macht  und  den  so  erhalteuen  Punkt  e  mit 
•  TOrbindet 

Die  Fiirnr  /oi  't  noch  eine  andere  Parabelconstruction ,  welche 
aus  der  projcctiviacheu Beziehung  der  Büschel  «{abed.».),  v{^aHh^d...) 
sich  ergibt. 

Teltsch  am  1.  October  1879.  W.  Jersbek. 


4. 

Ueber  den  Sehwerpunkt  des  TIereeks. 

Bezeichnen  a,  h  und  c  die  Abstände  der  Ecken  eines  Dreiecks 
von  einer  Ebene,  so  ist  der  Abstand  z  des  Schwerpunkts  jenes  Drei- 
ecks von  dieser  Ebene  bekanntlich  gleich  dem  arithmetischen  Mittel 

H  **T~  b  ~T~  c 

der  drei  Eckabstände.  Es  ist  demnach  » ~~  3  *  (MöbiQS,Lehr- 
bneh  der  Statik,  pag.  209). 

Offenbar  liegt  Tür  die  bestimmenden  Punkte  eines  ebenen  Vier- 
ecks AB  CD  (Fig.  1.)  und  den  Schwerpunkt  S  desselben  eine  ent- 
sprechende Beziehung  vor.  Diese  zu  crniitteln  wird  als  fünfter  Be- 
stimmungspunkt neben  den  Eckpunkten  der  Durchschnittspunkt  O  der 
Diagonalen  Ali  und  HD  des  Vierecks  gewählt.  Die  Abstände  der 
Ecken  von  einer  willkürlich  angenommenen  Ebene  seien  beziehlich 
a,  6,  c  und  tl  und  der  Abstand  des  Duichschnittspunkts  der  Diago- 
nalen sei  o.  Um  den  Schwerpunkt  des  Vierecks  zu  bestimmeu, 
werden  die  Ecken  A  nnd  C  mit  der  Mitte  Af  der  Diagonale  BD  ver- 
bunden. Die  Mittellinien  AM  und  CM  sind  Scbwerlinien  der  Drei- 
ecke ABD  nnd  BCD  nnd  der  Schwerpunkt  ß  des  Vierecks  liegt  auf 
der  Scbweriinie  PQ,  welche  die  Schwerpunkte  P  und  Q  der  Dreiecke 
verbindet  Alsdann  tot  PQ  parall.  AC  nnd  ausserdem  PQ  —  iAC 
und  es  li^  die  Beziehung  vor 

Das  Gleichgewicht  dagegen  bedingt  die  Proportion: 

^  ABCD 
QS'"  ^BAD' 
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Weil  aber 

/S,BAD  OA' 
80  folgt:  • 

PS  qc 

QS  OA' 

=    (2) 

und  ans  den  Gleidmiigeii  (1)  und  (2) 

FS'^QN  (3) 

Man  erhfllt  demnach  den  Schwerpunkt  indem  man  auf  der  Strecke 
QP  den  durch  die  Diagonale  BD  gelieferten  Abschnitt  PH  Ton  Q 
IMIB  abtrügt*).  Es  ist  alsdann: 

Nau  ist 

AC       AC  OC 
und,  indem  man  erwägt,  dass 

a-{-b-\-d 

P  T""' 

^_ 

«  -      3"  ■  ' 

folgt  hieraus: 

OC 

3»  — o-f-Ä.-|-rf-|-(c— a)-^  (4) 

Für  die  Diagonale  AC  und  dou  Diagoualeudurchschuittspuukt  O 
liegt  die  Gleichung  vor: 

o.AC  =  a.OC-\-c.AO, 

aas  der  sich  ergiebt: 

OC 

o-tf+(a-c)^^,  (6) 

Durch  Addition  von  (4)  und  (5)  folgt  alsdann: 

woraus  die  bemerkenswerte  Beziehung: 

•)  Wie  bereits  in  T.  LXIV.  p.  439.  bemerkt  {lici\.) 
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^_a^i  +  o+d-o  


hienrorgeht. 

Ist  das  Viereck  ein  FaraUelogramm,  so  ist 


und  daher  auch 


«  =  4  


«  —  — — j — ■ —  (7) 


Steht  dio  Ebene  des  Vierecks  ABCD  normal  auf  der  Bestimmungs- 
ebene,  und  liegt  die  Seite  CD  in  der  letsteren,  so  sind  die  Abmes- 
sangen  e  und  d  gleicb  Kall,  und  folgt  demnach 

*  =  3 

als  Bcstimmuugsgleichiuig  für  den  Schwerpunkt  eines  Vierecks  in  der 
Ebene  desselben. 

Wird  demnäclist  die  Yierecksscite  BC  ^  O  augcuommeu ,  geht 
also  das  Viereck  ABCD  in  das  Dreieck  BAD  über,  so  wird  gleich- 
zeitig mit  b  auch  o  gleich  Null  uud  folgt  für  das  Dreieck  die  be- 
kannte Gleicimng 

'  w 


Es  ist  einleuchtend,  dass  dieselben  Belationen  stattfinden,  wenn 
an  Stelle  der  normalen  Abmessungen  a,         d  nnd  O  bdiebige  * 
parallele  Strecken  a\  b\  c%  d'  nnd  o'  angenommen  werden. 

Das  aufgestellte  Gesetz  dürfte  an  und  für  sich  von  Interesse  sein. 
Dasselbe  giebt  ausserdem  Veranlassung,  einen  Irrtum  zu  berichtigen, 
der  in  La  Fremoire's  wertvollen  Sammlung  von  Aufgaben  und  Lehr- 
sätzen —  hcrausgegebeu  von  Dr.  Reuschle,  Stuttgart  1858,  —  pag.  51. 
in  Bezug  auf  den  Schwerpunkt  des  Vierecks  begangen  wird,  indem 
derselbe  in  den  Dorchaehnitlq^mikt  der  geraden  YeiliindungBlinien 
der  Mitten  gegenflberstehenden  Seiten  verlegt  wird.  Das  IrrtOmliche 
dieser  Angabe  tritt  hervor,  indem  man  die  Mitten  zosammenstossen- 
den  S^ten  geradlinig  verbindet,  nnd  dadurch  ein  Parallelogramm  her- 
stellt, in  dem  jene  Strecken  Diagonalen  sind.  Es  folgt  dann,  wenn 
die  die  Normalen  von  den  Punkten  Ay  C,  D  und  S  auf  ^e  Ebene 
wie  vor  beieichnet  werden; 
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"2  2 
M  2  

was  nar  xatriffit,  wenn  Viereck  ABCD  ein  Parallelogramm  ist 

Brieg,  November  1879.  E.  Noeggeratb. 


5. 

Sehwerpankt  des  Vierecks. 

Die  Viereeksdiagonalen  AC  nnd  BD  sclmeiden  sich  in  E,  Han 
trage  die  Strecke  CE  von  A  nach  C  hin  nach  AF.  Dann  hat  das 
Dreieck  BDF  denselhen  Schwerpunkt  wie  das  Viereck  ABCD.  Der 
Grund  ist  leicht  za  sehen,  nnd  der  Schwerpunkt  des  Vierecks  hier- 
nach leicht  zu  constmiren. 

Mfllhaosen  im  Eisass. 

Dr.  P.  Jolinen,  Oberlehrer. 


6. 

mutwArn»  de  CMomdtrie  planCb 

Lemme.  La  position  qu'  un  point  mobile  partant  d'un  point 
fixe  atteint  en  parcourant  deux  ligiies  bris6es  dont  les  616ment8  cor- 
respoudont  eii  lougucur  ot  eu  direction,  mais  diff^rent  en  ordre,  est 
ind^pendaute  de  cet  ordre. 

En  effet  on  ponrra  toqjonrs  intenrertir  Tordre  de  deuz  616ments 
consicutift  en  consid^rant  le  paraU61ogramme  construit  sur  ces  deux 
^^ments;  par  cons^qnent  on  pent  intcrvertir  Tordrc  d'une  maniöre 
arbitraire  parce  qne  tont  cbangement  d'ordre  pout  ctre  decompose  en 
cbangements  616mentaires  de  denx  616ment8  constotifis. 

Corollaire. '  Une  ligne  hris6e  dont  les  ^6mentB  consicatifs 
correspondent  altematiyement  en  longnenr  et'  en  direction  ayec  les 
cöt6»  de  denx  polygones  qaeloonqnes,  se  fermera.  J'appelle  direction 
d'un  o6t6  la  direction  dans  laqnelle  nn  point  mobile  paroonrt  ce  c6t6 
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MisctUen. 


en  paicourant  dans  an  sens  arbitraire  le  oontonr  du  polygone  eor^ 
respoodant 

En  cffct  OD  pourra  remplacer  cette  ligne  bris^  par  nne  aatre 
dont  los  616inents  succeasife  aont  d'abord  cmpruntes  an  premier  et 
ensaite  au  second  polygone.  La  i)r('nii6re  partie  fera  douc  revenir  le 
point  mobile  an  point  de  d^part  et  la  secoode  ^alemeut 

Theoreme.  Soieiit  ...  an  les  cotes  succcssifs  d'uu  poly- 
goue  quclcoiique  et  PiP^^  ...  })u  los  ligues  qui  juigiieut  un  point  M 
de  sou  plan  aux  soniuiets  successit's  d'un  seeoiid  i)()ly</one,  soumis  ä 
la  senle  condition  d'avoir  le  meine  nombre  de  cotes  que  le  premier, 
QU  aara  toi^ours,  quölle  quo  seit  la  position  du  point  M: 

a||»iiiii(aiPi)+at|)s8m(4it|)})+      anp»^TBk{onfn)  —  conatante 

poorT'v  qu'  on  compte  les  anglcs  (»i;),),  (a^^^)  ...  (onj^»)  catre 
^^Ptt  ^     P%  •••        pn  de  la  mauidre  suivaute: 

Soicnt  les  directions  de  y^jy^.,  ...  ;)„  toutcs  dirigecs  des  sommets 
correspondants  vers  le  point  M  et  soient  les  directions  des  cotes 
Oja^  ...  a»  detiuies  coinnio  ci-des9U9,  les  auglos  («ii'a)  •••  i^npu) 

sout  lc8  angles  quo  decrirout  les  cotes  a^a.^  ...  en  les  toiiriiant 
tous  dans  le  meme  seus  jusqu'  ä  ce  qu'  ils  coiucidLUt  avec  les  di- 
recUoua  de  pija^  ...  ph- 

D^monBtratiOD.  Soient  b^b^  ...  K  les  cötte  sneeossifs  da 
second  polygone  de  teile  manidre  qae  les  points  d'intersection  de  hn 
et  6j,  et  et&  correspondent  avec  les  points  de  dipart  de  A|)^../)ki, 
on  pourra  constroire  nne  ligne  briste  dont  les  dl6ments  successifs 
sont  de  meme  longueur  et  de  mömo  direction  qne  cenxde  a^aj^,., 
ohön.  Cetto  ligne  briste  se  fermera;  nous  anrons  donc  an  nonveau 
polygone. 

Construisons  sur  les  cotes  b^h.^  ...  hn  de  cc  nonveau  polygone 
des  triaugles  dont  les  deux  untres  cutes  sont  egales  et  paralleles  aux 
lignes  ;>j  et  p^  et  p«^  ...  et  p,  respectivement  et  joiguons  en- 
core  les  sommets  successifs  de  ces  dernicrs  triangles:  il  est  evident 
qne  le  nonveau  polygone  sera  divis6.  par  cetto  construetion  en  diff§* 
rentes  parties  et  qn'  on  obtiendra  la-  snrfiice  de  ce  polygone  en  ad- 
ditionnant. 

a)  Un  polygone  congru  avec  le  premier  polygone 

b)  la  somme  des  triangles  composaut  le  second  polygone 
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e)  la  sommc  des  parall^logrammes  ai;'iSin(ajPi),  a^p^sinia^Pi)... 
OhPh  8m(a»,/)„). 

En  changeant  la  position  du  point  M,  los  denx  premiSres  par- 
ties  de  cctte  sonirne  no  cliangc  l  uiit  pas  de  valeur,  par  cousequent  la 
troisierae  partie,  eavoir  la  somme  des  parallelogrammes  sera  cou- 
staute. 

Gas  particuliers.  Supposous  que  quelques-uns  des  sommets 
cons^ntifs  du  second  polygouc  coincident:  le  second  polygone  se 
tronTexa  change  de  cette  mani^re  en  im  antro  polygono  ayant  moins 
do  o6t^,  on  m&me  en  vne  ligne  droite.  II  est  Evident  que  )a  for- 
male g^^«le  80  modifiera  d'one  mamire  conespoDdante  avec  eelle 
an  moyen  de  laquelle  ce  second  polygone  on  cette  ligne  sera  fom6 

Commc  application  prenons  deux  quadrangles  et  supposons  que 
le  second  sc  trouve  change  cu  uii  liguc  droite  cu  faisaiit  coiiicider 
Ics  deux  extr^mit^s  de  chacuu  des  deux  cötds  et  b^.  Ou  aura  dans 
ce  eas  ^  p^  et  p^  =  p^  par  cons^quent  la  fonnule  g^n^rale  se 
modifiera  en 

a,|)|Sin(a]i>i)4^PsSin(a,j},)4^p^in(<i,pt)4-a4|»iSin(a4j9i) = conslante. 

Bemarqne.  A  l'aide  d'une  section  plane  mente  parallölement 
aax  deux  bases  paralleles  d'un  prismatoide  on  pourra  aussi  d^mon- 
trer  le  theoreme  en  coiisid^rant  les  poh'goiies  suivaui  les  quels  cette 
section  est  coupee  par  les  pyramidcs  suivautes,  daus  les  quelles  ou 
peut  d^composer  co  corps. 

a)  La  Pyramide  qn*  on  obtiendra  en  joignant  nn  point  JfaT  d'nne 
des  bases  avec  les  sommets  de  Taatre,  le  point  üf  <tant  choisi 
.de  niani^re  que  cette  pyramide  seit  compltoment  contenne 
dans  le  corps  de  la  prismatoXde. 

b)  Les  pyramidee  ayant  ponr  bases  les  triangles  formH  par  la 
jonction  du  point  üf  et  des  sommets  de  la  base  dans  laquelle 
on  a  choisi  ce  point  et  dont  les  sommets  coincident  avec  les 
sommets  de  Tantre  base. 

En  choississaut  les  ])olygones  d'une  maniere  convenable  on  peut 
dcinontrer  avec.  le  thöoreme  precedent  plusieurs  thöor^mes  de  geo- 
metrie  plane. 
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7. 

Verstellbare  Brillen. 

Wenn  man  durch  eine  optische  Linse  einen  Gof^cnstand  betrach- 
tet, so  ist  die  optische  Wirkung,  jenachdem  die  Sehlinie  rechtwinklig 
oder  schräg  durch  die  Linie  fällt,  eine  verschiedene.  Füllt  die  Seh- 
liuie  recbtwinklifj  durch  die  Mitte  der  Linse,  so  erscliciut  das  Object 
einfach  vergrüssort  oder  vc^rkleinert  je  nach  dem  Schliff  der  Linse 
(bei  eoncaven  verkleinert,  bei  convexen  vergrössert).  Fällt  die  Seh- 
linie jedoch  schräg  durch  die  Linse,  so  entsteht  eine  prismatische 
Nebenwirkung  und  das  Object  erscheint  verzerrt. 

Bei  den  bisher  gebräuchlichen  Brillen  stehen  die  Brillengläser 
rechtwinklig  zu  den  Briilenh altern  vertical  und  unbeweglich  vor  den 
Augen.  Es  ist  dies  für  das  Sehen  in  die  Entfernung  auch  vollkommen 
richtig.  Anders  verhält  es  sich  bei  dem  Abwärtssehen.  Das  Ah-  - 
wärtssehen  wird  fast  nur  durch  eiiu^  Drehung  des  Augapfels  nach 
unten  bewirkt,  während  die  Kopfstelluug,  und  mit  dieser  die  Stellung 
der  Brillengläser  fast  dieselbe  bleibt.  Es  ist  daher  unmöglich,  dass 
bei  dem  Abwärtsseheu  mit  einer  solchen  Brille,  d.  h.  bei  dem  Lesen 
oder  Arbeiten,  die  Seblinie  gleichfalls  rechtwinklig  und  durch  die 
Gentren  der  Glftser  fallen  kann,  •  sondern  sie  wird  nnbedingt  schräg 
am  nntem  Brillenrande  dorch  dieselben  gehen,  wodurch  die  oben  er- 
wähnte prismatische  Wirlcnng  entsteht  and  der  h&nfige  Gebraach  einer 
solchen  Brille  nai^teilig  wirkt 

Um  diesem  Uebelstaudc  zu  begegnen,  habe  ich  Brillen  construirt, 
bei  welchen  man  mit  Hilfe  eines  zweiten  Charniers  au  jeder 
Seite  die  Brillengläser  so  verstellen  kauu,  dass  bei  dem  Abwärtsseheu 
die  Sehlinie  rechtwinklig  und  durch  die  Contren  der  Brillengläser 
fUlen  mnss. 

Die  Charniern  sind  äusserst  sorgfältig  gearbeitet  und  lassen  sich 
nur  in  dem  erforderlichen  Wiukel  (gewöhuiich  45")  verstellen,  was 
durch  eine  Arretiruug  bewirkt  wird. 

Schlesicky-Stroehlein. 

Frankfurt  a.  M.  October  1879. 
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XV. 

Ueber  die  theoretisch  möglichen  Fälle  der 
Polhohen-BestimmuDg. 

Von 

Herrn  Dr.  C.  Israel, 

Oberlehrer  in  FiMikfort  a.  M. 


Einleitung. 

Die  astronomische  und  die  mathematische  Bestimmung  der  Pol- 
höhe sind  zwei  sehr  vcrschirdciic  Aufgaben.  Nicht  selten  bietet  eine 
Methode  dein  Mathematiker  gar  keine,  dem  Astronomen  liiugegen  fast 
unüberwindliche  Schwierigkeiten.  Immerhin  wird  man  zugeben  müssen, 
dass  bei  einem  rationellen  Verfahren  die  mathematische  Behandlung 
des  rroblems  der  astronomischen  vorherzugehen  hat.  Denn  erst  nach 
Feststellung  aller  möglichen  Metlioden  die  sich  selbstredend 
nur  auf  mathematischen  W  ege  erreichea  lässt  —  kann  füglich  die 
Frage  an^worfen  und  beantwortet  werden,  welche  dieser  Methoden 
sich  zu  astronomischen  Zwecken  ansbanen  lassen,  welche  nicht  Eine 
solche  systematische  Darstellung  des  PolhOhen-Froblems  soll  im  Fol- 
genden versucht  werden. 


Beflnitlon  der  Aufgahe» 

Es  handelt  sicli  darum  den  Neigungswinkel  der  Ebene  irgend 
eines  Steriiinirallels  gegen  die  der  Lage  nach  als  bekannt  voraus  zu- 
setzende Kbeue  des  Horizonts  zu  ermitteln. 

IdU  LXT.  15 
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Die  Lage  einer  Ebene  ist  am  einfachsten  durch  drei  ihrer  Punkte 
gegeben.  Doch  können  auch  andere  Bedingungen  dafür  eintreten, 
etwa  die  Bedingung,  auf  einer  gegebenen  Ebene  senkrecht  zu  ste- 
hen, oder  eine  gegebene  Engel  zu  berühren  n.  s.  f.  Und  in  der 
Tat  kommen  derartige  Bedingungen  sowol  einzeln  als  verbunden  bei 
den  fraglichen  Methoden  vielfach  znr  Anwendung. 

Wir  wordcu  uns  vorerst  auf  diejenigen  Methoden  beschränken, 
die  sich  auf  die  Beobachtung  eines  einzigen  Sterns  —  entweder, 
in  einer  oder  in  mehreren  Positionen  —  gründen.    Die  andern  Me-' 
thoden,  denen  die  Beobachtungen  mehrerer  Sterne  zu  Grunde  lie- 
gen, gestatten  eine  analoge  Behandlung  und  sollen  in  einer  spätem 
Untersuchung  besprochen  werden. 

Unter  jener  Annahme,  dass  nämlich  Beobachtungen  von  nur  einem 
Sterne  bekannt  sind,  hat  mau  zur  Bestimmung  der  Polhöhe  über  fol- 
gende  Elemente  zu  verfugen: 

1)  drei  Höhen, 

2)  drei  Azimnthe  (oder  drei  Azimmuthdifferenzen), 

3)  zwei  Stundenwinkel, 

4)  drei  Zwischenzeiten, 

5)  die  DecUnation, 

6)  die  Lage  der  Mchdiauebene. 

Dass  nur'  zwei  Stnndenwinkel  in  Betradit  kommen  können,  ist  leicht 
einzusehen.  "Denn  die  Eenntuiss  des  Stundenwinkels  involvirt  auch 
die  des  ICeridians.  Es  wird  aber  niemals  die  Beobachtung  von  drei 
Sternpositionen  —  mithin  auch  nicht  von  drei  Stundenwinkdn  —  er- 
fordert, sobald  die  Meridianebene  der  Lage  nach  gegeben  ist.  — 
Auch  ist  klar,  dass  unter  den  Bestimmungsstücken  stets  Horizontal- 
elemente —  Höhen  oder  Azimuthe  oder  beide  —  vertreten  sein  müssen. 
Erst  durch  die  llorizoutalelenienle  wird  die  Polhöhc  individualisirt. 
Aus  Decliuation,  Stuiuienwinkcl,  Zwischenzeiten  allein  lasst  sich  keine 
Polhöhe  berechnen.  Denn  diese  Elemente  enthalten  nichts  Charakte- 
ristisches für  den  betrachteten  Horizont. 

Aus  gleich  zu  erörternden  Gründen  empfiehlt  es  sich  die  Me- 
tboden einzuteilen  in  solche,  welche 

1)  sowohl  die  DecUnation  als  den  Meridian, 

2)  nur  die  Decliuation, 

3)  nur  den  Meridian, 

4)  weder  die  Declination  noch  den  Meridian 
als  bekannt  voraussetzen. 
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Fragen  wir  iiämlicli  zunächst,  wolche  geometrisclie  Bedeutung  die 
Kenntüiss  der  Docliuation  und  der  Lage  der  Meridianebeuo  ftir  un- 
sere Aufgabe  hat.  In  Fig.  1.  werde  durch  die  grössere  Kugel  die 
HimmdssphftFe  dargestellt;  PB  sei  der  Parallel  des  Sterns.  Denken 
wir  ans  concentrisch  mit  der  Himmelskugcl  eine  kleinere  Engel,  deren 
Radius  CT  ^  rsini,  wo  r  den  Radios  der  Himmelsspbftre  nnd  S  die 
Bedination  des  Sterns  bedentet,  so  ist  einleuchtend,  dass  die  Ebene 
des  Stemparallels  diese  kleinere  Kugel  jedenfalls  irgendwo  (in  der 
Figur:  im  Punkte  T)  berühren  muss.  Wir  können  demnach  sagen: 
der  Sternparall cl  ist  ein  Kreis  der  Hinimclssphäre, 
dessen  Ebene  eine  Kugel  vom  Kadius  rsind  berührt. 

Femer  sei  in  Fig.  1.  HO  der  Horizont,  AQ  der  Aeqnator,  HZO 
der  Meridian,  N  der  Pol,  Z  das  Zenith.  Die  Ebene  des  Stemparal- 
lels steht  senkrecht  anf  der  Meridianobene.  Ist  also  diese  letztere 
ihrer  Lage  nach  g^eben,  dann  weiss  man  von  der  Ebene  des 
Stemparallels,  dass  sie  mit  einer  bekannten  Ebene 
einen  rechten  Winkel.bildet 

Hieraus  folgt: 

1)  Sind  Dedination  nnd  Meridian  gegebmi,  dann  bat  die  Ebene 

des  Stemparallels  bereits  zwei  geometrischen  Bedingungen  zu  genügen. 
Zur  völligen  Bestimmung  dieser  Ebene  bedarf  es  deshalb  im  Allge- 
meinen nur  noch  einer  Bedingung,  etwa  der  Bedingung,  dass  die 
Ebene  durch  einen  der  Lage  nach  bestimmten  Punkt  sich  erstrecke. 

2)  Ist  nur  die  Dedination  bekannt,  dann  werden  zur  Lagen- 
bestimmung des  fraglichen  Pandlds  noch  zwei  wdtere  Bedingungen 
hinzutreten  müssen,  z.  B.  Durchgang  durch  zwei  gegebene  Punkte. 

3)  Der  gleiche  Fall  tritt  eiu,  wenn  nur  die  Lage  des  Meridians 
als  beliaunt  vorausgesetzt  wird. 

4)  Ist  endlich  Keins  von  Beiden  —  weder  Dedination  noch  Me- 
ridian —  gcgehen,  dann  hat  der  Parallel  drei  selbst ilndige  Bedin- 
gungen (z.  B.  Durchgang  durch  drei  Punkte)  zu  erfüllen. 

Damit  rechtfertigt  sieh  die  obige  Einteilung  der  Methoden. 

Es  kann  sich  ereignen,-  dass  die  Polhöhe  in  dem  einen  oder  an- 
dern Falle  nicht  eindeutig  bestimmt  ist  Ist  z,  B.  das  Azimuth 

und  die  Höhe  eines  Sterns  S'  (Fig.  1.)  beobachtet,  während  Dedi- 
nation und  Meridian  als  bekannt  vorauszusetzen  sind,  dann  kann 
dieser  Stern  sowohl  dem  Kreise  I'J?  als  dem  Kreise  P'K'  angehören- 
Im  ersten  Falle  würde  der  Pol  nach  iV,  im  zweiten  nach  N'  fallen. 
Die  beiden  Kreise  FJi  und  F'Ji'  stehen  hier  in  dem  Zusammenhange) 
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dass  der  Sdmittpimkt  J  üirer  in  der  Meridianebene  liegenden  Durch- 
messer die  senkrechte  Projection  des  Sterns  nnf  die  Meridianehene 
darstellt  —  Etwas  Aehnliches  tritt  unter  Übrigens  gleichen  Umstanden 
ein,  wenn  nicbt  Azimntb  und  Höhe,  sondern  etwa  Stnndenwinkel  und 
Höhe  beobachtet  sind.  Wir  werden  hier  diese  dner  Specialnnter- 
snchnng  zugehörigen  FfJle  nicht  besonders,  sondern  immer  nur  die 
Methode  im  Allgemeinen  betrachten. 

A. 

Methoden,  bei  denen  die  DeeHnstlon  und  die  Lege  der  RfleridfamebMie 
als  bekannt  angenommen  werden. 

Es  sind  folgende  Fälle  zu  unterscheiden: 

a)  Höhe  und  Azimuth, 

b)  Stnndenwinkel  und  Höhe, 

c)  Stnndenwinkel  und  Azimuth 

sind  durch  Beobachtung  gegeben. 

Im  Falle  a)  ist  der  zur  Bestimmung  des  Problems  noch  erforder- 
liche Punkt  8  des  Parallels  PR  direct  durch'  die  Goordinaten  MO 
und  üfjS,  in  dem  Falle  b)  durch  den  Durchschnitt  des  Declinations- 

kreises  NG  und  des  durch  S  gelegten  Almikantharcts ,  im  Falle  c) 
durch  den  Durchschnitt  desselben  Dedinationskrciscs  und  des  Huhen- 
kreises  MZ  gegeben,  so  jedoch,  dass  in  den  beiden  letzten  Fällen 
die  Lage  des  Punkts  nur  durch  die  hier  }odos  mal  mit  auftretende 
Bedingung  XfS  =  90 — 6  ihre  völlige  Bestimmung  hudet 

In  den  beiden  ersten  Fällen  sind  zwei  Seiten  und  ein  Gegen- 
winkel, in  dem  letzten  Falle  eine  Soitej  ein  anliegender  und  ein  Gegen- 
winkel des  Dreiecks  Zenith-Pol-Stern  gegeben,  so  dass  sich  in  allen 
drei  Fällen  —  von  der  oben  berührten  Zweideutigkeit  abgesehen  — 
ohne  Weiteres  die  Seite  NZ,  d.  h.  die  Aequatorhöhe,  berechnen  Ittsst. 

B. 

Methoden,  wetohen  die  Kenntnise  der  Dedination  zu  Qrunde  liegt 

Die  Ebene  des  Parallelkreises,  dessen  Neigung  gegen  den  Hori- 
zont gesucht  wird,  erscheint  in  diesem  Falle  zunächst  nur  als  Be- 
rührungsebene einer  Kugel  vom  Radius  »-sind  (vgl.  weiter  oben). 
Ihre  ausreichende  Bestimmung  erfordert  mithin  noch  zwei  weitere 
Bedingungen. 
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Die  Natur  der  Aufgabe  führt  hier  auf  folgende  Fälle: 

a)  Zwei  Höhen  und  die  entsprechende  Azimnthdifferenz, 

b)  Zwei  HOhcu  uud  die  Zwischenzeit  beider  Beobachtungen, 

c)  Eine  Hübe,  eine  Azimuthdifforenz  und  die  Zwiscbeuzeit  der 

Beobachtungen, 

d)  Zwei  Azimutbäuderungen  uud  die  beiden  zugehörigen  Zeit- 
incremente 

sind  durch  Beobaditung  ermittelt. 

Aus  Fig.  1.  erhellt,  dass  der  Keigungbwiukel  des  Parallelß  FR 
gegen  den  Horizont  HO  gegeben  ist,  sobald  man  die 

Höhe  SM  =  A 
die  Höhe  S'£  =  h' 

uad  die  Admntkdifferenz 

beobachtet  bat.  Auf  den  Anfangspunkt  der  Azimutbc  —  ob  die- 
selben Yom  Südpunkte  O  oder  von  irgend  einem  andern  Punkte  des 
Horizonts  ans  gezilhlt  werden  —  kommt  es  dabei  nicht  an.  Denn 
die  Verschiedenheit  des  Anfangspunkts  ändert  zwar  die  absolute  Lage 
'  des  Parallels  in  Bezug  auf  den  Horizont,  ohne  indessen  den  Neigungs- 
winkel zu  affidren.  Die  Berechnung  der  Aequatorhöhe  NZ  ist  Übri- 
gens der  nach  Methode  b)  (der  s.  g.  Dounem'schen  Methode)  ganz 
analog.  Beide  Male  ergiebt  sieb  dieselbe  durch  Auflösung  der  Drei- 
ecke zss\  SNS'  und  NSZ  uud  zwar  muss  das  eine  Mal  vom  Drei- 
eke  ZSS',  das  andere  Mal  vom  Dreiecke  SNS'  ausgegangen  werden. 

Was  die  Methode  c)  betrifft,  so  sind  sunflchst  in  dem  Dreiecke 
SJ^'  zwei  Seiten  und  der  Zwischenwinkel  (NS  =  90— d  iin4 

Wkl.  SN8^  —  Zwischenzeit)  gegeben.  Ans  der  Auflösung  dieses  Drei- 
ecks findet  sich  sodann  die  Seite  88^.  Mit  dieser,  der  beobachteten 
Höhe  A  oder  A',  sowie  der  Azimuthdifferenz  SZS' =  Jto  lässt  sich 
die  Berechnung  des  Dreiecks  8Z8'  und  nftchstdem  die  des  Dreiecks 
NSZ  ausfahren. 

Sind  —  wie  in  Methode  d)  —  ausser  der  Dedination  (d)  zw^ 
Azimuthänderungen  {Ja,  Ja^)  und  die  entsprechenden  Zeitincremente 
(Ja,  Ja')  gegeben,  dann  lassen  sich  aus  erstem  und  den  beiden 
letztem  (Fig.  2.)  leicht  die  drei  Seiten  SSf^  81^  und  iS'S"  finden. 
Man  hat  nämlich; 

.ÄS'      ,  . 

sm-s-  —  cosd.sm-^ 
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.  SS"        ,   .  J6-\-Ja' 
sm-g—  =  coso.  sm  ^  

Mithin  sind  die  beiden  Winkel  am  Zenith  (da  und  /fa,)  sowie 
das  /^SS'S"  bekannt,  nnd  die  Aufgabe  reducirt  sich  auf  das  ,.Potbe- 
uot'scbo  Problem  auf  der  Kugelobortlächc"'.  Die  Bedingungsgleichuuguu 
sind  folgende  (wenn  mit  3,  s',  z"  die  allein  noch  unbekauutcu  Zeuith- 
üjstauzeu  der  Punkte  S,  iS\  S"  bezeichnet  werden): 

cobSS^  =  cos  zco8»''\-  sin  z  sins'cos  Ja 

cobS^^'^  co8/coBs"+sm«'8ins''co8^»' 

cos  fiüS"  —  co8«coss^'-(-siii«  sin  «^'co8(^i»-|-  ^«i). 

Die  allgemeine  Aullösung  dieser  Gleichungen  führt  auf  eine  Glei- 
chung des  4.  Grades.  Man  tindet  sie  u.  A.  in  dem  Lehrbuche  der 
Trigonometrie  von  E.  Ileis,  auf  das  wir  deshalb  hier  verweisen. 

Sehr  einfach  gestaltet  sich  die  Auflösung,  wenn  die  Azimuth- 
differenzeu  ^/w  und  Jca'  beide  =  90^'  gewählt  werden  —  ein  Fall, 
der  wohl  aucli  vom  praktischen  Standpunkte  ans  die  grössere  Be- 
achtung verdient.  Man  hat  nämlich:  -  .  • 

cos  SS'  —  COSsCOSa' 
COS>S'iS"=*  cosa'cosa" 

Durch  Division  der  beiden  ersten  Gleichungen  folgt: 

cos  3       cos  SS' 


Hieraus : 


coss"   "  cos-S'S"* 


cos  SS*  „ 


Also: 


tg«« 


cos  SS' 

COS  SS'  ,  cos  SS'   ,  , 

««>8SS"co8  z+  ^3^,  sin/STsüi« 

cosS'S"—  cosSS'cosSS" 


cosSS'sinSS" 
Kächstdem  ergiebt  sich: 

nnd 
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cos  SS 


C08«' 


Bezeich«Bd  für  die  Yontehende  Methode  ist,  wie  man  sieht,  der 
Umstand,  dass  sie  weder  die  Kenntniss  des  Meridians  noch  die  Be- 
obachtang  von  Höhen  erfordert.  Wir  werden  später  noch  auf  eine 
andere,  ihr  ähnliche  Methode  Stessen,  die  selbst  die  Notwendigkeit 
einer  Kenntniss  der  Dedination  anssdiliesst 


Auf  die  Kenntnis»  der  Lage  des  Meridians  gestützte  Methoden. 

Die  Ebene  des  Stemparallels  steht  senkrecht  auf  4er  Ebene  des 
Meridians  and  hat  ansscödem  noch  den  beiden  (durch  Beobachtung 
gefundenen)  Punkten  8  und  (Fig.  1.)  zu  genügen.  Jeder  dieser 
Punkte,  z.  B.  iSs  kann  nun  gegeben  sein 


Dabei  ist  jedoch  zu  beachten,  dass  durch  Stundenwinkel  und  üöhe 
oder  durch  Stundenwinkel  und  Azimuth  allein  —  so  lange  der  Pol 
unbekannt  die  Lage  eines  Punktes  nicht  hinreichend  bestummt, 
vielmehr  erst  durch  die.  hier  stets  mit  hinzutretende  Bedingung: 

NS  =  iVS' 
die  Lage  beider  Punkte  fizirt  wird. 

Im  vorlicgeudcn  Falle  wird  man  also  im  Ganzen  6  verschiedene 
Methoden  erwarten  dürfen,  nämlich: 

a)  jeder  der  beiden  Punkte  ist  durch  Azimuth  und  Höhe, 

b)  beide  Punkte  sind  durch  Stundenwinkel  und  Höhe, 

c)  beide  Punkte  smd  durch  Stundenwinkel  und  Azimuth, 

d)  der  eine  Punkt  ist  durch  Azimuth  und  Höhe,  der  andere 
durch  Stundenwinkel  und  Höhe, 

e)  der  eine  Punkt  ist  durch  Azimutii  und  Höhe,  der  andere 
durch  Stundenwinkel  und  Azimuth,  . 

f)  der  eine  Punkt  ist  durch  Stundenwinkel  und  Höhe,  der  an- 
dere durch  Stundenwinkel  und  Azimuth 


C. 


entweder  durch  Azinuith  und  Höhe, 
oder  durch  Stundenwinkel  und  Höhe 
oder  durch  Stundenwinkel  nnd  Azimutlu 


gegeben. 
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In  diesen  eftmmtUchen  Fitten  vird  ttbrigens  —  zam  Untencliiede 
von  den  nnmittelbar  vorhergebenden  Methoden      nicht  blos  die' 
Höhe  des  Pols,  sondern  anch  dessen  absolute  Lage  in  Bezng  anf  den 
Horizont  g^nndenw 

Fall  a) 

In  (lern  ^A^.S"  (Fig.  1.)  kenut  man  die  Seite  ,S'Z-=90— Ä' 
und  den  Winkel  NZS' =^  18U  — &>',  analog  in  dem  /^NZS  die  Seite 
&Z=  90— Ä  und  den  Winkel  KZS  =  180—».  Wir  haben  deshalb: 

cosiVS  —  cos^^.sin/t  -j-siniVZcosA  cos (180— w) 

-  cos  NS '  =  cos  iVZ .  sin  Ä'-f  sin NZcos h'  cos  (180  —  «'). 

Da  M«o>  iVS9',  80  folgt  durch  Gldchsetznng: 
cosJYZsinA— aini^ZcQsAcoso  —  cosiV^ZginA' — siai^ZcosV.cos»' 
und  hieraas,  dnrch  Division  mit  emNZi 

smh' — sinÄ 


tgÄZ-» 


cos  Ä'  cos  ca' — cos  Ä  cos  w 


Fall  b) 

Ans  dem  {^NZS'  crgicbt  sich: 

sinA' s=  GOSiVS\co8AZ-|-sin^i5'.8iniVZ.cose', 

ans  dem  ^NZS: 

sin  A  —  cos  iViS .  cos  ^Z-^  sin  HS,  mnNZ,  cos  0 

Dnrch  Fortschaifang  von  N8  »  folgt  die  geenchte  Oleichnng  Utar 
die  Aequatorhöhe  NZ. 

Fall  c) 

Ans 

^^j^g,  tgOJ^;-a,').siuA'Z_ 

*  sinfl'-i-tg(18ü  — w')cosö'co8A^ 

nnd 

^  ^    sin  0+  tg(180—  »)cos  c  cmNZ 

erhält  man  durch  Gleichsetzuug  von  tgiSVS'  und  tgA'S  unter  nadi- 
folgender  Division  mit  siniVZ  sofort  eine  Beziehung  für  cos  JSZ. 
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Fall  d) 

Man  bat: 

eosNS'»  eo8iV^J78inA-|-tniiiVZeoflA 008(180—0») 

und 

«  Biüh'sss  cosJVS'cosiVZ-l-siaA'S'smiVZcosa'. 

Die  EUminatloii  von  2«8f»*  AiS'  fahrt  anf  die  verlangte  RelaÜon  filr  NZ. 

Fall  e) 

Es  ist 

coB  iV'iS  =  cos  NZanh-\-  sin  NZeoBhem  (180 — n) 

und 

•    to-rq.-  l«(180-co0.smiVif  

BiBff'+tg  (180  —  «')  C08 c'.cos  JfiZ' 

woraus,  nnter  Berflckaiclitigiiiig  der  Gleiehheit  von  N8  und  AS'  die 
Aeqoatorhdhe  NZ  erhalten  wird. 

Fallf) 

Durch  FortschaflEiuig  von  N8  =  AiS'  ans  den  Gldchongen: 

sin  h  —  cos  iVÄ .  cos  iVZ-j-  sin  iVS  sin  iVZcoB  <r 

.   tg(18r)-fo')siniyZ 

^      —  8ina'-|-tg(180— w')«w<»'c08iVir 
ergiebt  sich  AZ. 

D. 

Methoden,  welche  von  der  Kenntnis«  der  Declination  und  des  Meridians 

unsUilngig  M. 

Die  Beobachtongen  niAssen  sich  liier  stets  auf  drei,  in  einem 
Falle  sogar  anf  vier  Punkte  des  Stemparaüels  erstrecken. 

Am  leichtesten  gewinnt  mau  eine  Ueborsicht  über  alle  hier  mög- 
lichen Methoden,  wenn  man  sie  einteilt: 

1)  in  solche,  bei  denen  drei  Höhen, 
2}  in  soldie^  bei  denen  zwei  Höhen, 

3)  in  solche,  bei  denen  eine  Höhe 

zu  den  beobachteten  Elementen  gehören^ 

4)  in  solche,  welche  von  Höhenbeobachtnngen  nnabhttngig  sind. 
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Sind  drei  Höhen  (ä,  ä',  ä")  oder,  was  dasselbe  ist,  drei  Zenith- 
distanzen  («,  z\  z")  gegeben  (a.  Fig.  2.),  dann  bedarf  man  zur  Ldsnng 
der  Aufgabe  noch  ansserdem 

entweder  I)  der  beiden  zugehörigen  Azimnthdifferenzen  {dta,  Jo»^) 
oder  II)  der  beiden  entsprechendeu  Zeitdifferenzeu  (Jo^  Ja') 
oder  III)  eiae  Azimutiidiffcreuz  {Jo)  und  eine  Zeitdifforeuz  (Jo'). 

Im  Falle  I)  hat  man  ans  den  Brdecken  N^",  NZB\  NZ8i 

sind  — sin  gp  cos/' 
eo89>8inir 

,   ,   ^   ^     sind  — sin <p Cosa' 

COS  («4-^0),)  —  /  _7 — 

^   *      *  cos^Bina' 

,    ,   .     I  ^  .     sind— sin qp cos« 
^   '      *  *      '  coB^ssn« 

In  diesen  drei  Gleichungeu  sind  nur  die  Grössen  «,  ö  und  tp 
unbekannt.  Eine  elegante  AuHusung  derselben  verdankt  mau  Gaus 
(vgl.  u.  A.  „Samml.  u.  Aufl.  MatLem.  Aufgaben  von  K.  II.  Schell- 
bach'', p.  172.). 

Im  Falle  Ii)  wo  ausser  den  Zcnithdistanzcn  die  beiden  Zwischen- 
zeiten Ja  und  Ja'  bekannt  sind  —  ergeben  sich  folgende  Gleichungen : 

.SS'         -  .  Ja 
sm-g-  =  cososm  -g- 

S'8"  , 
sin— coBosm-^ 

d.^  -  ««*.i.^2±^  >  (-) 

GOSiSiS'  «  o08«'oo8«-|'Bni«8ins'coB^aft 

cos  ff  ff'  —  COSar'coSz'-f-  sin  z'sin  «"cos  Ja' 
GOS  SS^ coa  z  cos  z"-]- sin  Kaiü.x"QOB{Ja>-^  Ja') 

Substitohrt  man  ans  den  drei  ersten  Gleichungen  die  Werte  von 

.  SS'      .  S'S"      .  iS/S"    .  ,    .  , 

sm-^-'    sm  2  »   ^^~2~  ^  letzten  (indem  man  setzt 

SS' 

C08/8fS'=  1  —  2sin2-2-  u-  s.  f.),  dann  bleiben  drei  Gleichungen  mit 

den  Unbekannten  d,  Ja,  Ja'^  deren  Lösung  zwar  mit  UmstiUldeDf 
aber  keinen  erheblichen  Schwierigkeiten  verknttpffc  ist 
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Im  Falle  III)  kann  man  sich  derselben  6  Gleichungen  zur  Auf- 
lösung bedienen.  Nur  erscheinen  diesmal  die  Grössen  ÄS',  S'S"y 
SS'\  d,  JQ,  Ja'  als  die  Unbekaunteu. 

Sind  zwei  llühcu  aus  Beubtichtuug  bekannt,  so  ist  es  nicht  immer 
einerlei,  ob  h  und  A'  oder  h  und  //'  (Fig.  2.)  diese  Höhen  sind,  wie 
mau  aus  der  lolgcudcu  Uebersicht  aller  hier  möglichen  Fälle  ersieht, 
WO  namentlich  der  erste  Fall  —  obwohl  an  sich  ganz  dem  Falle  4) 
entsprechend  —  eine  eigentttmliehe  Behandlnng  gestattet 

Beobachtet  sind 

entweder  1)  :  ^  V,  ^o,  J0 

oder  2)  :  A,  k\  Jm,  Jm\  Jo' 

oder  3)  :  h,  h\  Ja,  Ja',  Joi' 

oder  4)  :  /<,  Ä",  Jco,  dis,  Jm' 

oder  5)  :  h,  /<",  ^w,  Jo\  /Joi' 

oder  6)  :  A,  ä",  Ja,  Ja',  Ja'. 

Im  Falle  1)  hat  man  zuerst  das  vollständig  gegebene  Breieck 
ZSS'  au&nlösen.  Aus  der  so  gefundenen  Seite  SS'  und  dem  weiter- 
hin gegebenen  Zeitanterscbiede  J9  folgt  leicht  die  Poldistanz  IfS 
n.  B.  f. 

In  allen  andern  Fällen  (2  bis  6)  sind  die  Gleichungen  (m)  aus 
Dj  zu  Hülfe  zu  nehmen.  Biese  Gleichungen,  6  an  der  Zahl,  ent- 
halten 11  Elemente,  von  denen  hier  allemal  5  als  gegeben  voraus- 
gesetzt werden.  Die  tatsächliche  Auflösung  kann  nur  Gegenstand 
einer  Specialuutersuchuug  sein. 

Bb. 

Kennt  man  nur  eine  einzige  Höhe  —  entweder  h  oder  h'  oder 
h"  — ,  dann  bleibt  blos  der  eine  Fall  zu  betrachten: 

Gegeben:  A,  Jm,  J0,  Jn'  Ja'. 

Auch  hier  hat  man  in  den  mehr  erwähnten  Gleichungen  (m)  die 
ausreichende  Zahl  von  Bedingungsgleiehungen. 

Ein  hervorragemdes  Interesse  nimmt  schliesslich  noch  der  Fall 
in  Anspruch,  wo  Uber  gar  keine  Höhenbeobacbtung  verfilgt  and  eben- 
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sowenig  die  KeimtiiisB  der  DeefinatioB  und  des  Meriduuis  voraas- 
gesetzt  wird. 

Der  Stern  muss  alsdann  in  4  Positionen  S,  S',  S"  und  S*^  (Fig. 
2.)  beobachtet  werden  und  zwftr  bilden  folgende  6  Stacke  die  Gegen- 
stände der  Beobachtung: 

Ja,    J(o',   Ja',   Ja>'\  J^. 
£s  ergeben  sich  damit  leicht  nachstehende  Gleichungen: 

cos&S'—  1— Scos^dsin'-^-ss  cosffCQ8j('-|-sin«sin«'cos  J«» 

Ja' 

cobS^S"^  1— 2co8"ÄBin»-^  —  eoB/cos/'+sin/sin/'cosif»' 

Ja" 

cos/S"/S'"=»  1— 2co8^dsin*-2-  =  coBa".co8«'*+8in»"8ina"'co8/ia)" 

Ja  4-  Ja* 
cos'dsin^  2  

»  co8»co8Ä"-}-sin«8in»"co8(^(»-f-^^ö)') 

^am      .     o  ^Ja±J^±J^ 

cosÄS**  —  1  —  2  cos*  S  sin*  ■ — ^  

oosÄ'iS«'-  l-~2cos*dsin*  ^ 

cos  /cos  z"+  sin  »'sin  a^cos(^«'4-  ^ot"). 

Da  nur  d,  z,  z\  z"  und  z*"  unbekannt  sind,  so  genügen  offenbar  schon 
5  dieser  Gleichungen  zur  Bestimmung  des  Problems. 

Ein  Spedalfidl  verdient  hier  namentlich  Beachtung,  deijenige 
nfimlich,  wo  jedes  der  drei  beobachteten  Zwischenazimutho  »,  Jv/ 
und  4»**  ^  einem  Bechten.  Dies  setzt  allerdings  totmui,  dass  ein 
Azimnth&il  von  mindestens  270^  der  Beobachtung  zugänglich  ist  (in- 
dem je  zwei  Beobachtungen  in  entgegengesetzter  Lage  des  Fernrohrs 
angestellt  werden).  Die  Gleichungen  vereinfachen  sich  aber  alsdann 
der  Art,  dass  sie  eine  Auflösung  ohne  Schwierigkeit  zulassen.  ^I\lan 
erhält  nämlich  durch  zweckmässige  Division  (mit  Berücksichtigung 
von  cos^»  —  cosJ&'  u.  s.  f.  =0): 

Ja 

1  —  2  cos' ö  sin* -jr 
 f_  cosg 
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1 — 2  cos*  Ä  sin* 

COSZ 


1  — 2  COS*  0  Sin*  — 


Hiernach: 


1  —2  cosMun*         1  —  Soot'^siB*    

woraus  sich,  nach  Entfernung  der  Nonnor,  sofort  der  Wert  von  cosd 
herleitet,  und  nächstdom,  in  Vorbindung  mit  der  4.  der  obigen  Glei- 
chuDgea,  auch  die  Werte  von  2,  z"  ergeben  a.  s.  f.. 


Bei  der  vorstehend  gegebeneu  üebersicht  der  Methoden  zur  Be- 
stimmung der  Polhöhe  ist  wesentlich  nur  der  mathematische  Ge- 
sichtspunkt festgehalten  worden,  gleichviel,  ob  die  eine  oder  andere 
Methode  astronomisch  verwertbar  oder  wegen  der  auftretenden  und 
nicht  za  hesdtigenden  Beobaditnugsfehler  zn  praktischen  Zwecken 
nngeeignet  erscheint  Hier  war  es  lediglich  unsere  Absicht,  alle 
theoretisch  snm  Ziele  führenden  Methoden  anficnsnchen  und  zn  dassi- 
fidren.  Dabei  sind  in  der  Regel  nur  die  allgemeinen  Methoden  her- 
▼eigehoben  worden,  während  Specialfillle  ansser  Acht  gelassen  wurden. 
Biese  entstehen,  wenn  die  Beobachtungsclemente  besondere  Werte 
annehmen,  wenn  z.  B.  die  Höhe  h  ==  Null,  d.  h.  der  Stern  bei  seinem 
Anf-  oder  Untergange  beobachtet  wird  u.  dgl.  Solcher  Spedalmetho- 
den  giebt  es  selbstredend  eine  geraume  Anzahl,  und  es  macht  nicht 
die  mindeste  Schwierigkeit,  sie  heraus  zufiudeu.  Insbesondere  ist 
hierher  die  bekannte  Methode  zu  rechnen,  die  Pulhöhe  als  das  arith- 
metische Mittel  der  beiden  Meridian  höhen  eines  Circumpolarsterns 
zu  bestininien.  Dieselbe  reiht  sich  oHeiibar  derjenigen  der  obigen 
Methoden  au,  bei  denen  der  Meridian  als  bekannt  vorausgesetzt  wird, 
und  erscheint  insofern  als  specieller  Fall,  als  die  Stundenwinkel  oder 
—  wenn  man  will  —  die  Azimnthe  besondern  Wert  (0*^  und  180^) 
annehmen.  Aehnttdi  verhalt  es  sich  mit  der  Methode,  weldie  in  der 
Gleichong 

90»— 4p«.d~ik  n.  s.  f . 

ihren  Ausdruck  findet,  wo  cp  die  gesuchte  Polhöhe,  6  die  als  be- 
kannt angenommene  Declinatiou,  und  h  die  beobachtete  Meridian- 
höhe eines  Sterns  bezeichnet. 
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UnerwXhnt  geblieben  sind  ferner  Methoden  von  aasgesprocben 
astronomiachen  Charakter,  so  die  vorzOglichste  anter  aUen  bis  jetzt 
in  Attwendang  gebrachten  Metboden,  die  Bessersche.  Bekanntlich 
stQtzt  sich  dieselbe  auf  eine  zweimalige  Beobachtang  der  Hohe 
desselben  Sterns  im  ersten  Vertical,  anf  die  Kenntoiss  der  Beobaeh- 
tnngszeiten  n.  s.  f.,  wlihreud  die  Dedination  ebenialls  als  bekannt 
vorausgesetzt  wird.  Uutcr  dieser  letztem  Voraussetzung  genügt  aber 
zur  Bestimmung  der  Polhöhe  —  wenn  man  die  Sache  rein  mathe- 
matisth  nimmt  —  schon  die  einmalige  Beobachtung  der  Höhe 
eines  Stcrus  im  ersten  Vertical.  Denn  damit  ist  im  Dreiecke  Zenitli- 
Pül-Stern  ausser  der  Decliuation  und  Höhe  auch  das  Azimuth  90*^ 
oder  270®)  gegeben.  Alles  Andere,  was  nach  ßessel's  Methode  noch 
beobachtet  wird,  kann  mithin  nur  den  Zweck  haben,  die  Fehler  der 
Voraussetzungen,  der  Beobachtungen  und  des  Instruments  zu  elimi- 
niren.  Dasselbe  gilt  vou  der  Methode  der  correspoudireudou 
Höhen.  Die  Zwisehenzeit  beider  Hdhen  ist  der  doppelte  Standen- 
Winkel,  der  deshalb  anf  diesem  Wege  gefunden  werden  kann.  Dem 
Mathematiker  aber  ist  es  gleiehgOltig,  ob  der  Stnndenwinkel  durch 
dhrecte  Messung  (mittelst  Aequatorialinstnimente)  oder  wie  immer  er- 
mittelt wird. .  Fttr  ihn  bleibt  allein  der  Umstand  bestimmend,  dass 
in  der  obigen  Methode  Dedination,  Stundenwinkel  und  Höhe  eines 
Sterns  als  bekannt  angenommen  werden. 

Wird  der  Stern  zwar  in  correspondirenden  Höhen  beobachtet, 
aber  nicht  diese,  sondern  die  entsprechenden  Azimnthe  berfleksich- 
tigt  eun  Yerfehren,  das  man  die  Methode  der  correspondiren- 
den Azimuthc  nennen  könnte  —  ,  dann  bildet  die  Azimuthdif- 
ferenz,  auf  welche  es  hier  allein  ankommt,  das  Doppelte  des  Töm 
Meridian  ans  gezählten  Stemazhnuths,  während  die  Zwischenzeit 
beider  Beobachtungen  wieder  den  doppelten  Standenwinkel  aogiebt- 
MAthematisch  betrachtet  fällt  die  Methode  also  mit  derjenigen  zu- 
sammen, bei  der  Dedination,  Stundenwinkd  und  Azimuth  die  Data 
bilden.  U.  s.  f. 

Die  nädiste  An^be  wflrde  nun  darin  bestehen,  einerseits  die 
oben  blos  skizzurten  Methoden  mathematisch  zu  vollenden  —  so  weit 
dies  flberbaupt  angeht  —  andererseits  dieselben  durch  diejenigen 
Methoden  zu  ergänzen,  welche  aus  der  Beobachtung  mehrerer 
Sterne  resultiren.  Wir  denken  auf  Beides  später  zurflck  zukommen. 
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XVI. 

Ueber  rationale  Kegelflächen  yierten  Grades. 

Von 

Adolf  Amosedor. 


Im  entßa  Abschnitt  dieser  Arbeit  bebandeln  wir  die  allgemeioe 
Begelfläche  vierten  Grades,  jedoch  in  kurz  gedräugier  Darstellung, 
da  wir  nicht  erfahren  konnten,  was  über  diese  Fläche  bereits  bekannt 
ist  und  uns  insbesondere  die  von  Creniona  über  diesen  Gegenstand 
verölfcntlichte  Abhandlung:  „Snllf»  superficie  gobbe  di  quarto  grado, 
Memorie  dell'  Accademia  di  Bologna,  1Ö68"  derzeit  nicht  erreich- 
bar ist. 

Znm  Ausgangspnnkt  dieser  üntersnehnng  wählten  wir  die  —  sich 
ZQ  diesem  Zweck  besonders  eignende  —  Entstehnngsart  der  Fläche 
durch  zwd  {irojectivische  Tangentenebenen-Systeme  zweiter  Classe. 

Wir  bewiesen  u.  A.,  dass  auf  der  Rcgelfläche  unendlich  viele 
Kegelschnitte  liegen,  und  dass  die  Ebenen  derselben  eine  allgemeine, 
developpable  Fläche  dritter  Ciasso  umhüllen,  benutzten  diese  Eigen- 
schaft zum  Uebergang  zu  der  noch  nicht  behandelten  Regelfläche 
(^)  vierten  Grades,  mit  einer  einfachen  Leitgeraden;  indem  wir 
zeigten,  dass,  wenn  ein  der  Fläche  dngesdiriebener  Kegelschnitt  in 
zwei  Gerade  degenerirt,  dies  mit  allen  geschieht,  nnd  alle  ein  nnd 
dieselbe  Gerade  —  die  ein&che  Leitlinie  —  znm  Bestandteil  haben. 

Hierauf  wandten  wir  uus  der  Beschreibung  der  interessanteren, 
der  eben  genannten  reciproken  Regelfläche  fl>\  mit  einer  dreifachen 
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Geraden  zn;  am  im  letzten  Abschnitt  jene  Eigenschaften  der  SpO' 
ciaUtftt  dieser  —  der  Flllche  mit  einer  einfocben  nnd  dreifachen  6e- 
•  raden  —  zur  Sprache  zn  bringen,  durch  welche  sie  sich  Ton  den 
froher  erwähnten  nnterschadet 

Halas  in  Ungarn,  im  December  1879. 


L 

Die  allgemeine  rationale  liegelliäche  vierten  Grades. 

Art  1.  Zwei  projectivische  Tangentenebenen-I^rsteme  T^,  T^i 
zwei  Kegeln        K^*  zweiten  Grades  erzeugen  eine  Regelflftche 
vierten  Grades.  Denn  legen  wir  ans  einem  Punkte  a  einer  beliebigen 
Geraden  jf  die  zwei  an  Ej*  möglichen  Tangentialebenen  ti\  t^'\  so 
entsprechen  diesen  in     zwei  Ebenen,  und  zwar  der  Ebene  t/  — 
die  Ebene  xj  und  der  Ebene  x"  —  die  Ebene  x^*. 

Diese  Ebeucu  schneiden  g  bzw.  in  den  Punkten  ß'  und  ß'\  wel- 
che, wie  leicht  einzusehen,  mit  a  in  zwei-zweideutiger  Beziehung 
stehen.  Lassen  wir  einen  dieser  drei  Punkte  die  Gerade  g  durch- 
laufen, so  bilden  die  ihm  entsprechenden  auf  g  eine  Reihe,  welche 
der  durch  ihr  gebildeten  zweideutig  verwandt  ist.  Beide  coaxialen 
Reihen  haben  also  vier  Doppdpunkte  d^,  d^,  ^  d^,  und  jeder  der- 
selben hat  die  Eigenschaft,  dass  sich  in  ihm  zwei  einander  entspre- 
chende Ebenen  der  erzeugenden  Gebilde  schneiden,  d.  h.  dass  er  auf 
Erzeugenden  e  von  liegt.  Die  Gerade  g  schneidet  vier  Erzeugende 
der  untersuchten  Flftche  —  diese  ist  vom  vierteu  Grade. 

Der  im  63  ton  Bande  des  CreUe'schen  Joumales  befindlichen  Ab- 
handlung Schröters  entnehmen,  wir,  dass  das  Erzeugniss  zweier  pro- 
jectivischer  Tangonten-Systeme  auf  zwei  E^eelschnitten  eine  Curve 
vierter  Ordnung  mit  drei  Doppelpunkten  Ist  Eine  Ebene  von 
allgemtiner  Lage  schneidet  nun  2\'  und  T^^  in  den  bezeichneten, 
erzeugenden  Gebilden,  also  selbst  in  einer  Curve  woraus  .un- 
mittelbar folgt,  dass  eine  Rauracurve  dritter  Ordnung  zur  Dop- 
pdülinie  hat  Dass  diese  Doppellinie  nicht  dcgeuerirt,  sehen  wir 
wieder  aus  dem  38ten  Artikel  unserer  Abhandlung:  „Theorie  der 
Regelflächcn  vierten  Grades  mit  einer  Doppclgcraden  und  einem  Dop- 
pelkegelschnitt"     in  welcher  wir  die  Hedingungen  unter  welcher  die 

in  eine  Gerade  und  einen  Kegelschnitt  zerfällt  entwickein  ^  auch 


1)  Sitsungsb.  d.  k.  Akad.  d.  Wiss.  zu  Wien  vom  Februar  1879. 
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ist  bei  der  Allgemeinheit  der  Annahme  ein  derartiges  Zerfiülen  der 
Doppellinie  ohnehin  ansgeschloMen. 

Eiuc  durch  eiuc  Krzcugcudc  gelegte  Ebene  bestimmt  auf  eine 
Cnrve  dritter  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkt.  Eine  Ebene  E,  welche 
dorch  zwei  Erzengende  e',  c"  gelogt  wird,  die  sich  selbstverständlich 
in  einem  Punkte  a  von  schneiden,  hat  mit  noch  einen  Kegel- 
schnitt gemein,  weicher  a  nicht  enthält,  jede  der  zwei  Erzengen- 
den aber,  ausser  in  ihren  zweiten  mit  gemeinschaftlichen  Punkten 
bzhw.  in  noch  je  einem  Punkte  und  fr"  schneidet,  welche  Punkte 
die  Berflhrungspunkto  der  Doppeltangentenebene  E  mit  \*  sind. 

Durchläuft  u  die  Gurvo  D^y  so  umbullt  jb'  eine  developpable 
dritter  Ciasso,  vierter  Ordnunglf^^  welche  man  auch  als  den  geo- 

metrischc'u  Ort  der  Gci'adcMi  //f>"  aiischcii  kann 

Jeder  Kegelschnitt  C-  schneidet  £^  in  zwei  Punkten  ß\  ß'\  wo- 
gegen zwei  willkürlich  gewählte  der  unendlich  vielen  f*  eingeschrie- 
benen Kegelschnitte  sich  nicht  schneiden. 

Jede  Erzeugciide  l)OgCgnet  oiiieiu  (J-  nur  einmal,  woraus  folgt, 
dass  man  auch  als  Krzeugniss  zweier  projectiviscber  Punktsysteme 
aut  zwei  Kegelschnitten  von  möglichst  allgemeiner  Lage  anbeheu 
kann*  Auch  ist  unmittelbar  klar,  dass  durch  und  einen 
eindeutig  gegeben  ist,  weil  eine  Gerade  e,  welche  sich  derart  bewegt, 
dajis  sie  constant  eine  zweipunktige  Becante  von  2>>  und  eine  ein- 
panlctige  von  bleibt,  dem  Gesagten  zufolge,  eine  erzeugt,  welche 
Z>s  zur  Doppellinie  hat  und  durch  C*  einmal  geht 

Ebenso  i.st  f  *  durch  zwei  Kegelsclmitte  und  drei  Erzeugende  be- 
stimmt,  da  die  genannten  Erzeugenden  ebensuviele,  einander  ent- 
sprechende Tunkte  der  früher  erwähnten,  auf  allen  C'^  von  den  Er- 
zeugenden der     bestimmten  Punktsjrstome  fiziren. 

Art.  2.  Die  reciproken  Betrachtungen  sind  leicht  zu  bilden. 

Der  aus  einem  Punkt  /'  des  Ixaumcs  der  j*  umschriebene  Kegel 
Ä'4*',  ist  von  der  vierten  Classe  und  sechsten  Ordnung,  er  hat  die 
aus  P  an  gelegten  drei  Taugeutialebencn  zu  Doppeltangenten- 
ebeueu 


1)  Siebe  Art.  5. 

2)  Die  Classensahl  eines  einer  Regelfl&clie  aoMchriebenett  Kegele  tat  immer 
gleich  der  GradsAhl  derielben;  wfthrend  die  OrdnnngMahl  deseelben  gideh  der 
Cbweensahl  dee  allgemeinsten  ebenen  Schnittes  der  Fliehe  ist.  • 
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liegt  i'  auf  f^,  go  degenerirt  ^'4*'  in  einen  Kegel  üu,*  dritter 
Classe,  vierter  Ordnung  und  ein  Ebeiieubüschel,  welches  die  durch 
P  laufende  Erzcut^ondo  e  zur  Axo  hat.  Der  Kefjcl  Ag^  hat  jene  aus 
r  an  fl^  gelegte  Taugoutialebene  zur  Doppeitaugeutenebene,  welche  e 
nicht  enthält 

Fttr  einen  Punkt  a  der  Doppellinie  D'  zerÜUlt  JT«*  in  die  durch 

die  in  er  sich  schneidenden  Erzeugenden  e\  e"  beBtimmten  zwei  Ehe- 
neiibüschel  und  einen  Kegel  K*  zweiten  Grades,  welcher  ausser  der 
Ebene  (c'e")  jede  der  zwei  aus  «r  und  gelegten  Taagentendbenen 
berührt 

Zu  dem  System  dieser  Kegel,  welche  sftmmtlich  ihre  Spitzen  anf 
jy^  haben,  gehören  auch  die  Trftgerkegel  K^*  und  K^*  der  erzeu- 
genden Gebilde.  Um  dies  zu  beweisen,  legen  wir  durch  die  Spitze 
«1  von  K]*  die  zwei  Tangentialebenen  x^*  an  jeder  entspricht 
auf  eine  Tangentialebene  x^'  bzw.  t,",  welche  Ebenen  mit  den 
ersten  die  zwei  durch  er,  gehenden  Erzeugenden  fj',  e,"  von  f*  liefern. 
Es  schneiden  sich  also  sowohl  iu  dct-  Spit/e  von  K^^  als  auch  in  der 
von  JT}'  zwei  Erzeugende,  d.  h.  jede  derselben  liegt  auf  D^. 

Umgchrt  ist  aus  der  Bemerkung,  dass  jede  Erzeugende  der  Eläche 
einen  Kegel  K'^  berührt,  und  eiu  solcher  durch  diesen  Berührungs- 
punkt eindeutig  bestimmt  ist,  unmittelbar  klar,  dass  irgend  zwei  der 
Fläche  umschriebene  Kegel  zweiten  Grades  als  Träger  zweier  pro- 
jectivischer  erzeugender  Tangeutenebenen- Systeme  angenommen^ 
werden  können. 

Aus  dieser  Tatsache  folgt  dio  Kitionscbaft  der  Kegeltiiiclie  durch 
ihre  Doi>iu'liinic  und  fünf  ErzeugtMule  c^,  ...  0.-^  eindeutig  be- 
stimmt zu  sein.  Denn  Icgeu  wir  durch  irgend  einen  Punkt  «  von 
und  die  füuf  Erzeugenden  die  Ebenen  A'j,  ...  AV,,  so  bestimmen 
diese  einen  umschriebeneu  Kegel  K^y  der,  wenn  «  die  Curve  /)• 
durchläuft,  die  behandelte  Regelfläche  zur  Enveloppe  hat.  Jede  der 
gegebenen  Erzeugenden  kann  durch  einen  Punkt  ersetzt  werden,  weil 
durch  einen  solchen  eine  Erzeugende  von  als  zwmpnnktige  Secante 
von  £>•  vollkommen  fizirt  ist 

Art.  3.  Die  zwei  Erzeugenden  e',  e",  welche  sich  in  einem  Punkte 
«  von  7)^  schneiden,  trefteu  diese  Curvo  noch  in  je  einem  Punkte  ß\ 

welche  wir  kurz  als  die  dem  Funkte  o  coigugirten  bezeichnen 
wollen. 

Wir  können  aber  auch  und  ff'  als  einand^  entsprechende 
Punkte  betrachten,  diese  Zuordnung  gibt  uns  ein  Mittel  an  die  Hand 
zu  bestimmen,  wie  oft  die  sich  in  einem  Punkte  a  von  Ifi  schnei- 
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deuden  Erzeugenden  coinddiren,  d.  h.  wie  viele  Cnipidalpiiokte  die 
Begelfläche  besitzt 

Die  zweite  Erzeugende  e,,  welche  durch  ß'  hiuft,  schneidet  D'^ 
noch  in  «i ,  durch  welchen  Punkt  audi  noch  eine .  der  Ciirve  J)'^  in 
ßi"  begegnende  Erzeugende  c,'  gelit.  Da  der  Tunkt  /?,"  in  derselbeu 
Weise  wie  /I"  dem  Punkte  ß'  zugeordnet  ist,  sehen  wir,  dass  die  Be- 
ziehung zwischen  ß'  und  ß"  eine  zwei-zweideutige  ist.  Projiciren  wir 

und  also  alle  Punkte  ß\  ß>*  ans  ii|;end  einem-  Punkte  «r«  dieser 
Cnrve;  so  erhalten  wir  einen  Kegel  zweiten  Grades  (er«/)*},  dessen 

Eizeugende  onß'i  «n^'\  zwei-zweideutigauf  einander  bezogen  sind. 
Beide  Strahlensysteme  haben  bekanntlich  vier  Doppelelemente,  d.  h. 

es  fiUlt  thJß*  viermal  mit  anß"  zusammen,  wenn  sie  den  Kegel  {uhD^) 
beachreibt  Ebenso  oft  coinddirt  notwendig  auch  ß'  mit  ß>\  da  ja 
jeder  Kante  des  Kogels  («mD'j  die  Gnrve  Ifi  nur  in  einem  variablen 
Punkt  sehneidet. 

Wir  können  jedcxh  auch  in  anderer  Weise  zeigen,  dass  unter 
allen  Erzeugenden  von  f*,  viere  existiren,  deren  jede  aus  zwei  un- 
endlich nahen,  in  einem  Punkt  von  X>^  sich  schneidenden  Erzeugen- 
den besteht. 

Zu  dem  Ende  legen  wir  durch  It^  und  die  ihr  coujugirten  Kante^ 
ttnß'  und  unti"  die  Ebenen  {outiß')  und  (ff„of/3").  Die  Gesammtheit 
derselbeu  umhüllt  den  aus  a„  uraschricbenen  Kegel  zweiten  Grades 
Ä"^,  welcher  (of», in  vier  Erzeugendeu  a„r,,  «„r^,  f<„<-.j  und  0,(04, 
und  daher  Iß  in  deu  vier  Punkten  Cj,  c^,  c^,  schneidet.  Um  uuter 
Vermittlung  von        jene  zwei  Erzeugenden  e',  c"  zu  construiren, 

welche  sich  in  dem  Puukt  a  von  hcgcgnen,  legen  wir  durch  «„« 
die  zwei  Tangentialebenen  an  iT^,  sie  schneiden  D^^  in  deu  Punkten 
ß'  bzhw.  ß'\  welche  mit  a  verbunden  bereits  e'  und  liefern.  Wir 
sehen  auch,  dass,  wenn  «  ausserhalb  K*  lag,  die  aus  ihm  an  den 
Kegel  gelegten  Tangentialebenen  und  mithin  auch  die  Erzeugenden  t' 
und  e"  reell  getrennt  sind.  Bewegt  sich  «  auf  so  lange  fort,  bis 
er  mit     coinddirt;  so  fallen  auch  die  Ebenen  {onuß')  und  {vnttßf') 

mit  der  K*  längs  «»0]  berfihrenden  Ebene  (anCtdi)  zusammen.  Die 
Punkte  ß'  und  ff*  rttoken  unendlich  nahe,  einen  Doppelpunkt 
der  durch  sie  bestimmten  zweideutigen  Punktsysteme  bildend;  die 
Erzeugenden  e',     werden  zu  benachbarten,  unendlich  nahen  in 
sich  schneidenden  Erzeugenden.  Sie  bilden  eine  singuläreErzeugende 

s  von  f*,  welche  die  Eigenschaft  hat,  dass  die  durch  sie  und  die 
Tangente  ii  von  Ifi  \vl  bestimmte  Ebene  die  Begelfläche  längs 
ihrer  ganzen  Ausdehnung  berührt  Die  Ebene    selbst  wird  Cuspi- 

16* 
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dalobenc  gcnaunt;  sie  ist  iu  ihren  Eigenschaften  dem  Cuspidal» 
punkt  C|  rcciprok. 

Die  charakteristischen  Eigenschaften  des  letzteren  sind  die  fol- 
genden: 

Jcdf  (hnrli  ihn  golimdo  Gfrado  ist  eine  oi^reiitlichc  Tanguiito  der 
lU'gdtiächo,  da  sie  in  iliiii  die  zwei  uiioudlicli  iiaheo,  in  vori  iiiigtcn 
Erzeugenden  schucidot.  Jode  Ebene  des  Büschels  berührt  die 
RegelHächc  in  ilim;  weil  die  *^  benachbarte  Erzeugende  diese  in  r, 
trifft.  Die  Regelüüche  f  durchschucidet  sidi  in  irgend  einem  Punkte 
a  von  der  Winkel,  unter  welchem  dies  geschieht,  wird  durch  die 
zwei  Tangentialchonen  JJi^  im  hezdchneten  Punkt  gemessen,  welche 
Ebenen  wieder  durch  die  Tangente  t,  xon  in  a,  und  durch  diesen 
Punkt  laufenden  Erzengenden  z*  bzhw.  c"  gegeben  sind.  Ffir  den 
Punkt  ci  sind  nun  e'  und  identisch  mit  e,,  also  die  Ebenen  B^^ 
B.2  mit  (<'iT,),  wenn  Tj  die  Tangente  von  in  Ci  ist  —  die  Segel- 
fläche    berührt  sich  im  Punkte  cj  selbst 

Bewegt  sich  «  in  der  eingeschlagenen  Richtung  auf  />'  über 
fort,  so  gelangt  er  in  das  Innere  des  Kegels  A*-.  Jetzt  ist  es  nicht 
möglich  aus  ihm  au  A'^  Taugcutialebcueu  zu  legen,  diese  siud  und 
mit  ihnen  die  zwei  sich  iu  tt  begegnenden  Erzeugenden  e',  e"  imagi- 
Qär.  Der  Punkt  a  ist  im  Gegensatz  zu  einem  ausserhalb  gelegenen 
Punkt  von  Ifi  ein  ideeller  Doppelpunkt  der  Fläche-.  Wir  sehen  also, 
dass  die  vier  Cuspidalpunkte  e^,  0^,  cg,  von  (jeder  dieser  Punkte 
ist  ja  ein  solcher),  die  Doppellinie  Ifi  in  ebensoviele  Strecken  teilen, 
von  welchen  je  zwei  angrenzende  ungleichartig,  d.  h.  bzhw.  eigentlich 
und  ideell  sind. 

Die  Cuspidalebene  /*,  schneidet  f  in  einem  eigentlichen  Kegel- 
schnitt C'^,  der  f,  ausser  in  in  einem  Punkte  schneidet.  Jede 
in  rj  durch  /j  gezogene  Gerade  hat  in  diesem  l'unkt  mit  \^  drei  un- 
endlich uahc  Punkte  gemciu,  weshalb  wir  ihn  und  jeden,  der  drei 
andern,  la  derselben  Weise  construirten  Punkte  /g, Inflexions- 
punkt  der  Fläche  nennen. 

Art  4.  Logen  wir  durch  einen  Punkt  P  und  eine  Erzeugende  e 
von  die  Ebene  so  berührt  diese  die  Fläche  in  einem  auf  c  lie- 
genden Punkt  h.  Lassen  wir  c  nach  einander  alle  möglichen  Lagen 
einnehmen,  so  umhüllt  bekanntlich  E  den     ans  r  umschriebenen 

Kegel,  den  wir  auch  als  geometrischen  Ort  von  ~Pb  ansehen  können. 

Goincidirt  e  mit  einer  singulären  Erzeugenden  e,  so  fällt  Pb  mit  der 
Verbindungslinie  des  Punktes  P  und  des  auf  e  liegenden  Cuspidal- 
pnnktes  c  zusammen. 
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Jeder  der  Rcgolfliiche  umschriebene  Kegel  (K/;  K.'\  K^K  K^^, 
K;^^.  Ä'.,^,  A'-)  berührt,  dem  Gesagten  zufolge,  die  siiiLruläroii  Erzeu- 
genden in  den  Cuspklalpiinkten.  Wie  leicht  zu  beweisen  ist,  gilt 
dieser  Satz  in  seiner  ganzen  Allgemeinheit  nur  für  die  Kegel 

und  A'-',  d.  h.  nur  diese  gehen  durch  alle  vier  Cuspidalpunkte •, 
während  A'^^,  A^'  und  A'^^,  deren  Sj[)itzen  bzhw.  in  einer,  zwei  oder 
drei  Cuspidalebeueu  liegen,  resp.  drei,  zwei  und  einen  Cuspidalponkt 
enthalten. 

Für  die  Kegel  A"-',  floron  Spitzen  sieli  auf  />'  befinden,  ist  noch 
zu  erwähnen,  dass  sich  innerhalb  derselben  nur  imaginäre  ^)  einfache- 
und  ideelle  I)oi)i>el-Puukte  bctinden-,  während  jeder  ausserhalb  der- 
selben gelegene  Punkt  von     reell  und  eigentlich  ist. 

Dies  beachtend,  betrachten  wir  den  Schnitt  von  mit  ii^d 
einer  Fläche  f"  »ter  Ordnung.  Er  ist  von  der  4Mteu  Ordnung  und 
hat  die  3«  Schnittpunkte  a  von  und  f"  zu  Doppelpunkten.  Die 
Tangenten  in  einem  derselben  erhalten  wir  als  die  Schnittlinien 
und  fler  in  ihm  an  gelegten  Tangentialebenen  Zf, ,  mit  der 
Tangentenebeue  T  von  f".  Knthält  f"  einen  Cuspidalpuukt  r  von  f*, 
so  hat  die  Schnittlinie  7t'"  beider  Flächen  in  ihm  einen  Doppelpunkt 
mit  coincidirenden  Tangenten  <2  =  ^  =  ^j  weil  für  einen  sohhen 
und  B2  zusammenfallen.  Die  Curve  H^"  hat  die  Tendenz  im  Punkte 
c  der  durch  ihn'  Tangente  t  angegebenen  Richtung  zu  folgen-,  weil 
aber  innerhalb  eines  K'^  kein  reeller  einfacher  Punkt  der  Fläche  f* 
liegt,  was  doch  sein  mUräte,  wenn       im  Punkt  0  in  das  Innere  von 

eindränge,  d.  h.  einen  Berflhrungsknoten  mit  einer  von  e  ver- 
schiedenen Tangente  hätte;  sehen  wir,  dass  jede  auf  liegende  Gurre, 
welche  durch  einen  Cuspidalpunkt  läuft,  entweder  in  ihm  einen  Rück- 
kehrpunkt hat,  oder  die  durch  ihn  gehende  singulare  Erzeugende 
berührt.  • 

V  Dieser  Satz  gilt  natürlich  auch  für  ebene  Curven.  Ihm  eutnelimeu 
wir,  dass  Regelfläche  f*,  ihren  vier  Cuspidalpuukteu  entsprechend, 
Tier  ebene  Cnryen  6,,^,  vierter  Ordnung,  dritter  Glasse,  mit  ML  Bttck- 
kehrpunkten  hat;  dass  femer  jede  Tangentialebene  des  aus  einem 
Gnspidalpunkt  c  der  umschriebenen  Kegels  K\  die  Fläche  in  einer 
Gurre  C^'  dritter  Ordnung  schneidet,  die  e  zum  Rflckkehrpunkt  hat 
Jede  Gurre  C*  hingegen,  welche  eine  durch  e  gehende  Ebene  besitzt, 
berOhrt  diese  singulare  Erzeugende  in  «. 

Die  Curve  R^"  schneidet  jede  Erzeugende  in  ,1.  und  jeden  ein- 
geschriebenen Kegelschnitt  C-  in  2u  PunkLcn.    Von  den  u  Schuitt- 


1)  Weil  jede  Erseugende  dnen  jeden  Kegel  K*  bertthrt. 
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puiikteu  derselben  mit  eiuer  siuguläreu  Erzougeiulon,  in  wolcheu  sie 
die  durchgehende  Guspidalebene  v  berührt,  ist  jeder  für  v  doppelt  zu 
sAhlen,  wefl  eben  s  als  Schnitt  yon  v  mit  \*  doppelt  za  zäUen  ist- 

Geht  uuri  f",  also  auch  Ji*"  durch  /,  den  zweiteu  Schnittpunkt 
von  e  mit  dem  in  v  liegenden  Kegelschnitt  6'^,  den  wir  früher  als 
luflexionspunkt  von  P  hozeiclinct  haben;  so  hat  sie  mit  c  ausser  ?*, 
2n — 2  Punkte  gemein  und  schneidet  C'^'  in  /  und  in  noch  2n  —  1 
Punkten.  Da  aber  J£^**  von  v  in  4n  Punkten  getroffen  wird,  sehen 
wir,  dass  die  fehlenden  drei  Punkte  in  «  yereinigt  sind. 

Jede  der  Rcgelflilche  f  oingesehriebcne  (ebene  oder  räumliche) 
Curve  berührt  die  Cusi)idalcbenen  in  Punkten  der  singuUireu  Erzeu- 
genden. Geht  sie  durch  einen  Inllcxionspunkt  der  Fläche,  so  hat  sie 
in  ihm,  im  Allgemeinen  bzhw.  einen  lutiexionspunkt , oder  die  durch- 
gehende Cuspidalebene  zur  OflcuIattoDzebene. 

Art.  5.  Die  BerQhmngscurve  des  aus  einem  Punkt  P  des 
Baumes  der  f  umschriebenen  Kegels  ^^4*  ist  von  der  sechsten  Ord- 
nung; weil  in  jeder  Ebene  des  Bündels  P  sechs  Kanten  von  K^^  sind, 
und  auf  jeder  ein  Punkt  von  B%  nämlich  ilir  Berührungspunkt  mit 
f  liegt.  Die  sechs  Rückkehrkanten  r^,  n,  ...  r^^  sind  Tangenten  der 
Berühruugscurve,  da  diese  im  Allgemeinen  keinen  wirklichen  Doppel- 
punkt, also  auch  keinen  Rückkehrpunkt  besitzt  *) ;  sie  liegen  auf  ttinem 
Kogel  zweiten  Grades  und  sind  die  in  /•  sich  schneidenden  Ilaupt- 
oder  Inflexionstangenten  der  iiegelüäche  Dass  dem  wirk- 
lich so  ist ,  sehen  wir,  indem  wir  durch  dne  Ebene  E  legen  \  sie 
schneidet  iT«*,  weil  als  Schnitt  doppelt  zu  zählen  ist,  noch  in  vier 
Kanten  ...  «4,  deren  jede  als  einfache  Kante  von  K^^  auch  eine 
einfache  Tangente  der  Schnittcunre  von  £  mit  ist;  während 
r^,  weil  sie  für  zwei  «  gilt  und  nur  einen  Berührungspunkt  hat,  eine 
Inflexionstangente  von       also  auch  von    sein  muss. 

Durdi  eine  Gwade  g  des  BOndels  P  kann  man  vier  Tangential- 
ebenen an  legen,  und  in  jeder  liegt  eine  Tangente  der  Curve  M 
Die  Gerade  g  wird  also  ausser  von  den  sechs,  sich  in  P  schneiden- 
den Tangenten  von  viw  Tangenten,  und  zwar  bzhw.  in  den  Punkten 
Ptt  Pt9  Pii  P4  getroffen.  Lassen  wir  g  sich  nm  Pdrehendi  eine  Ebene 
E  von  möglichst  allgemeijier  Lage  beschreiben,  so'  mengen  die 
Punkte  pi  ...  j>4  eine  Curve  zehnter  Ordnung,  welche  in  P  einea 


1)  Wenn  man  tarn  Baninewve  projicirt,  so  bHdra  lioh  die  Berfthrongs- 
pttnkte  der  aut  dem  Centraiu  an  die  Curve  gelegten  Tangenten  als  BUnkkehr- 
pnnkte  ab.  Umgekehrt  entspricht,  im  Allgemeinen,  einer  Spitie  des  Bildei 
eine  ane  dem  Centrum  an  die  Onrve  gelegte  Tangente. 
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tecbB&cben  Punkt  hat,  üid  der  Schnitt  Ton  £  mit  der  durch  die 
Tangenten  von  gebildeten  developpahlen  Fiftche  ist  Diese  ist  also 
Ten  der  zehnten  Ordnung  und      selbst  vom  sehnten  Rang. 

Befindet  sich  P  auf  einer  Taugente  t  der  Doi>pellinic  D^,  so  hat 
im  Berührungspunkt  h  der}5elben  einen  wirklichen  Doppelpunkt. 
Ist  b  ein  Caspidalpuokt,  so  ist  er  für  B*^  ein  Eückkehrpunkt. 

Ist  F  ein  Punkt  der  Kegelfläche,  so  ist  die  Berührungscurvc 
von  der  faufteu  Orduuug  und  dem  achten  Kaugj  sie  berührt  in  i'dic 
eigentliche  Haupttangente  der  Fläche.  Ebenso  dnd  die  Doppelpunkts- 
tangenten  der  Berdhrungscurve  des  aus  einem  Punkt  a  von  Zfi 
der  umschriebenen  Kegels  welche  in  «  einem  Doppelpunlrt  hat, 
Inflexionstangenten  der  Flftche. 

Während  alle  diese  Berührungscurven,  mit  Ausnahme  jener  mit 
einem  Rückkehrpunkt,  die  vier  singulüren  Erzeugenden  in  den  Cus- 
pidalpunkten  tangiren  ;  tun  dies  die  Berührungscurven  der  Kegel  A4^, 
Jf^^undA'^^,  welche  bzhw.  von  der  5,  1  und  3ten  Ordnung  sind,  nur 
teilweise,  d.  h.  sie  berühren  resp.  nur  3,  2  und  1  singulare  Er- 
zeugende. 

In  Curven  dritter  Ordnung  wird      auch  von  jenen  Kegeln 
bertthrt,  welche  einen  der  Funkte  c^,  d^^  c^,      zur  Spitze  haben. 

Bedprok  den  Bertthrungscurven  sind  die  BerQhrungsflächcD,  deren 
hemeikenswerteste  die  Asymptotenfläche  der  Begelfläche  ist  Sie  ist 
eine  developpable  Fläche  sechster  Glasse,  zehnter  Ordnung  und  be- 
rflhrt  die  vier  Cuspidalebenen  längs  der  lingulären  Erzeugenden. 

An  dieser  Stelle  wollen  wir  auch  noch  der  iui  ersten  Artikel  be- 
sprocheneu developpableu  Fläche      Erwähnung  tun. 

Eine  diese  längs  einer  Erzeugenden  9  bertthrende  Ebene  E  ist 
Doppel  tangentenebene,  der  Regelfläche  f^;  sie  schneidet  diese  in  zwei 
sich  in  einem  Punkt  u  von  Z>*  begegnenden  Erzeugenden  e',  und 
einem  Kegelschnitt  C\  Zwei  von  den  Schnittpunkten  dieses  Kegel- 
schnittes mit  den  Erzeugenden  sind  die  «  zugeordneten  Punkte  ß' 
und  von  &\  wogegen  die  andern  zwei  die  Berührungspunkte  b* 
und  h"  seiner  Ebene  mit  sind.  IMe  Verbindungslinie  Vb"  ist,  als 
die  Schnittlinie  der  zwei  Ebenen  E  und  E',  von  welchen  die  letztere 
durch  die  zwei  in  dem  a  unendlich  nahen  Punkt  a,  laufenden  Er- 
zeugenden c,',  Co"  gelegt  ist,  die  also  als  Tangentialebene  von  <f''  der 
Ebene  E  unmittelbar  folgt  —  die  mit  ^  bezeichnete  Erzeugende 
von  d^. 
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Durch  einen  Funkt      von  C*  ist  eine  Erzeugende  von 
fixirt;  sie  schneidet      in  zwei  Punkten,  welche  z?rei  weitere,  C*  in 
mi  bzhw.  mg  schneidenden  Erzengenden  ff  und  e«  btetinunea.  Di6 
Punkte       und  ms,  i»,  stehen  in  zwei-zweideutiger  Beziehung;  die 

Verbindungslinien  m,«n,  und  nv»s  QmhQllen  —  wenn  den  Kegel- 
schnitt durchläuft  —  einen  Kegelschnitt  J**),  welcher,  weil  sich 
auch  6'  und  b"  —  h'  und      —  sowie  b"  und      in  angegebener 

Weise. entsprechen,  die  Geraden  e',  ^'  und  6^=9  zu  Tangenten  hat 

Jede  der  Tangenten  in^m.,^  m^'m^'  ...  des  Kegelschnittes  be- 
findet sich  in  einer  Taugeuteuebenc  Z:-',  7:. '  ...  der  Fläche  und  zwar 
bestimmeu  zwei  auf  einander  folgendo  dieser  Ebenen  auch  zwei  be- 
nachbarte in  einem  Punkte  m  von  sich  schneidende  Tangenten. 
Daraus  und  aus  dem  Umstand,  dass  zwei  unendlich  nahe  Tangential- 
ebenen *)  der  Flftcfa,e  <2*  sich  in  einer  Erzeugenden  derselben  schnei- 
den, geht  hervor,  dass  jeder  Punkt  m  Ton  ein  Punkt  dieser  Fläche 
ist,  und  dass  daher  und  q  den  Gesammtschnitt  ihrer  Ebene  E  mit 
bilden»). 

Der  Kegelschnitt  schneidet  den  Kegelschnitt  C  in  vier  Punkten 
V,  deren  geometrisdier  Ort  eine  Baumcurre  vierter  Ortung  ist  Die 
Punkte  b*  und  b"  —  deren  jeder  für  die  Ebene  E  doppelt  zu  zählen 
ist  —  und  die  Bertthrungspunkte  der  Erzeugenden  c'  und  f"  mit 
erfüllen  riuc  Raumcurve  sechster  Ordnung,  von  der  Eigenschaft, 
dass  sich  in  allen  ihren  Punkten  die  Flächen     und  berühren. 

Nachdem  das  oben  Gesagte  für  jeden  eingeschriebenen  Kegel- 
schnitt C*  und  dem  ihm  zugeordneten  Kegdschnitt  «7*  gilt,  kann  man 
tifi  auch  als  geometrischen  Ort  von  betrachten^). 

Jene  Ebene  A',  welche  durch  eine  siuguläro  Erzeugende  c  und 
die  diese  schneidende  Erzeugende  e  gelegt  ist,  berührt     im  Ciispi- 

dalpunkt  c  und  einem  Punkt  b  von  e;  also      längs  cb.    Daraus  er-  . 


*)  Si«h«r  «inen  Beweis  im  7.  Art  der  Abbendlung :  „Theorie  dier  Regel- 
flftehen  4ten  Grades  etc.". 

8)  Ee  ist  hier  immer  nur  yon  solchen  Tangentenebenen  der  Fitehe  tf*  die 
Rede,  welche  sie  längs  Eraengenden  berfthren.- 

3)  Ans  dieser  Tatsache  folgt  andi,  dass  d^  eine  allgemeine  developpabl« 
TMche  dritter  Classe  ist. 

4)  Die  Erzeugenden  von  f*  bestimmen  auf  irgend  einer  ihr  ciageschriebe» 
ncn  ebenen  Curve  C zwei  zweideutige  Systcine.  Die  Vcibindiingslinion  ent- 
sprechender Punkte  umhüllen  in  diesom  Falle  eine  Curve  vierter  Ordnung, 
dritter  Classe  —  den  Schnitt  der  Ebene  (C*^*)  mit  d^. 
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hellt,  (laas  dnrcb  dcu  Guspidalpuukt  e  Iftoft,  und  zwar,  uach  Art. 
3.,  bier  die  singiilÄre  Erzeugende  berOhrt. 

Die  Fläche  tangirt  auch  die  vier  Cuspidalcboiien ,  und  zwar 
läugs  der  in  den  Inflcxionspunkten  an  die  in  ihnen  übenden  Kegel- 
schnitte gezogenen  Tangenten. 

Die  Rttckkehrcnrve      der  developpablen  Fläche  wurd  von  dem 

Bertthrungspnnkt  r  des  Kegelflchnittes  and  der  Geraden  h^'  be- 
schrieben. 

Die  reciprokeu  Betrachtungen  lebVen,  dass  J)-^  eine  allgemeine 
ßaumcurvc  dritter  Ordnung  ist,  dass  sie  von  einer  Berührungscurve 
sechster  Ordnung  (welcher  ein  Berührungskegel  znkomnit),  ausser  in 
den  vier  Cnspidalpankten  in  sechs  variablen  Pnnkten  geschnitten 
wird  etc. 

Art.  6.  Eine  Hanpttangente  der  Begelfläcbe  schneidet  in  ihrem 
InflexionspatCkt  drei  benachbarte  Erzengende  e;  nnd  nnd  umgekehrt 

sind  alle  Transversalen  dieser  Ilaupttangcnten,  und  ihr  geometrischer 
Ort  das  sich  f ^  längs  e  anschmiegende  Hyperboloid. 

Da  sich  in  etaem  Pmücte  P  des  Banmes  sechs  Hanpttangenten 
der  behandelten  Fläche  schneiden,  und  jede  eine  Erzengende  des 
Schmiegmigshyperbololds  ist,  welche  die  dnrcb  ihren  Berflhmngspnnkt 
laufende  Erzeugende  zur  Berährnngserzeugenden  hat,  kann  man  durch 
jeden  Punkt  sechs  Schmiegungshyperboloide  legen. 

Keciprok  wird  jede  Ebene  von  sechs  Hyperboloiden  genannter 
Art  bertthrt. 

Durch  einen  Punkt  der  Fläche  selbst  kann  man  nur  drei  Hyper- 
boloide legen,  welche  sich  derselben  längs  einer,  nicht  durch  deu 
Punkt  laufeudeu  Erzeugeudeu  anscbiniegeu  etc. 

Art.  7.  Von  den  an  der  Regelfläche  f*  vorzunehmenden  Cou- 
structionen  wollen  wir  nur  einige  beispielsweise  erwähnen  nnd  für's 
AllgiBmeine  bemerken,  dass  die  Schwierigkeiten  bei  der  Ausführung 
der  Gonstructionen  höheren  Grades,  welche  für  jeden  Fall  angedeutet 
werden  kOnnen,  nur  in  der  Undurchfilhrborkeit  der  Hilfiscohstructionen 
ihren  Grand  haben. 

Für*8  Folgende  wollen  wir  voraussetzen,  dass  f*  durch  eindeutig 
bestimmende  Daten,  etwa  die  Doppellinie  Z?*  und  fftnf  Erzeugende 
(der  Punkte)  e^,     ...  C5  gegeben  ist. 

Will  man  die  Schnittpuukt^  einer  Geraden  G  mit  \*  construiren, 
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SO  iQge  man  durch  G  eine  beliebige  Ebene  E\  sie  scimeidet  in 
den  Punkten  i^s,  und  die  gegebenen  Erzeugenden  in  ji»  ... 
Ihr  Schnitt  mit  ist  eine  Cnnre  C«*,  vierter  Ordnung,  welche 
^s,  ^8  3nt  Doppelpunkten  hat,  durch  die  Ptip%  ...  einfach 
geht,  und  den  Schnitt  2**  der  Ebene  E  mit  irgend  einem  umschrie- 
benen, aus  den  gegebenen  Daten  leicht  zu  construirenden  Kegel  ÜT* 
zum  vierfach  berührenden  Kegelschnitt  hat  Wie  aus  den  Abhand- 
lungen: „Ueber  Curveu  4ter  Onlnung  mit  3  Doppelpunkten"  und 
„Ucber  vierfach  berührciule  Kegelschnitte  dor  Curven  Itor  Ordnung 
etc."  ^)  ersichtlich  ist,  kann  man  unter  Vermittlung  von  die  Schnitt- 
punkte G  mit  Q*,  also  auch  mit  f'^,  ohne  zu  zeichneu,  insoferue 
bestimmen,  als  man  ihre  Constrnction  auf  die  Bestimmung  der  Schuit- 
pnnkte  von  7**  mit  dem  G  ..zugeordneten*^  Kegelschnitt  zurttckführi 

Wie  in  Art.  7.  der  erst  erwähnten  Arbeit  gezeigt  wurde,  kann 
man  die  Tangente  in  einem  beliebigen  Punkt  einer  zeichnen, 
ohne  die  Curve  zu  construireu ;  mau  kann  also  auch  iu  einem  belie- 
bigen Punkt  der  Fläche  au  sie  die  Tangentialebene  legen. 

Wichtig  ist  die  Coustruction  der  Cuspidalponkte ;  ftlr  die 

machten  Prämissen  haben  wir  ihre  Bestimmung  in  Art.  3.  angegeben. 
Diese  kann  auch  in  derselben  \\  eise  geschehen,  wenn  f*  durch  zwei 
Kegelscbuitle  und  Cg^  und  drei  Erzeugende  e^,  e^,  fg  gegeben  ist. 
Die  Schnitte  von  CV'*  mit  e,,  c.j,  Ca,  nämlich  ß^^  ß^^  entsprechen 
den  homologen  Punkten  «j,  a^,  «3  vou  C^"  projectivisch-,  sie  fixiren 
mit  diesen  die  erzeugenden  Punktsysteme  eindeutig.  Legen  wir  durch 
die  Tangente  yon  C^'  in  jene  zwd  Ebenen,  ireldie  den  aus  «i 
dem  Cf'  umachriebenen  Kegel  berfihren,  so  geht  durch  ihre  Bertth- 
mngspunkte  &t  bzhw.  mit  C^*  je  eine  Eizeudende  e',  t",  welche  auf 
die  zwei  Punkte  und  Of  bestimmen.  Diese  Punkte  ordnen  wir 
d(  III  Punkte  «1  zu,  sie  bilden,  wenn  sich  «,  auf  Cj*  bewegt,  eine  Reihe, 
welche  mit  der  von  gebildeten  zwei-zweideutig  verwandt  ist.  Beide 
Reihen  haben  vier  Doppelpunkte,  und  daher  f  ebenso  viele  singulare 
Erzeugende.  Denn  es  ist  klar,  dass  jene  Erzeugende  e,  welche  durch 
einen  der  Doppelpunkte  läuft,  mit  den  Tangeuten  x'  und  r"  der  C,*, 
C2*  iu  den  Schnittpunkten  dieser  mit  ihr,  iu  einer  Ebene  —  einer 
Cuspidalebcnc  von  f*  liegt. 


1)  Simb.  d.  k.  Akademie  d.  WiMeoaeh.  s.  Wien  rom  23.  Jenoar  und 
8.  Jnli  1879. 

2)  Für  die  in  der  Abhandlung :  „Theorie  der  Regelflächen  vierten  Grades 
mit  einer  Doppelpcraden  und  einem  Doppclkcgelschnitt"  behandelten  Flächen 
verfällt  die  Bt'siiniraung  dieser  Singularitäten  in  zwei  quadratische  Aufgaben. 
Siebe  die  SitzungBb.  d.  k.  Akad,  d.  Wies.  z.  Wien  vom  Februar  1879. 


Änffdert  ü^b»  rmtioMk  Rtge^ädiaH  vierten  Orttdu»  261 


Die  Ebene  (C,*)  schneidet  den  Kegelschnitt  CJ  in  zwei  Punkten 
ßh  ßih  welchen  auf  die  Punkte  «/  bzhw.  «//  zukommen.  Die  Er- 
zeugenden ttißi  und  aiißii  treffen  sich  in  einem  Doppelpunkt  d  der 
Fläche,  welcher  mit  fünf  Erzeugenden,  etwa  Cj,  e^^  r^,  e.^  und  einen 
Kegel  bestimmt,  der  die  letzten  vier  Erzeugenden  in  den  Cuspi- 
dalpnnkten  der  Regelflftebe  berührt. 

Die  zweiten  Schnittpunkte  /l^  und  der  in  der  Ebene  {C\^) 
liegenden  Erzeugenden  und  C'/  sind  auch  Punkte  diT  Doppelliuie  Z)^, 
sie  bestimnuni  im  Verein  mit  den  vier  Cuspidali)unktcn  diese  ein- 
deutig. Auch  ist  durch  die  Punkte  ^j,  und  die  in  glei- 
cher Wdse  fttr  die  Ebene  (Cg^)  zu  bestimmeudeu  Punkte 

vonkommeni  fixirt. 

Diese  wenigen  Beispiele  mögen  genügen.  In  älinlichcr  Weise 
werden  alle  andern  Probleme,  wenn  schon  nicht  graphisch  darchge- 
führt,  so  doch  theoretisch  gelöst  werden  können. 

IL 

Die  Begrelfläche  Tierton  Orades  mit  einer  elmfluilien  gemden 
LeltUiie  und  einer  Doppellinie  dritter  Ordnangr,  und  die  ihr 
redpreke  Begelflftehe  mit  einer  dreiüMhen  Oeraden. 

Art.  8.  Die  zwei  Erzeugenden  c',  c"  der  KegelHäche  f*,  welche 
sich  in  einem  Punkte  «  der  Doppellinie  begegnen,  treffen  diese 
noch  in  zwei  Puukten  ß'  resp.  ß".  Die  durch  sie  bestimmte  Ebene 
B  scbneidet  die  Flfielie  in  dnem  eigentliehen  Kegelschnitt  C\  wei- 
chet die  Punkte  und  /T  enfhftlt,  e'  noch  in  V  and  ^  noch  in  ft" 
trifft 

Angenommen,  der  Kegelschnitt  f  '^  würde  degenerircn,  so  könnte 
dies  nur  in  der  Weise  geschehen,  dass  er  in  die  Verbindungslinie 

ff'^e"  der  Punkt«  ß'  und  ß'\  und  in  eine  Gerade  L  zerfällt, 
welche  mit       keinen  Punkt  gemtiu  liut. 

Irgend  eine  durch  L  gelegte  Ebene  En  bestimmt  mit  drei 
Punkte  «n,  ßn\  ßu"  und  schneidet  in  einer  Curve  dritter  Ordnung, 
welche  diese  Punkte  zu  Dopjx'lpunkten  halx  n  jnuss,  also  aus  den  drei 
Verbindungslinien  fn',  in  und  fu'"  derselben  besteht 

Das  Zerfallen  eines       eingeschriebenen  Kegel- 

Schnittes  6^^  hatte  also  das  aller  andern  zur  Folge.  Ein 
Teil  desselben  ist  als  variable  zweipunktigo  Sccante  e'"  von  eine 
£irzeugende;  wfthrend  der  zweite  Teil,  nämlich  die  Grerade     fix  ist, 
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und  da  durch  jeden  ihrer  Puuktc  nur  eiue  zweipuuktigc  Sccantc  von 
läuft,  als  einfache  Leitlinie  der  durch  obige  Annahme  spccialisir- 
ten,  Htm  mit  ^  m  bezeichnenden  Fläche  erscheiiit. 

Die  Regelfläche  ist  durch  ihre  gerade  Leitlinie 
X,  und  ihre  Doppellinio  7)^  vollkommen  bestimmt,  da  sie 
durch  Gleiten  einer  Geraden  e  an  diesen  Linien  erzeugt  wird. 

Jede  durcli  L  gelegte  Ebene  E  ist  eine  dreifache  Tangen- 
tialebene der  Flüche  W*,  ihre  Berührungspunkte  /,  y",  /"  sind 
die  Schnittpunkte  der  drei  in  ihr  liegenden  Erzeugenden  e',  c"  und 
€"'  mit  L]  sie  bilden  auf  dieser  Geraden  cino  kubische  Involution 
//()'),  welche  mit  der  von  den  Schnittpunkten  o,  ß\  ß"  der  E  mit  D-^ 
gebildeten  kubischen  Involution  projectivisch  ist.  Die  letztere  Involu- 
tion D'^(uß)  erzeugt  die  liegeltlächo  ^\  ihre  vier  Vcrzweigungspunkto 
sind  die  Cnspidalpnnkte  der  Fläche 

Drehen  wir  die  P^.bene  E  so  lange,  bis  ß'  und  ß"  coincidiren, 
also  cineu  der  vier  Doppelpunkte  d  von  D''\aß)  bilden ;  so  fallen  auch 
die  Erzeugenden  c',  c",  sich  um  den  mit  E  variablen  Punkt  «  dre- 
hend, zusammen.  Sie  bilden  eiue  singulare  Erzeugende  e\  a  wird 
Cuspidalpunkt  C\  und  E  zur  Guspidalobeue  V.  Diese,  welche 
*p«  in  allen  Punkten  von  «  bertthrt,  gehört  dem  Bflschel  L  an;  iht 
auf  dieser  befindlicher  Berlthrangspnnkt  d,  der  Schnitt  ▼on  L  mit  e 
ist  ein  Infloxionspnnkt  der  Fläche,  und  ein  Doppelpnnkt  — 
oder  sich  selbst  entsprechender  Pnnkt  —  der  Pnnkt-InTolntioa  Mfh 

Diese  Auseinandersetzungen  zeigen  uns  den  Weg  die  gcuanntün 
Singularitäten  in  einfacher  Weise  zu  construiren. 

Wir  umschreiben  aus  einem  beliebigen  Punkt  y  der  Geraden  L 
der  Doppellinio  den  Kegel;  dieser  ist  von  der  dritten  Ordnung 
und  vierten  Classc,  und  hat  vier  durch  L  gehende  Tangentialebenen 

^'si  ^3  und  \\').  Jede  dieser  Ebenen,  so  1',,  berührt  in 
einem  Punkte  und  schneidet  sie  in  einem  Punkt  Cj.  Die  Verbin- 
dungslinie beider  Punkte,  von  welchen     ein  Cuspidalpunkt  ist,  ist 


1)  Wir  verweisen  den  Leser  an  dieser  Stelle  ein  für  alle  Mal  auf  die,  die 
kubischen  Involutionen  eingchcn<l  beliürHUlndc :  „Thcorio  der  kubischen  Invo- 
lutiunen"  v.  Trof.  Dr.  Emil  Weyr.  Abbandig.  d.  böbm.  Gesellsch.  d.  Wis- 
sensch, r.  Prag.  1871. 

2)  Bezüglich  der  Darchführung  dieser  Constructionen  siehe:  „Theorie  der 
mehrdeutigen  geometriichen  Elementargebilde"  von  Prof.  Emil  Weyr.  Leipzig, 
B.  6.  Teubner  1869;  und  anaem  Anftats!  „Ueber  rationale  ebene  Corren 
dritter  und  vierter  Ordunng"  Sitsb.  d.  k.  Akademie  der  Wieeenach.  a.  Wien. 
Oetoberheft  1879. 
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oiue  siDf?uIärc  Erzeugende  e^;  ilir  Sclmittpuukt  <^  mit  L  ein  In- 
flexious|)uukt. 

Die  Tangente  c,  von      in  r/,  ist  auch  eine  Erzeugende  ^  on 
W\  und  zwar  als  eine  Verbindungslinie  der  unendlich  nahen  in 
vereinigten,  sich  entsprechenden  Punkte   von  D^{aß);  sie  trifit  L  iu 
einem  Punkt  js,,  welchcj:  der       entsprechendo  Yensweigaugspuukt 
von  L{y)  ist. 

Art.  9.    Don  drei  Schnittpunkten  a,  ß\  ß"  einer  Kbeno  /•;  (h^s 
Bttsohels  L  und  der  Duppclliuie       entsprechend,  wird  E  von  drei 
nmacliriebenen  Kegeln  zweiten  Grades  X,^,  K^^  und  E^*  berflbrt. 

Der  Kegel  Aj-,  dessen  Spitze  a  ist,  hat  ay\  die  Verbindangsliuie 
Beiner  Spitze  und  des  Schnittes  y*  der  nicht  durch  o  gehenden  Er- 
zeugenden e'  mit  L  znr  Berflhrongskante. 

Die  Berühitingskanten  von  K^-  und        sind  bzbw.  ß'y  und 

ß"y^'\  sie  schneiden  sich  in  einem  Punkt  «]  nnd  die  Gerade  resp. 
in  ft'  nnd  ft". 

Dreht  sich  K  um  L,  su  erzeugen  die  Geraden  ay,.  ß'y"  und 

ß"  y"'  eine  RegelHäche  ^F,"*,  welche  />  zur  Leitlinie  hat,  in  allen 
Punkten  derselben  die  Fläche  berührt  uud  die  von  den  Punkten 
0^1)  ßi\  ßi"  beschriebene  Gnr?e  D^*  dritter  Ordnung  znr  Doppel- 
linie hat 

Die  Ik'ziehungen  zwischen  den  Schnittpunkten  der  Ebene  E  mit 
uud  JJj^  lassen  sich  durch  die  folgenden  Gleichungen  ausdrucken: 

iß\  yS  ßt'\  A')  -  (0^\  A  A",  «,)  =  («.  A  ßi\  «,)  -  - 1 

Fällt  E  mit  ciuer  Cuüpidalubeue  V  der  Fläche  zusarameu, 
80  coinddiren  die  Erzeugenden  und  e"  mit  e,  der  Punkt  «  wird 
zum  Guspidalpunkt  die  Punkte  nnd  ß^'  rttcken  unendlich  nahe 
und  bilden  den  Doppelpunkt  d^,  während  in  derselben  Welse  A  von 
y  und  y"  constituirt  wird. 

Dieses  Zusammenfallen  der  bezeichneten  Elemente  von  hat 
eine  Goincideuz  der  homologeu  Elemeute  von  ^i^^^  zur  Folge.  Die 
Erzeugenden  e/  und  '  rttcken  unendlich  nahe  und  Men  mit  der 
von  e'  und  t"  gebildeten  singulfiren  Erzeugenden  e  zusammen;  diese 
gehört  also  in  derselben  Eigenschaft  auch  Vi*'  an.  Ebenso  bleibt  V 
eine  Cuspidalebene  von  und  hat  auch  diese  Fläche  mit  ^/  den 
Inflexionspunkt  8  gemein.  Der  Punkt  c  spielt  ftlr  die  Rolle  des 
Punktes  di,  wogegen  jener  Cuspidalpuukt  cj  dieser  Fläche,  welcher 
auf  e  liegt,  dem  Punkte  e  bezfl^ich  d  und  ö  hannonisch  conjngirt  ist 
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Der  Fläche  diese  als  erste  Fläche  angenommen,  gehört 

wieder  in  derselbeii  Wdse,  via  de      zugeordnet  ist,  eine  Fläche 

an;  dieser  entspricht  wieder  eine  Begelfläehe  ^3^,  und  so  in 
infimtom. 

Alle  diese  unendlich  vielen  Flächen  sind  derselben  Gattung,  be- 
rühren sich  längs  der  einfachen  Leitlinie  L  und  haben  dieselben  vier 
singulären  Erzeugenden  und  Cuspidalebeueu.  Zwisciien  einem  In* 
flexionsponkt  der  ebenMs  ftllen  Wn*  angehört,  and  den  Caspidal- 
pnnkten  ei,  ca  ...  cm+n  dieser  Fifichen,  welche  anf  der  durch  d 
laufenden  singidftren  Erzeugten  «  liegen,  hestefaen  die  folgenden 
Belationen: 

(ö,  d,  c,  c/)  =  —  1 
(5,  <?,  c/,  cn)  =  —  1 
(ßi  cj^  cii^  cm)  =  —  1 
(d,  c//,  c///,  eiv)  =  —  1) 


aus  welchen  wir  mit  Leichtigkeit  das  Teilverbältniss  des  Infiexions- 
puuktes  (5,  bezogen  auf  die  zwei  auf  f  geleg<'non  Cuspidalpunkte  c,n^i 
und  Cm\u  irgend  zweier  der  unendlich  vielen  Flächen  berechnen 
können,  wenn  die  Cuspidalpunkte  der  zwischen  liegenden  Flächen  be- 
kannt sind*  Es  lautet: 

CmfnO       ^  ' 

CmCui  +  l  .      +  1  ^Hi  \  2  '  Cm+2C,n+i  .  ■  .   Cm  +  u~2  Cm^n—l 

^   .=         „._:l^    .  

CmCm^i  •  0»+l'<^^S>  Cm+i^k»^  •  •  •  <Üm4>w— S^^'f* 

Art.  10.  Betrachten  wir  das  Verhältniss,  in  welchem  das  Ebe- 
nenbusohol  L  zu  irgend  einem  umschriebenen  Kegel  zweiten 
Grades  steht. 

Jede  Erzeqgende  t'  der  Fläche  bertthrt  den  Kegel,  sie  bestimmt 
mit  ihm  eine  Tangentialebene  r',  und  umgekehrt  schneidet  jede  Tan- 
gentialebene Ton  JT*  —  die  durch  L  gelegte  ausgenommen  — 
nur  in  einer  Erzeugenden  c',  welche  mit  L  eine  Ebene  E  dieses 
Büschels  fixirt.  Diese  Ebene  schneidet  ausser  in  f',  nocii  in 
zwei  Erzcug(>udeu  e"  und  e'",  welclie  wir  als  Schnittlinien  der  durch 
sie  au  A'^  gelegten  Tangentialcbeucu  t"  uud     mt^  ansehen  Upnueu. 
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Waren  wir  von  der  Tan{?entialobene  t",  die  f*" in  der  in  E  liegen- 
den Erzeugenden  c"  trifft,  ausgegangen;  so  wären  wir  durch  E  zu 
denselben  Ebenen  t'  und  x'"  gelangt.  Die  Gesammtheit  der  Ebenen 
T  bildet  eine  kubische  Tangentenebenen-InToIntioii  K  ^(t),  welche 
tarn  Träger  hat,  mit  dem  Bflschel  L{E)  projectiTisch  ist  und  mit 
demselben  die  dorch  die  Spitze  von  JT*  gehende  Ebene  JE«,  welche 
diesen  Kegel  auch  berfihrt«  sich  sdbst  entsiirechend  gemein  hat.  Das 
Letztere  ersehen  wir  daraus,  dass  in  £•  eine  Erzeugende  e  liegt,  die 
nicht  durch  die  Spitze  »  von  A'-  geht;  also  nur  als  Schnittlinie  von 
Eg^  diese  als  Element  voii  K*{x)  betrachtet,  mit  sich  selbst,  diesmal 
als  Element  von  L{E)  angesehen,  entstanden  gedacht  werden  kann. 

Aas  diesen  Auseinandersetzangen  and  denen  des  letzten  Artikels 
fliessen  die  folgenden  zwei  wichtigen  Erzengangsarten  der  Fläche: 

„Das  Erzeugniss  einer  axialen')  kubischen  Punkt- 
Involution  auf  eiuer  Kaumcurve  dritter  Ordnung  ist 
eine  Regelflftehe  V*  rierten  Grades,  welche  znr 
Doppellinie  and  die  Axe  der  InTolntion  znr  einfachen 
Leitlinie  hat'' 

„Das  Erzengniss  eines  Ebeuenbüschels  Lif^  and 
einer  ihm  projectivischen  kabischen  Tangentencbencn- 

Involution  ä''*(t)  auf  einem  Kegel  zweiten  Grades 
ist  eine  Uegelfläclie        vierten  Grades;  wenn  die  Axon 
des  Büschels  den  Kegel  A'*  berührt,  und  die  beiden  Ge- 
bilden gemeinschaftliche  Ebene  sicheinmal  selbst  ent- 
spricht." 

Diese  Erzeugungsart  der  behandelten  Fläche  W*'  gestattet  uns, 
mit  Leichtigkeit  zu  der  ihr  reeiproken  Regelfläche  vierten  Grades 
mit  einer  dreifachen  (ieradcu,  und  zwar  dadurch  überzugelien ,  dass 
man  die  den  erzeugenden  Gebilden  von  reciprokeu  zur  Grund- 
lage nimmt.   Für  diese  Fläche  gilt  der  Satz: 

„Eine  kubische  Pankt-Inyolation  auf  einem 

Kegelschnitt  C*  und  eine  ihr  projeetiTisehe  Pnnkt- 
reihe  auf  einer  Oeraden  2^  die  C  in  einem  sich 
einmal  selbst  entsprechenden  Punkte     schneidet,  er- 


1)  Wie  man  eine  Punkt-Involution  auf  cinor  ebenen  Curvc  eine  centrale 
mnnt,  wenn  die  Verbindungslinien  conjogirter  Punkte  durch  einen  Punkt 
dai  Gentnun  —  geben,  so  kann  man  ein  derartiges  Gebilde  auf  einer  Bavm- 
eorve  ein  axiales  nennen ,  wenn  eoigngirte  Punkte  in  Ebenen  li^en,  die  einen 
Bflschel  angeboren. 
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zeugen  eine  llogclfläclio  (P^  vierton  Grades,  welche  L 
zur  dreifachen  Geraden  hat^)." 

Um  diesen  Satz  dircct  zu  beweisen,  legen  wir  durch  «nnc  will- 
kürlich augenomniene  Gerade  ;/  eine  Ebene  s.  Sie  schneidet  L  in 
einem  Punkte  J\  welchem  drei  Punkte  tt'.  n"  und  n'"  von  ('"^{n) 
eine  Terne  bildend,  zuixeordnet  sind;  sie  tixiren  mit  7  eheu  soviele 
Ebenen  t\  f",  t'",  weiche  wir  als  die  e  entsprechenden  betrachten 
wollen.  Da  umgekehrt  einer  solchen  Ebene,  ihren  zwei  Schnitt- 
pankten  n'  und  mit  oorrespondirend,  zwei  Ebenen  e  und 
beigeordnet  sind;  sehen  wir,  dass  die  Beziehung  zwischen  den  coaxialen 
Büscheln  g{t)  und  gia')  eine  zwei-dreidentige  ist,  dass  demnach 
dieselben  fbnf  Doppelobenen  besitzen.  Während  eine  dieser  Ebenen, 
nämlich  (9/0)  constant  durch  Pq  geht,  sind  die  andern  vier,  weil  jede 
dmelbcn  einen  Punkt  von  L(P)  und  den  ihm  entsprechenden  auf 
CHn)  enthält,  Tangentialebenen  der  Regelfläche.  Jede  dieser  Ebenen 
bestijuint  eine  Erzeugende,  welche  g  schneidet. 

Jede  Terne  n\  nf,  nf  bestimmt  ein  eingeschriebenes  Drei- 
eck. Die  Gesammtheit  dieser  Dreiecke  umhüllt  einen  Kegelschnitt 

—  den  We^T'schen  Involutionskegelschnitt  (siehe  Theorie  der 
kubischen  Involutionen),  welcher  den  Trägerkegelschnitt  C'^  in  vier 
Punkten  r^,  und  «4,  den  Ycrzweiguugspuukteu  der  Involution 
schneidet. 

Li^  n'  ausserhalb  «/^  so  kann  man  an  ihn  zwei  reelle  Tan- 
genten /i',  legen,  welche  auf  die  «'  conjngirten  Punkte  »" 
und  91"',  welche  in  diesem  i^'all  immer  reell  sind,  bestimmen.  Dieser 
Terne  entspricht  auf  L  ein  Punkt  J\  welcher ,  weil  sich  in  ihm  drei 

reelle  Erzeugende  i^',  Pn"  und  I'n'"  treffen,  ein  eigentlicher 
dreifacher  Punkt  der  Fläche  ist 

Bewegt  sich  »'  auf  C*  in  einer  bestimmten  Bichtung,  so  mnss 
er  mit  einem  Verzweignngspunkte  zusammenfallen.  Die  ihm  con- 
jugirten  Punkte  n",  nf"  coincidiren  mit  dem  zweiten  Schnittpunkte  d^^ 

des  Kegelschnittes  0^  und  der  in  ?'i  an  gelegten  Tangente  2*,, 
in  ihm  einen  Doppelpunkt  der  Involution  bildend. 

Ton  den  drei  Erzengenden  e',  e",  e*",  die  sich  in  dem  v,  zuge- 
ordneten Punkt  0]  von  Zi  begegnen,  Men  zwei  mit  derVerbindnngs- 


I)  Diese  Fläciic  ist  die  allgemeiDSte  dieser  Art,  weil  von  zwei  projcctivi- 
Bchen  Oebikleii  [hier  LiP)  und  C*(«)3t  deren  einee  immer  ehident^  ist«  die 
Elemente  des  mehrdeutigen  sich  sn  Gruppen  vereinigen ,  deren  Elemente'  invo- 
lutorisch  sind.  Eine  Gruppe  (hier  Terne)  entsprieht  einem  Element  des  andern 
GebUdcs. 
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linie      der  Puukte  t>,  und  r/j  zTisaiiunon.  Sic  bilden  eine  singulare 
Erzeugende,  welche  demnach  aus  zwei  btüiachJiarteii  sich  in  dem  l'unkt 
schneidcudeu  und  iu  der  durch       und  der  Taugente  Ti  von  6'* 
hl  dl  bestiminten  Ebeno      liegenden  Erzeugenden  besteht. 

Diese  Ebeno  berührt  die  Fläche  längs  der  ganzen  Ausdehnung 
der  Erzeugenden  i\  ,  da  jede  (lerade  derselben  in  ihrem  Sclinitt  mit 
mit  der  Regeltliiche  zwei  unendlicii  nahe  Fiiidae  f^emcin  hat  — 
sie  ist  eine  Cusp idalebe ne  derselben.  Dit  Punkt  c,  ist  ein  Cus- 
pidalpuukt;  er  hat  die  Eigenschaft,  dass  jede  durch  ihn  gehende 
Gerade,  als  durdi  dmi  Scbnitt  zweier  bouacli barter  iu  ej^  vercduigter 
Erzengenden  lanfiend,  in  ihm  die  Regelfläcbo  berflhrt  Aus  domsetben 
Grande  berllbri;  anch  jede  Ebene  des  Büschels  6,  die  Fläche  in  e,. 

Die  Regeltiachc  schneidet  sich  in  einem  i'unkte  /'  der  drei- 
iacheu  Geradeu  L  zweimal;  die  Winkel  A'jA.,  und  KJ-w-,  unter  wei- 
chen dieses  Schneiden  vor  sich  geht,  werden  durch  die  drei  Tangen- 
tialebenen Ex  =  {Lt),  =  (Lc"j  und  A'j  es  {.'a'")  im  bezeichneten 
Punkt  gemessen.  Fflr  einen  Gnspidalpnukt,  so  ct,  fallen  zwei  der  ge- 
nannten Ebenen,  d^  Goincidcnz  zweier  durch  laufenden  Erzeugen- 
den e"=  0|  entsprechend,  zusammen;  d.  d  die  Begelflftche  be- 
rlhrt  und  achneidet  sich  einmal  in  einem  Guspidalpunkt 

Uebcrschreitet  n'  bei  seiner  Bewegung  deu  Punkt  so  gelangt 
er  in  das  Innere  des  Kegel^^chllittes  ,/-,  weshalb  man  an  diesen  aus 
ihm  keine  reellen  Tangenten  legen  kann,  und  die  ihm  entsprechen- 
den Punkte  n"  und  n'"  imaginär  sind.  Die  in  dem  dieser  com- 
plexeu  Tcrnc  zugeordneten  Puukt  i'  vou  L  zusammentrelienden 
Erzengenden  zerfallen  in  ^ne  reelle,  welche  nach  n'  zielt,  und  zwei 
imaginäre  durch  n"  und  fizirte.  Der  Punkt  P  ist  ein  uneigent- 
licher dreifacher  Punkt  der  FIftche. 

Da  dem  Ueberschreiten  des  Punktes  i\  durch  ti\  der  Dure.hgang 
von  P  durch  correspondirt,  und  C\7t)  vier  Verzweiguugspunlvte 
besitzt  j  gilt  der  Satz : 

„Den  vier  Schnittpunkten  des  luvolutionskegel- 
schnittes  mit  dem  Trägerkegelschuitt  der  kubischen 
Punkt-Involution  entsprechen  auf  der  dreifachen  Go- 
raden die  vier  Cuspidalpunkte  der  Kcgelflilehe.  Sie 
teilen  diese  Gerade  in  eben  soviele  Strecken,  von  wel- 
chen je  zwei  benachbarte  ungleichartig,  d.  i.  bzhw.  eigent- 
lich und  uneig(sntlich  sind.'^ 

Art  11.  In  dieeem  Artikel  wollen  wir  die  einander  redproken  Regel- 
fläcfaea  d>*  und       gleichseitig  behanden;  oder  vielmehr  die  Eigen- 


Ibn  LXY. 
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Schäften  der  ersten  nachweisen  und  die  der  letztern  blos  citiren;  da 
sie  Bich  nach  dem  Gesetze  der  Reciprocität  aus  den  ersteren  leicht 
abldten  lassen,  and  Hbrigens  ans  dem  erstem  Ahsdinltt  ancl^  ergeben, 
«eO       eine  SpedalitAt  der  Flache  ist 

Irgend  eine  Ebene  @  schneidet  in  einer  Curve  Cg*  vierter 
Ordnung,  welche  den  Scbnitt})unkt  P  von  (S  und  K  zum  dreifachen 
Punkt  hat  und  deshalb  von  der  sechsten  Classe  ist.  Die  drei  Tan- 
genten in  F  ergeben  sich  als  Schnittlinien  von  (1  und  den  drei  Tau- 
gentialebenen  E^^  der  Flftehe  ^  im  bezeichneten  Funkt 


,^ine  Ebene  von  allge- 
meiner  Lage  schneidet  die 
Regclflächc  ^  in  einer 
Curve  C'e*  vierter  Ordnung, 
welche  auf  der  dreifachen 
Geraden  einen  dreifachen 
Punkt  hat." 


,J)er  ans  einem  Punkt 

des  Raumes  der  Regelflä- 
che umschriebene  Kegel 
K^^  ist  von  der  vierten 
Classe  und  hat  die  durch 
die  gerade  Leitlinie  ge- 
legtcEbcne  zur  dreifachen 
Tauge  ntialcbeue." 


Die  Berabmngscorve  des  Kegels  mit  der  Flflche  ist  von 
der  sechsten  Ordnung  und  dem  zehnten  Bang.  Sie  schneidet  die 
Lmtgerado  L  in  jenen  drei  Punkten  jr',  y*i  in  welchen  diese  von 
den  drei  in  der  dreifachen  Tangentonebene  (!ßX>)  befindlichen  Erzeu- 
genden c',  c"  und  €^  getroffen  vird. 

Liegt  ^  in  einer  Cuspidalebene  V  der  Fläche  so  zerMt 
J^^*  in  diese  und  emen  Kegel  fünfter  Ordnung,  welcher  F  zur 
Tangentialebene  und  Inflexionsebene  hat  Die  Inflexions- 
kante  zielt  nach  dem  V  beigeordneten  Inflexionspunkt  d  der  Fliehe; 
während  die  einfache  Bertthnmgskante  $  mit  dem  Yerzweiguugspunkt 
z  verbindet.  Die  BerUhrungscurve  des  Kegels  ist  von  der  fünften 
Ordnung  und  hat  in  d  die  Ebene  V  zur  Osculationsebene.  (Siehe 
Art  4.). 

Bedprok  schneidet  eine  durch  einen  Ouspidalpunkt  e  von  ^  ge- 
legte Ebene  diese  Fläche  in  einer  Gurre  C^*'  vierter  Ordnung,  fünfter 
Gasse,  weichein  c einen Bttckkehrpunkt  und  einfachen  Punkt 

hat.  Die  Rtlckkehrtangente  liegt  in  der  durch  L  und  die  singulare 
Erzeugende  e  fixirte  Doppelebene  Z),  des  ebenfalls  eine  kubische  In- 
volution bildenden  Büschels  L{K)\  wogegen  die  einfache  Tangente, 
der  D  zugehörigen  Yerzweiguugsebene  W  von  L^E)  angehört 

Ist  4^  dne  Tangentialebene  der  Fläche  enthält  sie  also  eine 
Eneogende  e';  sb  schneidet  sie  dieselbe  nodi  In  einer  Curve  dritter 
Ordnung  C^^  welche  auf  L  einen  Doppel^piinkt  hat  Dieser  Ist  der 
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Schnitt  von  e'  und  Z,  und  seine  Tangenton  liegen  in  den  durch  e" 
und  e'"  gehenden  Ebenen  des  Büschels  L.  Die  Curve  schneidet 
e',  ausser  in  in  uoch  einem  Punkt  6,  welcher  der  Berührungs- 
pvnkt  von  ü  i&t,  und  aich  leicht  constniiren  läset 

fyBiiie  Tangentialebene  der  „Ans  einem  ihrer  Punkte 
Fläche  schneidet  sie  in  wird  die  Fläche  durch 
einer  Cnrve  dritter  Ord-  einen  Kegel  JT^*  projicirt, 
uung,  welche  auf  L  einen  welcher  von  der  dritten 
Doppelpunkt  hat^^  Ciasso  ist  und  eine  durch  L 

gehende  Doppeltaugcnten- 

ebene  hat" 

Wie  oben  erörtert  wurde,  berührt  Jede  Ebene  (6  des  Bflscbelii 
einer  singuläron  Erzeugenden  e  die  RegeÜilche  ^  im  Cuspidalpnnkt 
«;  woraus  ersichtlich  ist,  dass  die  Schnittcnnre  welche  in  e  dnen 
Doppelpunkt  hat ,  die  -singnlftre  Erzeugende  zur  Doppunktstangente 
besitzt 

Je  drei  Erzeugende  e',  c",  d'\  welche  iui-  die  Fläche  <I>*  sich  in 
einem  Punkte  P  adiudden,  oder  fta  V*  einer  Ebene  des  BQschels'* 
X(£)  angehören,  bilden  eine  involntorische  Gruppe,  welche  wir  eine 
Erzeugende-Terno  nennen  wollen.  Diese  Teme  besteht  für  einen 
Cüspidalpnnkt  e  von  <^',  oder  eine  Guspidalebene  v  von  V*  ans  einer 
nngulttren  Erzeugenden  e,  welche  man  als  Doppelelement  des  von  den 
Temen  gebildeten  involutorischen  Strahlcnsystems  zu  betrachten  hat, 
und  einer  einfachen  Erzeugenden  e,  welche  wir  Verzweignngs- 
er zeugende  nennen. 

Legen  wir  durch  eine  solche  Erzeugende  der  Kegelliäche  eine 
Ebene  (£,  so  schneidet  diese  die  Fläche  noch  in  einer  Curve  63* 
dritter  Ordnung,  welche  in  dem  auf  e  gelegenen  (  uspidalpunkt  e  einen 
Doppelpunkt  mit  coinddirenden  Doppelpuuktstangenten  -D)*), 
d.  h.  einen  Rflckkehrpunkt  bat 

Eine  Erzeugendc-Terne  c',  e",  c'"  tixirt  drei  Doppeltangenten- 
ebeuen  (e'e"),  (e'e'")  und  und  durch  diese  eben  sovicle  (P* 

eingeschriebene  Kegelschnitte  C^i^,  C^^  und  6'^-.  Ein  solcher  Kegel- 


l)  Siehe  Troi.  Dr.  Emil  Weyr«:  „Theorie  der  mehrdeutigen  geomcir.  Ele- 
mentargebilde  «te.*  und  die  Abhradlung:  „lieber  rat  eh.  Cnnren  S.  n.  4ter 
Ordmuig". 

S)  So  besel«diiiett  vir  den  Schnitt  swder  Ebenen,  hier  der  Doppelebene  D 
und  der  Ebene  -  . 
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schnitt,  so  Cj-,  bildet  mit  den  seine  Ebene  @,  bestimmeudeu  Kr/.eu- 
geudea  e'  und  t"  den  Gesamnitscliuitt  mit  <Z^;  woraus  in  Gcmoiu- 
schaft  mit  der  Tatsache,  dasa  dieser  in  dem  Punkt  P=m^)  einen 
drei&chen  Punkt  haben  muss,  hervorgeht,  dass  den  Punkt  P 
cnthftlt  und  in  ihm  eine  in  der  Ebene  (Zc*)  =  liegende  Tangente 
'  hat  Der  Kegelschnitt  C^*  schneidet  die  Erzeugenden  e'  und  noch- 
mals, und  zwar  in  den  Berflhrungspnnkten  h'  und  h"  seiner  Ebene 
mit 

Der  ErzcugiiulLu-Teiiie  e',  c",  e'"  ist  eine  zweite  r,',  r/',  e/" 
benachbart;  diese  ])('stimiiit  auf  L  einen  Punkt  welcher  dem  von 
der  ersten  tixirten  Punkt  P  unendlich  nahe  ist.  Ihre  Erzeugenden 
sind  in  der  angegebenen  Bcihenfolge  den  Erzeugcudcn  f ',  e",  c*  der 
mten  Terne  unendlich  nahe;  so  dass  e'  und  e/  —  ^  und  9"  — 
und  e"*  und  benachbarte  Erzeugende  deV  Flache  ^  sind.  Die 
Doppeltangentenebenen  (rV)  =  f^i  und  (ri'rj'O  =  C^,'  sind  aufeinan- 
der folgende  -Tangentialebenen  der  von  allen  Doppeltangentenebenen 
umhüUtai  developpablen  Fläche  tl^\  welche  wir  die  Doppeltan- 
gentonebencuf liiche  der  llegelflächc  nennen.  Sie  kann  auch 
als  poomotrischer  Ort  der  Sclmittlinio  (©iSj'),  welche  die  Punkte  h' 
und  b"  verbindet,  angesehen  werden,  und  ist  von  der  dritten  Classe* 

Um  dies  zu  beweisen,  kehren  wir  zur  Betrachtung  der  Regel- 
iiäche  als  Erzeuguiss  der  Puuktroiho  Li^F)  und  der  kabischeu 
Involution  C'-(^)}  ftuf  dem  L  in  i'o  schneidenden  Kegelschnitt  zu- 
rfick.  Der  Involutionskegelschnitt  wird  von  den  durch  die  Temen 
n\  ff",  V'  gebildeten  Dreiecken  umhOllt,  hat  also  auch  die  in  der 
Ebene  des  Kegelschnittes      liegenden  Erzeugenden  Tq'  und  9^*  und 

die  Verbindungslinie  VV  '^^^  zweiten  Schnittpunkte  h^'  und  V' 
mit  dem  Kegelschnitt  C7*  zu  Tangenten. 

Die  Classenzahl  der  Fläche  lässt  sich  leicht  iiudeu,  wenn  wir 
bemerken,  dass  sie  das  Erzeugniss  der  Punktreihe  1,(7')  und  der 

kubischen  Tangenten-Involution  «/^(»V^,  n'^^^  auf  dem  Kegel- 
schnitt    ist,  und  dass  dem  Punkte     von  £,  ausser  VV"  '^^^ 

Erzeugenden  V  V)  ^^^^  ^  Elemente  von  J*G^ii"  ...)  ange- 
sehen, entsprechen.  Wir  umsclireiben  zu  dem  Zwecke  dem  Kegel- 
schnitt ./-  aus  einem  willkürlich  angenommenen  Punkt  %  des  Raumes 
den  Kegel  {}}^J^)  und  suchen  die  Anzahl  der  sich  selbst  entsprechen- 
den Punkte  der  Reihe  JJ,P)  und  jener  Reihe  HU)',  welche  von  der 
mit    J-{TL'n"  .  .  .)    pcrspectivischen   Tangentenebenen  -  Involution 

^»*»']  mit  dem  Träger  (^y«)  auf  X  gebüdet 
wird.  Jedem  P  sind  die  Tangenten  »V,  ä^V*  und  a*"»',  also  auch 
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drei  Taugcntialcbenon  ^7t';r",  ^;r'V",  ^7i"'n'  un<\  daher  ebenso  viele 
Punkte  Qi ,  und  Q.^  —  die  |Sclinitte  der  drei  Ebenen  mit  L  zu- 
geordnet Umgekehrt  entsprechen  einem  Q  Jiur  zwei  Punkte  in  Z,(/'), 
i\  uud  Pj,  da  mau  aus  ihm  uur  zwei  Tangentialebenen  an  (^./*) 
legen  kann,  diese  ebenso  viel  Tangenten  von  J*  ftdren,  deren  jeder 
ein  Punkt  von  L{P)  znkommt. 

Die  Beziehung  zwischen  P  und  U  ist  eine  zwei-dreideutige ,  da- 
her die  Anzahl  der  sich  selbst  entsprechenden  Punkte?  fünf.  Zwei 
dieser  Punkte  sind  in  vereinigt;  weil  zwei  der  ihm  cntsprcchendeu 
Ebenen  von  nämlich  (^Cq)         (^^O  durch  ihn  gehen, 

afao  anf  L  zwei  Punkte  der  Bdhe  Q  fixiren,  die  ihm  entspreclien 
und  mit  ihm  znsammen&Ilen,  was  auch  umgekehrt  geschieht,  wenn 

man  Pq  als  Element  von  L[Q.)  betrachtci,  weil  eben  die  durch  1*^% 
au         gelegten  Ebcueu  und  (^^Cq")  die  Tangenten  Pq'  und 

fg"  von      bestimmen,  weldie  Pq  zugeordnet  sind. 

Die  Reiheu  L{P)  und  L{Q)  haben  noch  drei  Doppelpunkte  zfj, 
J.:..    Ein  solcher  kommt  dann  zu  Stande,  wenu  eine  Tangential- 
ebene (^Tt'Tr")  von  SßJ^  die  Gerade  L  in  einem  ihr  entsprechenden 
Punkt  P  schneidet,   also  I\  zwei  Punkte  tt'  und  ti"  der  ihm  ent- 
sprechenden Terne,  und  ^  in  einer  Kben(!  liegen.    Weil  aber  dann 

auch  die  Erzeugendem  J'n'  -  c'  und  J'7t"r-zc"  m\t^^  in  <'iner  Ebene 
liegen,  ist  diese  eine  Doppcltangentenebeue ;  es  entspriclit  also  jedem 
der  drei  Punkte  J  eine  durch  ^  gehende  Doppeltaugeutenebcuo, 
womit  bewiesen  ist,  dass      von  der  dritten  Classe  ist. 


,J)urch  jeden  Punkt  der  ,yJede  Ebene  der  einfachen 

dreifachen  Geraden  L  der  Leitlinie  der  Regelfläche 

Regelfläche       laufen  drei  wird  von  drei  derFlächo 

derselben    ei  umgeschriebene  umschriebenen  Kegeln  zwei- 

Kcgelschn itte.  Ihre  Ebenen  ten   Grades   berührt.  Die 

sind    D oppel taugcüte nebe-  Spitzen   dieser    Kegel  sind 

nen  der  Fläche  und  umhül-  Doppelpunkte    der  Fläche 

Icn  eine  developpable  Flä-  und    erfüllen    eine  Raum- 

che      dritter  Classe."  curve  dritter  Ordnung." 

Art  12.  Bevor  wir  die  Fläche  näher  untersuchen,  liaben  wir 
noch- den  folgenden  Satz  nachzuweisen: 

„Jeder    der    Regelfläche  „Jeder  der  Regelfläche  ^l'* 

eingeschriebene  Kegel-  umschriebene  Kegel  zwci- 

schuitt    kann    als   Träger  ton  Grades  kann  als  Träger 

einer  kubisehen  Punkt-In-  einer  kubischen  Tangenten- 

volntion  betrachtet  werden,  ebenen-Involntion  betrach- 


262        Amt»ed«r:  ütbw  ntümate  iUgt^ftSdun  »iert*n  Gradts. 

welche  mit  der  Pnnktroihe    tot  werden,  welche  mit  dem 
die  Fläche  <P^  erzeugt/    Ebenenbüschel    L{E)  die 

Fläche  erzeugt," 

Wir  fassen  irgend  einen  Kegelschnitt  ins  Auge;  sein  Schnitt- 
punkt mit  L  sei  J\  Durch  einen  willkürlich  gewählten  Punkt  7t' 
desselben  läuft  nur  eine  Erzougeudo  r,/  von  <J>^,  welche  L  in  einem 
Punkte  r„  trifft.  Die  durch  diesen  Punkt  gehenden  weitern  Erzeu- 
gendeu  e„"  uud  e«*'  bilden  mit  e,/  eine  Erzeugende-Terne,  schneiden 
also  in  Paukten  9n"  bzhw.  n»'",  welche  mit  n„'  involutorisch  sind. 
Dass  di«8  wirkUeh  der  Fall  ist,  sehen  wir,  wenn  wir  von  ans- 
geben.  Durch  ihn  lAuft  die  Erzengende  fw",  L  hk  Pn  treiuid,  durch 
welchen  Punkt  noch  r/  nnd  rn"^  auf  C*  die  Punkte  nn*  und  nn" 
fixirend,  geht  Der  Punkt  P  entspricht  sich  auch  jetzt  einmal  selbst, 
da  nur  zwei  Erzeugende  e'  und  c"  in  der  Ebene  des  Kegelschnittes 
C>  liegend,  ihn  in  den  zwei  weitem  P  entsprechenden  Punkten  b' 
und  b"  schneiden. 

Die  Gerade        ist  als  die  Verbindungslinie  der  BerQhrungs» 

punkte  der  Doppeltangentenebenen  (e'c")  mit  <ZH,  die  Schnittlinie 
derselben  mit  der  ihr  unmittelbar  folgenden  anendlich  naheu  Doppel- 
tangentenebene {ttti")  und  als  solche  eine  Erzeugende  der  Fläche 

Dies  gilt  allgemein  Ton  irgend  zwei  benaehbarten  Doppeltangen- 
tenebenen (f/O  und  (fitf  i'r«+i*)  der  Fläche  zwei  solche  schnei- 
den sich  immer  in  einer  Geraden  e«,  welche  Erzeugende  von  ^  ist, 

und  Kings  welcher  diese  Fläche  von  (tj^u")  berührt  wird.  Da  aber 
zwei  auf  einander  folgende  Doppeltangentenebenen  die  Ebene  (t't") 

in'  unendlich  nahen  Tangenten  tc./tth'^  nrwf i'w„-j.i"  des  Involutions- 
kegelschnittes ./^  schneiden,  also  der  Schnittpunkt  dieser  auf  selbst 
liegt;  sehen  wir,  dass  weil  dieser  Punkt  sich  auf  beiden  genannten 
Ebenen  bctiudet,  ihre  Sclinittliuio  durch  ihn  geht,  er  also  ein  Punkt 
der  developpablen  Fläche  fi^  ist 

Daraus,  dass  sowohl  der  Kegelschnitt  (7*,  also  auch  sein  Involu- 
tionskegelscbnitt  J\  als  auch  die  Ebenen  (cj^n")  nnd  (enn'fn^i") 
beliebig  angenommen  wurden,  geht  hervor,  dass  jeder  der  unendlich 

vielen  Involutionskcgelschnittc  der  Regclflächc  (T»*  ein  eingeschrie- 
bener Kegelschnitt  der  Doppeitaugeutenebeneufläche  ist 

Der  Involutionskegelschnitt  J*  bildet  mit  der,  als  Berflhrungs- 
erzeugende  doppelt  zu  zählenden  Geraden  welche  ihn  in  einem 
Punkte  r  bertthrt,  den  Gesammtscbnitt  seiner  Ebene  (c'O  mit 
Diese  Flfiehe  hat  eine  Bflddtehrcurve  X*  dritter  Ordnung,  deren  drei 
Schnittpunkte  mit  (e'e")i  weil  diese  Ebene  eine  Oscula^ons-  oder 
Schmiegnngsebehe  dersdben  ist,  nur  in  r  vereinigt  sein  köBnen. 
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Jene  Ebono  (e^),  welche  eiue  Verzweigungserzoiigüiidc  e  und  die 
dieser  zugeordnete  singuläre  Erzeugende  e  enthält,  berührt  in  dorn 
Cuspidalpiuikt  e^e,  « =  ft'  nnd  diiem  sweiteD  auf  e  gelegenen 
Punkt  i";  schneidet  also  die  Begelflftche  in  einem  Kogelschnitt  C7', 
welcher  doich  Iftnft  nnd  « in  e  berfthrt  Daraas  geht  aber  hervor, 
dass  der      znkommende  Invointionakogelschnitt  die  YerzweigongB- 

erzengende  e  =  b'b"  in  b"  tangirt,  dass  demnach  e  aneh  Eraeagende  « 
von  d>  Ist,  nnd  die  diese  Fläche  längs  ihr  bertthrende  Ebene  (ts)  die 
Cnnre  JZ"  in  ft"  osculirt 

Auch  die  Cuspidalebenen  l'„  Kj^,  l'a,  l\  der  behandelten  Begel- 
fl&che  <P*  sind  Tangentialebenen  von  tfi.  Eine  solche  schneidet  ^ 
in  einem  Kegelschnitt  C^,  welcher  e  ansser  in  e  in  einem  Punkte  > 
schneidet,  den  wir  Inflexionspnnkt  der  Fläche  nennen.  Jede 
dorch  ihn  in  V  gezogene  Gerade  hat  nämlich  mit  ^  drei  unendlich 
nahe  in  ihm  vereinigte  Pnnkte  gemein.  Die  in  »  an  Cc*  gelegte  Tan- 
gente ist  eine  Erzeugende  der  Fläche  rf*,  deren  weiterer  Schnitt  — 
Je*  —  mit  K  durch  C  läuft 

Irgend  eiue  Erzeugende  b'b"  der  developpablen  Fläche  ist  eine 
Doppeltangente  der  Regelfläche  (D^;  woraus  erhellt,  dass  beide  Flä- 
eben  ansser  dem  vier  Verzwcigungserzeugenden  r^,  e,,  €3  und  nur 
noch  eine  Berährnngscurve,  und  zwar  sechster  Ordnung  gemein  haben 
können;  welche,  wie  leicht  einzusehen,  die  singulären  Erzeugenden 
in  den  Cnspidalpunkten  berührt'). 

„Jedem  der  Regelfläche  <P*  eingeschriebenen  Kegel- 
schnitt kommt,  als  Träger  einer  von  den  Erzeugenden 
auf  ihm  gebildeten  kubischen  Punkt-Iuvolution,  ein  In- 
volutionskegelschuitt  zu. 

Die  Oesammtheit  dieser  Involutionskegelschnitte  er- 
fällt  die  von  den  Doppeltangentenebenen  der  Begel- 
fläche  ^nmhflUte  developpable  Fläche  <2*dritterC lasse. 
Diese  Fläche  hat  auch  die  vier  Cuspidalebenen  zu  Tan- 
gentialebenen, schneidet  in  den  vier  Yerzweigungs- 
crzeugcndon  und  berührt  sie  in  einer  Banmcttrvo  sechs-  * 
ter  Ordnung,  welche  die  singulären Erseugenden  in  den 
Cnspidalpnnkten  tangirt^). 


I)  CHelM  TOT.  Art 

t)  Der  redproke  für  9*  geltende  Sali  !sl  Wchl^m  Ulden.  Wegen 
Ramnerqpaniiie  llUimi  wir  ilm  aidit  «a. 
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Art.  13.  Was  wir  oben  von  deu  ^  ^gescbriebeneii  Kegel- 
schnitton  gosagt  haben,  gilt  zum  Teil  von  irgend  einer  der  behan- 
delten Flache  eingesehriebenen  ebenen  Gnrve. 

Betrachteu  wir  den  allgemeinsten  Schnitt  Q^;  er  hat  auf  einen 
dreifachen  Punkt  und  wird  von  jeder  Erzeugenden  nur  in  einem 
Tunkt  getroffen.  Umgekehrt  läuft  durch  einen  Punkt  n'  von  nur 
•  eine  Erzeugende  e'.  Diese  schneidet  L  in  einem  Punkt  durch 
welchen  nocb  zwei  mit  e'  eine  Teme  conetitnirende  Enseugende  e" 
und  c"'  gehen.  Diese  Erzengenden  begegnen  der  Gnnre  bzhw.  in 
den  Punkten  n''  und  9t*,  welche  iuTolutorisch  coqjugirt  sind. 
Diese  drei  Punkte  sind  die  Ecken  eines  Dreiecks,  dessen  jede  Seite 
TangcDto  des  Schnittes  der  Ebene  (Cg*)  und  der  Flache  tl^  ist; 
da  eine  solche  immer  in  einer  Tangentialebene  (c'e")  ...  dieser  Fläche 
liegt.  Durchläuft  :i'  die  Curve  Q*,  so  umhüllt  das  Dreieck  n'n^Ti'" 
die  Curve  C;^,  welche  wir  dieser  Kigenschaft  wegen  Involutions- 
curve  der  kubischen  Punkt-Involution  C^{Ti\  n'\  n'")  nennen  wollen. 

Diese  Punkt-In?olntion  hat  den  drei&chen  Punkt  der  Curve 
zum  dreifachen  Punkt,  weil  die  drei  in  ihm  sich  schneidenden 

Ergeugenden  von  (Z>^  mit       keinen  weitern  Punkt  gemein  haben. 

Doppelpunkte  der  Involution  sind  die  vier  Schnittpunkte  p,,  p^^  jpg, 
/).!  ihres  Träj,'ers  mit  den  siugulären  Erzeugenden;  während  die  Vcr- 
zweigungserzeugenden  die  Curve  in  den  vier  Verzweigungspunkten 
Öj,  0^,  0;j  und  0,  treffen,  diese  sind  au(^h  die  Schnittpunkte  der  Curve 
C^^.  Jeder  anderem  der  sechs  beiden  Curven  gemeinschaftlichen  Punkte 
ist  ein  Berührungspunkt^). 

Die  Untersuchung  wurde  an  einer  willkürlich  angenommenen  ebenen 
Curve  Cß"*  von  (P*  durchgeführt,  und  es  ist  demnat'h  klar,  dass  die 
auf  allen  Curven  bezeichneter  Art  durch  die  Erzeugenden  bestimmten 
Involutionen  gleichartig,  d.  h.  gleichzeitig  reelle  oder  imaginäre 
Doppel-  und  Verzweigungspunkte  haben. 

Dass  dies  auch  von  einer  ebenen  Curve  dritter  Ordnung,  und 
jeder  andern  <J>^  eingeschriebenen  Curve  gilt,  braucht  wohl  nicht  mehr 
bewiesen  zu  werden;  fttr  die  Kegelschnitte  wurde  es  ohneliin  bereits 
ausiiihrlich  erörtert. 

„Die  Erzeugenden  der  Begelflftche  bestimmen  anf 
irgend  einer  ihr  eingeschriebenen  ebenen  Cnrve  Ceine 


I)  El  gilt  gtitt  ftllgviiBttin:  ,^aB  EnettgniM  einer  kubischen  Funkulnro» 
Intion  auf  tiner  ebenen  Cnnre  vierter  Ordnung  mit  einem  dreißüchen  Punkt  ist 

eine  Curve  C>*  vierter  Ordnung  und  dritter  CImssc,  wenn  der  dreifache  Funkt 
der  Trigercurvc  zugleich  ein  dreifacher  Funkt  der  Involution  ist  etc." 
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kubische  luvolution,  welche  den  Schnitt  ihrer  Ebene 
mit  der.  devcloppableu  Fläche  tP  zur  In v olutiouscurve  J 
bat  Gonjngirte  Punkte  liegen  immer  auf  einer  Terno 
von  Erzeugenden.  Die  Tersweiguugspiinkte  und  Dop- 
pelpnnkte  der  Involution  sind  bzhw.  die  Schnitte  ihres 
Trägers  mit  den  Yerzweignngserzeiigenden  nnd  singnlftron 
Erzengenden.*' 

Art.  14.    Der  allgemeinste  Schnitt  C.j'  einer  Ebene  mit 
ist  (Inrch  E,  also  drei  seiner  Pnuktc  vollkommeu  bestimmt;  wenn 
diese  nicht  auf  einer  Geraden  liegen. 

Eine  Curve       hingegen  ist  durch  zwei  Punkte /i,  und 

/>2  zweideutig  gegeben.  Denn  p^p.»  schneidet  (P*  noch  in  zwei 
Punkten  g,  und  q.,;  und  sowulil  die,  durch  die  Gerade  p-,,  und  die 
durch  den  Punkt  (j^  laufende  Krzeugende      tixirte  A',,  als  auch  jene, 

welche  durch  2>iP2  und  die  den  Punkt  enthaltende  Erzeugende  fo 
gelegt  ist,  schneidet  0*  in  einer  Curve  welche  beide  gegebene 
Punkte  enthält. 

Dorch  einen  Pnnkt  p  der  Begelfläche  kann  man  drei  Tangential- 
ebenen an  die  developpable  Flftche  legen.  Zwei  enthalten  die 
durch  p  gebende  Erzeugende  e'  und  je  eine  Jener  Erzeugenden  (f\ 

welche  mit  t'  eine  Terne  bilden,  l^e  schneiden  die  Regelflilcho 
in  Kegelschnitten,  welche  nicht  durch  p  gehen.  Die  dritte  Ebene 
schneidet  die  Erzeugende  e'  in  />,  und  <I>*  in  einem  Kegelschnitt  C'^ 
und  zwei  Erzeugenden  e,/  und  c„".  Da  p  der  Annahme  zufolge  ein 
einfacher  Punkt  der  Fläche  ist,  kauu  er  nur  auf  liegen. 

Wäre  p  ein  Schnitt  der  Erzeugenden  t'  mit  dem  durch  (e'e") 
fixirten  Kegelschnitt  C,^,  so  mflsste  er  als  ein  Berahrangspnnkt  h* 
der  Ebene  (e'O  mit  ^  anf  liegen.  Man  könnte  an  diese  durch 
ihn  nur  noch  oine  Tangentialebene  ^  die  Ebene  (e'O  legen,  deren 
Schnitt      mit      offenbar  nicht  mehr  p  enthalten  kann. 

„Ein  Kegelschuit  der  Regelflächc  0^  ist  durch  einen 
(nicht  auf  der  dreifachen  Geraden  befiudliciiou)  Punkt 
eindeutig  gegeben.*^ 

Die  Erzeugenden  der  Fläche  schneiden  irgend  zwei  ihr  ein- 
geschriebene ebene  Curven  in  Punkten  projectivischer  Systeme. 
Umgekehrt  kann  immer,  btatimmte  Bedingungen  Yorausgesetzt, 
als  das  Erzeugniss  zwder  derartiger  Gebüde  angesehen  und  definirt 
werden. 
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Ein  spcciellcr  Fall,  zugleich  der  wichtigste,  soll  das  Gesagte  or- 
Iftntern. 

Wir  fassen  irgend  zwei  KegclschDitte  6'^  und  Cj^  ins  Auge,  die 
im  Allgcnieinon  kciiirn  Punkt  gemein  haben  sollen.  Die  Ebene  E 
des  ersten  schneidet  die  des  zweiten  in  einer  Geraden  7,  deren  Schnitte 
mit  C*,  a  und  b  heissen  mögen.  Dem  ersten  dieser  Punkte  können 
wir  auf  C\-  einen  ganz  beliebigen  Punkt  «j,  als  entsprechend  zuwei- 
sen; wogegen  der  b  zugeordnete  Punkt  falls  das  Erzeuguiss  der 
Panktsysteme  und  C^*  eine  Flfiche  0*  sein  soll,  nicht  mehr  vül- 
kttrlich  ist,  sondern  so  gewählt  werden  moss,  dass  bLj^  und  aa, 
sich  in  einem  Punkte  Yon       dem  zweiton  Schnittpunkt  P]  der 

Geraden  aoj  mit  diesem  Kegelschnitt  treffen;  also  vollkommen 
fixirt  ist 

Die  projectivischen  Punktsysteme  sind  durch  Angabe  noch  eines 
Punktepaares  Ixstimmt.  Wir  ordnen,  was  am  zweckmüssigsten  ist, 
dem  einen  Schnittpunkt  r-^  von  Cj*  mit  g  den  Punkt  e  auf  C'^  zu. 

Er  liefert  mit  diesem  verl)uuden  eine  Erzeugende  ccj  —  fn  die 
noch  in  einem  Punkt  begegnet 

Die  Begelflftche       welche  doreh  diese  Daten  gegeben  ist,  hat 

znr  drei&chen  Geraden.  Weil  nämlich       in  Pi  drei  nnd  in 

P  zwei  unendlich  nahe  Punkte  mit  dem  Erzeugniss  (C^Cj^)  gemein 
hat,  ist  sie  ein  Bestandteil  desselben.  Dass  sie  eine  dreifache  Ge- 
rade und  demnach  {C*C^*)  identisdi  mit  <P*  ist,  können  wir  folgend 
nachweisen. 

Wir  projiciren  die  Punktsysteme  und  CHpt)  hshw.  ans  den 
auf  ihren  Trfigem  liegenden  Punkten  P  und  P^  auf  die  Gerade  g. 

Da  a,  ^,  c  ihre  Plätze  nicht  ändern,  o,,  ci  aber  durch  die  ang^beno 
Manipulation  der  Reihe  nach,  nach  a,  b,  c  verschoben  werden,  sind  die 
Projectionen,  weil  sie  projectivisch  sind  und  drei  entsprechende  Punkte 
ooi',       0^01  gemein  haben,  auch  identisch. 

Um  nun  die  durch  dnen  beliebigen  Punkt  p  von  C*  laufende 
Erzeugende  e  zu  constmiren,  projicirt  man  p  aus  P  auf  ^,  veibindet 
den  so  erhaltenen  Punkt    mit  Pj,  sucht  den  zwdten  Schnitt  p^  dieser 

Geraden  nPf  mit  (\*,  um  so  in  pp^  das  gewflnschte  Besultat  zu  er- 
halten. Nachdem  die  Erzeugende  pp^  mit  PI\  in  der  Ebene  (PPxn) 
liegt,  trifft  sie  dieselbe  in  einem  Punkt  P». 

Die  zwei  aus  einem  willkilrlich  gewählten  Punkt  P»  von  PP, 
den  Trägorkegelschnitten       und  C,^  amschriebenen  Kegel  und 

^i*  schneiden  sich  ausser  in  PPj  in  drei  Erzeugenden  t\  t"  nnd  c"'; 
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welche  auch  Erzeugende  des  Erzeugnisses  (C^C\^)  sind.  Um  dies  für 
eine  (lersclbeiK  etwa  c',  nachzuweisen,  brauchen  wir  nur  zu  bemerken, 
dass  ihre  Schnittpunkte  ;/  und  mit  den  Ke^'elschnitten  C'^  und 
C,*  bzhw.  mit  /*  und  verbunden,  Linien  liefern,  die  sich  iu  einem 
Punkte  7i'  von  //  notwendig  schneiden  müssen,  um  in  der  Umkehrung 
dieses  Vorgaoges  iu  p'  und  uutsprccheudo  Punkte  der  erzeugen- 
den Systeme  zu  erkennen. 

In  jedem  Paukt  von  FP^  schneiden  sich  die  Erzeugende  von 

(C^Cj*),  diese  ist  eine  Begelflftche  9*  und  hat  zur  dreükchen 
Geraden. 


„Zwei  projectlTische 
Punktsysteme  auf  zwei  Ke- 
gelschnitten erzengen  dann 
eine  Begelflftche  <l>*,  wenn 
die  in  der  Ebene  des  einen 
Kegelschnittes  liegenden 
Erzcngonden  sich  in  einem 
Punkt  desselben  schneiden.'^ 


„Zwei  projectivische  Tan« 
gentenebenen-Systeme  auf 
zwei  Kegeln  zweiten  Gra- 
des erzeugen  eine  Regel- 
flftche  W\  wenn  die  in  der 
Spitze  des  einen  Kegels  sich 
begegnenden  Erzeugenden 
in  einer  Tangentialebene 
desselben  liegen.'^ 


Sollen  zwei  projcctivische  Punktsysteme  auf  zwei  sich  in  einem 
Punkt  P  schneidenden  Kegelschnitten  Cj*  und  Cg^  eine  Regelfläche 
0*^  erzeugen,  so  haben  wir  die  Zuordnung  derart  zu  treflfon,  dass  die 
zweiten  Schnittpunkte  und  der  durch  P gehenden  Schnitt- 
linie g  mit  den  Trftgerkegelschnitten  sich  entsprechen. 

Bemerken  wir  uoch,  dass  der  aus  einem  Punkt  /'  der  droitachen 
Geraden  irgend  einem  Kegelschnitt  der  Ilegelfliiche  <I>*  unischriebeue 
Kegel  A',  ausser  der  dreifachen  Geraden,  die  sich  iu  P  schueideudeu 
Erzeagenden  enthält,  so  bedtUfen  die  folgenden  Sfttze  und  die  ihnen 
redproken  keines  Beweises. 

„Gleitet  eine  Gerade  an  zwei  Kegelschnitten  C',*,  C^* 
und  einer  Geraden  L,  welche  jeden  der  Kegelschnitte 
einmal  schneidet,  so  erzeugt  sie  eine  ßogelfiächc  0\ 
welche  L  zur  dreifachen  Geraden  hat/^ 

,,Bie  aus  irgend  einem  Punkt  der  dreifachen 
Geraden  der  Begelflftche  0*,  dem  System  ihrer  ein- 
geschriebenen Kegelschnitte  C*  umschriebenen  Kegel 
bilden  ein  Kegclschnittsbüschel  Ä^,  welches  mit  dem 
Kegelscliüittssystem  projectivisch  ist'' 

Die  durch  L  gehende  Tangentialebene  E  dnes  Kegels  fixirt 
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durch  ihrcu  Berübruugspuukt  b  dem  entsprechenden  Kegelschnitt 
eindeutig.  Dieser  Iftnft  durch  b  und  bertthrt  in  ihm  E, 

Art  Id.  Die  redproken  Eigenschaften  der  Regelfläche  <P*  sind 
nun  schnell  besprochen. 

Der  aus  einem  Punkt  %  des  Raumes  der  Fläche  cP^  umschrie- 
bene Kegel  K^^  ist  von  der  vierten  Ciasso  sechsten  Ordnung,  und  hat 
die  drei  durch  %  an  gelegten  Tangentialebeueu  zu  Doppeltan- 
geutenoberen ;  wogegen  er  die  durch  L  gelegte  Ebene  E  nur  einfiMh 
berflhrt. 

Er  hat  mit       eine  doppelt  zu  zählende  Berührungscurve 

sechster  Ordnung,  zehnten  Ranges  (dem  Geschlechte  Null),  uud  eine 
h5clniittcurvc  zwölfter  Ordnung  /."^'  gemein.  Da  jeder  Punkt  von  B^^^ 
als  D()i)i»ti])uukt  im  Gesammtschnitt  gilt,  kann  dieser  in  seineu  mit 
L  gomeiuschaftlicheu  Puukteu  höchsteus  Doppelpunkte  haben. 

Jene  Ebene  welche  durch  $  und  eine  singulftre  Erzeugende 
e  gelegt  ist,  berührt  ^  in  dem  auf  e  befindlichen  Ouspidalpunkt  « 

und  schneidet  auch  die  Fläche  in  demselben.  Durch  diesen  Puukt 
läuft  sowohl  ]^  als  auch  It^~-^  jede  Curve  jedoch  nur  einfach.  Die 
l)(!rühningscurvc  hat  mit  einer  Erzeugenden  einen  Punkt  gemein, 
schneidet  daher  jeden  <X>^  eing(!S(  liriebenen  Kegelschnitt  viermal.  Da 
dies  auch  für  den  in  der  cD'  längs  e  berührenden  Cuspidalcbeue  V 
botiudlichen  Kegelschnitt  gilt,  ausser  ihm  in  T  nur  c  liegt,  uud /-J  die 
Fläche  blos  in  c  berührt,  können  die  weitern  zwei  Schnittpunkte 
von  V  und  nur  in  c  vereinigt  sein.  Die  Tangente  der  Deruhruugs- 
curve  im  Punkte  e  liegt  daher  in  V  und  ist,  weil  sie  auch  der 
Ebene  ($e)  angehören  muss,  mit  e  identisch. 


nDer  aus  einem  Punkt  des 
Baumes  der  Regelfläche 
umschriebene  Kegel  ist 
von  der  vierten  Classe 
sechster  Ordnung  uud  hat 
die  drei  durch  seine  Spitze 
von  gel  egtcn  Tangential- 
ebenen zu  Doppeltangcuten- 
ebeuen.  Er  bertlhrt  die  Re- 
gelfläche in  einer  Gnrve 
sechster  Ordnung,  zehnten 
Ranges,  welche  die  singu- 
l&ren  Erzeugenden  in  den 
Cuspidalpunkten  berflhrt'^ 


„Eine  Ebene  von  allge- 
meiner Lage  schneidet  die 
Regelfläche  in  einer 

Curve  Cj;*  vierter  Ordnung 

sechster  Classe,  welche  die 
drei  Schnittpunkte  ihrer 
Ebene  mit  der  Doppellinie 
zu  Doppolpuukteu  hat  ctc/* 
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Wie  bei  der  all.^eiueineii  Rej^^elHäche  f-*  siud  auch  hier  die  scehs 
Kückkehrkanteu  des  Ke;/els  K/'  Haupttaiig(>nteii  der  RegelHäcIie,  welche 
ebenso  viele  durch  den  Punkt  gehende  Schniiegungshypcrboloido 
derselben  bestimmen.  Für  eiuen  Puukt  einer  Cuspidalebcne  ist  der 
umschriebene  Kegel  und  seine  Berflhningsciirve  Ton  der  f&nften  Ord- 
nung; der  erste  bat  die  genannte  Ebene  zar  Inflexionsebene. 

Der  aus  einem  Punkt  der  Flache  ihr  umschriebene 
Kogel  Aß*  ist  von  der  dritten  Classe  und  vierten  Ord- 
nung'). Seine  Doppeltangentenebenc  ist  die  Ebene  des  durch  ^ 
gehenden  Kegelschnittes  der  Fläche  Diese  wird  von  Ag'*  längs 
einer  Gunre  B^^  fanftcr  Ordnung,  aditen  Kauges  berfihrt,  welche 
durch  $  Iftuft,  in  diesem  Puukt  die  durchgehende  oigentlidie  Haupt- 
tangente 6ief  Fläche  bertthrt  und  die  singulären  Erzeugenden  in  den 
Guspidalpunkten  tangirt  Die  Gurve  ist  durch  zwei  Punkte 
zweideutig  bestimmt.  Denn  legen  wir  in  diesen  zwei  Punkten 
ji,  und  pt  die  Tangeutialebt  inen  Tj  bzliw.  Tg  au  so  können  wir 
jeden  jener  zwei  Schnittpunkte  ^4^^  und  ^4-^^  ihrer  Schnittlinie  mit  <^ 
als  S})it7e  des  diese  Fläche  längs  einer  durch  ;>j  und  pi  gehenden 
Berühruiigscurve  JiJ'  tauginndcu  Kegels  annehmen,  welche  nicht  auf 
den  durch  die  gegebenen  Punkte  bestimmten  Erzeugenden  liegen. 

Aus  einem  Punkt  $  dner  singulfiren  Erzeugenden  e  wird 
durch  einen  Kegel  ^3-*  projicirt,  welcher  die  Fläche  längs  der  ge- 
nannten Geraden  und  einer  Kaumcurve  7/'  vierter  Ordnung  berührt, 
die  durch  den  auf  e  gelegenen  Cuspidalpuukt  nicht  geht 

Befindet  sich  hingegen  $  auf  einem  in  einer  Guspidalebene  V 
liegenden  Kegelschnitt,  so  zerfiUlt  K^*  in  diese  Ebene  uud  einen  Kegel 
dritter  Orgnung  und  Glasse,  dessen  Berflhrungscunre  tou  der  vierten 
Ordnung  ist  und  den  V  zugehörigen  Guspidalpunkt  nicht  entbSlt 

Diese  Curve  degenerirt,  wenn  mit  einem  luüexiouspunkt  *  der 
Fläche  ooinddirt,  iu  die  durchgehende  singuläre  Erzeugende  e  und 
eine  Baumcurre  dritter  Ordnung,  welche  durch  den  auf  e  befindliehen 
Guspidalpunkt  nicht  läuft. 

In  Ranmcurven  dritter  Ordnung  wird  auch  von  jenen 
Kegeln  vierter  Classe  dritter  Ordnung  berührt,  welche  den  Schnitt- 


1)  Fassen  wir  A' aJa  gcoitictri»ehen  Ort  auf,  so  zerfällt  er  für  cint-n 
Punkt  der  l'läohe  in  die  doppelt  zu  zählende  Tangentialebene  desselben  nnil 
den  Kegel  A  *  ;  wähn  iid  er  als  Enveluppc  betraditot  in  das  Ebcncnbüschcl, 
welches  die  durch  den  Punkt  gehende  Erzeugende  zur  Axc  hat,  und  einen 
Kegel  JT,  dritter  Ctoiee  lerlillt.  K*  und  JT,  sind  Mlbstreratladlieh  identisch. 
(Siebe  aueh  Art.  4.) 
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puukt  dreier  Cuspidalebcueii  zur  Spitze  haben.  Jeoe  derartige  Be- 
rühruugscurv e  hat  die  geuauiiteu  drei  Cuspidalebeiieu  in  dcu  auf 
ihuesk  liegenden  Infi^onspuukten  za  Oscalatioosebcucn ,  berührt  je- 
doch nur  die  in  der  vierten  befindliche  singniäre  Ersengende  im  Cus- 
pidalpnnkt  Sie  ist  dnrch  diesen  eindeutig  fizirt 

Umschriebene  Kegel  zweiten  Grades  besitzt  (V^  ebenso  wenig,  als 
dio  Fläche  "F^  uach  einem  eigeutlichen  Kegelschnitt  gescbnitteD 
werden  kauu. 

Erwähnenswert  sind  noch  dio  ßcrülinnigscun'cn  mit  einem  Rück- 
kehrpuukt,  dieser  ist  immer  in  einem  Cusjjidaljiuukt  und  das  Centrnm 
der  Curve  iu  der  zugobörigen  Doppelebene  gelegen. 

Art.  16.  Eine  Fläclie  f"  7<ter  Ordnung  durchschneidet  (t>*  in 
einer  Gnrve  JR^  Ah  Igt  Ordnung,  welche  die  n  Schnittpunkte  i'j, 
Pn  der  Fläche  f*  mit  der drdfochen  Geraden L  tu  drei&chen 
Punkten  hat  Die  Tangenten  der  Cnrve  in  einem  dieser  Punkte  P 
erhalten  wir  als  die  Schnittlinien  t^,  t^^  ^  der  Tangentialebene  T  von 
f*  mit  den  drei  Tangentenobenen  der  Begelfläche  <P*  im 

bezdchneten  Pnnkt 

Daraus  gebt  hervor,  dass  zwei  der  genannten  Tangeuten,  etwa 
und  ^  coincidiren,  wenn  f**  durch  einen  der  Cnspidalpnnkte  c  gelegt 
wnrdo;  und  zwar  entsprechend  dem  Zusammen&llen  zweier  Tangen- 
tialebenen     und  JB,  zu  einer  Doppeiebene  D  des  BQsehels  L{B)i 
in  welcher  auch  immer  t^^tf  =  t  liegen  rauss. 

Die  sich  im  Allgemeinen  in  einem  Puukt  P  zweimal  durchschnei- 
dende Curve  yi"*"  boriihit  sich  daher,  wenn  J*  mit  c  zusammenfftllt^ 
entweder  einmal,  oder  sie  bat  in  ihm  einen  Eückkebrpuukt 

Berühren  zwei  Zweige  der  Curve  die  Gerade  *  iu  c,  während 
der  dritte  sie  in  diesem  Puukt  schneidet,  so  bat  t  mit  ihr  und  daher 
auch  mit  <P*  fünf  unendlich  nahe  Punkte  gemein,  von  welchen  dner 
auf  den  Schnitt  mit  dem  dritten  Gurveniweig  und  viere  auf  die  Be- 
rührung der  zwei  andern  Aeste  entfallen  Dies  ist  jedoch  nur  dann 
möglich,  wenn  t  seiner  ganzen  Ausdehnung  nach  auf  liegt;  was 
aber,  da  T  immer  sich  in  D  befinden  muss,  .zur  Folge  hat,  dass  t 


1)  Die  Tangentialebene  T  einer  Ruumcarvc  H  ia  einem  Doppelpunkt  hat 
in  diesem  mit  ihr  —  den  svei  Duppclpunktstangenten  und  ^3  entsprechend 
—  vier  unendlich  nnhe  Penkte  gemein.  Coincidiren  nnd  t^^  wa  einer  Ge- 
raden (;  so  hat  jede  Ebene  des  BOichclB  der  letstem,  wie  Mckt  einucebent 
die  Bedeutung  von  7,  d.  h.  ( selbst  mit  M  vier  unendlich  nahe  Punkte  gemein. 
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mit  e  coincidirt,  also  die  Taugeetialebene  2'  durch  die  BUiguläre  Er- 
zeugende f.  geht. 

Besteht  c  ans  einem  Rückkehrpunkt,  welcher  von  dem  zweiten 
Ast  einmal  goschuitton  wird,  so  hat  t  mit  Jt^'*  und  daher  auch  mit 

vier  in  c  vereinigte  Punkte  gemein.  Drei  als  Rückkehrtangente 
in  zu  welchen  noch  der  vierte,  als  Schnitt  mit  dem  zweiten  durch 
c  laufenden  Ast  tritt. 

In  diesem  Fall  —  welcher  der  allgemeinere  ist  —  kann  t  irgeod 
eine  durch  c  in  D  gehende  Gerade  sein,  also  die  Tangentialebene  T 
von  f*  in  c  eine  beliebige  Lage  hab^. 

WeSL  jede  ^  eingesdiriebene  Cnnre  als  teUweiser-  oder  Gesammt- 
Mlinitt  dieser  Fläche  mit  dner  zweiten  angesehen  werden  kann,  gilt 
der  Satx: 

„Eine  der  Regelfläche  O*  eingeschriebene  [ebene 
oder  räumliche]  Curve,  welche  durch  einen  Cuspid al- 
punkt läuft,  hat  in  ihm  entweder  einen  Rückkelirpunkt 
oder  die  durchgehende  singulare  Erzeugende  zur  Tan- 
gente')." 

Eine  Gnspidalebeae  V  berOhrt  ^  in  allen  Punkten  einer  singa- 
l&ren  Erzengenden  e.  Wenn  daher  R***  die  Gerade  e  schneidet,  so 
berührt  sie  in  diesen  Pnnkten  immer  auch  V. 

Ansser  den  n  Sehnittpnnkten  Ton  «  mit  B^^  deren  jeder  fUlr  V 
doppelt  in  asählen  ist,  schneidet  diese  Ebene  die  Gorre  in  2»-Pnnkten, 
welche  sich  also  anf  dem  in  V  gel^enen  Kegelschnitt  C*  befinden 
mOssen. 

Geht  f»»  und  mitbin  auch  U***  durch  den  in  V  liegenden  Inflcxi- 
onspunkt  so  hat  diese  Gune  mit  V  drei  unendlich  nahe  in  i  ver- 
einigte Punkte  gemein,  nachdem  sie  C*  noch  in  2n — 1-  und  e  in 
n — 1-Pankten  —  ansser  in  ^  —  schneidet,  nnd  jeder  auf  e  gelegene 
Punkt  Ar  F  ftr  zwei  Punkte  gilt    Ist  also  Ä*»  eine  ebene  Cnrve, 

wo  dauu  n  ^  1  ist,  so  hat  sie  in  i  eiueu  Wendepunkt,  ist  sie  hin- 
gegen rftnmlich,  dann  wird  sie  Ton  V  in-»  oscnlirt 

„Eine  der  Regel  fläche  0*  eingeschriebeuc  (ebene 
oder  Raum-)  Curve  berührt  in  ihren  Schnittpunkten 
mit  den  siugulären  Erzeugenden  die  Cuspidalebenen.'* 


1)  fSMb»  (He  Berfthrangsennrea. 
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Liiuft  sie  durrli  einen  I n flexi on s p  u  n k t ,  so  hat  sie  in 
ihm  im  AI  Ige  inciu  eu  bzhw.  ciueu  Wendepunkt,  oder  diu 
durchgehondc  Gaspidalebcnc  zur  Osculatiousebene.^ 

Art  17.  Bei  eiucr  etwas  eingeheudcni  Untersachung  der  einer 
BegeUlAche  eingeschriebenen  Raamcarren  drängt  sich  vor  Allem  die 
Frage  au^  durch  wie  viele  Daten  eine  solche  bestimmt  ist 

Die  Beantwortung  dieser  für  di(i  Itegeiriiiclie  <I>^  ist  vcrliiiltniss- 
milssig  leicht,  da  sie  sich  auf  das  bereits  gelöste  Problem,  einen 
Kegel  durch  Kauten  zu  bestimmen,  zurückftlhrcu  lässt.  Wie  dies  ge- 
schieht, wird  diese  Untersnchnng  zeigen. 

An  dieser  Stelle  wollen  wir  nur  erwähnen,  dass  wir  —  und  zwar 
au  einem  sclu-inhar  speciellcn  Fall  —  eine  Formel  aufstelh'u  wer- 
den, aus  wclclu  r  man  durch  einfache  Substitution  der  iu  jedem  Fall 
iür  die  zu  untersuchende  (Jurvc  gegebeueu  Datcu,  die  Zahl  ihrer  Be- 
stimmuugsstücke  bequem  finden  kann;  und  von  der  wir  zcigeu  wer- 
den, dass  sie  für  jede  Annahme  gilt,  also  alle  der  Regclflftche 
eingeschriebenen  Curven  umfasst 

Die  oben  erwähnte  wegen  ihrer  eigentündichen  Kntstehungsart 
scheinbar  specielle  Curveuclasso  —  welche  jedoch  alle  auf  liegenden 
Curven  enthält  —  ist  jene,  welche  man  als  teihveisen  Schnitt  der 
Fläche  <P^  mit  einer  durch  ihre  dreifache  Gerade  L  gelegten  Fläche 
f'"+"  erhält.  Um  die  Untersuchung  möglichst  allgemein  zu  macheu, 
nehmen  wir  an,  f'"'"  sei  eine  Regeltlächc  (7;t-}-")ter  Ordnung,  die 
L  zur  m  fachen  Geraden  hat,  und  durch  Erzeugende  von  geht, 
wobei  die  letzteren  nntminander  windschief  sind,  oder  auch  zu  zweien 
oder  dreien  sich  schneiden.  Beide  Flftchen  haben  unter  dieser  Tor- 
aussetzung noch  eine  Baumcorve  iZ^,  ^  =  4[3m-}-»]  — 8m— $ 
m-|-4»— gter  Ordnung  gemein;  da  jede  gemeinsame  Erzeugende  der- 
selben als  Gurve  ersten  Grades,  und  die  Gerade  L  als  resp.  Bestand- 
teil 3-  und  m*'"  Ordnung  der  sich  schneidenden  Fläch«!  als  gemein- 
schaftliche Gurve  Smter  Ordnung  in  Bechnung  zu  bringen  ist 

Eine  Ebene  A'  des  Büschels  L  schneidet  die  Fläelie  (I>^  in  einer 
Erzeugenden  c  und  berührt  sie  in  dem  Schnittpunkt  r  dieser  mit  />; 
dieselbe  Ebene  hat  mit  ausser  der  mmal  zu  zählenden  Geraden 

L,  n  Erzeugende  f i,  ..,  gemeinschaftlich ,  deren  Schnittpunkte 
mit  L,  nämlich  Qj,  Qg  . . .  Qn>i,  Qm,  die  n  Taugentialpuukte  bezeich- 
neter Ebene  mit  f^-l-'*  sind. 

Die  Erzeugende  e  trilR  die  n  Erzeugenden  f^,  . . .  £„  iu  ebenso 
vielen  Punkten  pt,  Pa  welche  sämmtUch  der  Gurve  ange- 
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hören.   Dies  gilt  auch  dann,  wenn  einer  dieser  Punkte,  etwa  pk  mit 

r  coiiicidirt,  also  beide  Fliichon  sieh  in  P  borührcn;  auch  dann  ist 
er,  wie  leicht  einzusehen,  ein  Punkt  dieser  Curve  —  jenen  Fall  aus- 
geschlossen, in  welchem  die  Erzeugenden  e  und  ta  zuaammenfallea, 
d.  h.  eine  der  q  gemeiuschalUichen  Erzeugenden  bilden. 

Irgend  eine  durch  eine  derartige  Gerade  ttu  gelegte  Ebene  A 
berabrt  sowohl  <I>-^  in  einem  Paukt  a  derselben,  als  aach  f*"**-**  in 
einem  zweiten  Punkt  b. 

Beide  Punkte  bilden  bei  der  Drehung  von  A  eine  quadratische 
Involution,  deren  zwei  Doppelpunkte  offenbar  die  Eigenschaft  haben, 
dasB  sich  in  ihnen  die  Begelfläehen  berühren.  Einer  dieser  Punkte 

ist  P,  wogegen  der  andere  irgendwo  auf  liegt,  und  mit  den  « — 1 
Schnittpunkten  dieser  Geraden  und  den  andern  in  K  befindlichen  Er- 
zeugenden fj,  f 2  •  •  f*-i>  ■  •  ■  die  7*  der  Curve  Ii'"''  und  der 
bezeichueteu  Erzeugenden  s  tet  gemeinschaftlichen  Punkte  vorstellt. 

Ans  diesen  Anseinandersetningen  ist  klar,  dass,  wenn  man  von 
der  Zahl  der  Doppelpunkte  jener  Reihen,  welche  durch  P  und  die 
Qii  Qi  ...  Qu  auf  L  gebildet  werden ,  die  Zahl  Q  abzieht;  man  die 
Anzahl  M  d&r  L  und  gemeinschaftlichen  Punkte 
erhält.  In  jedem  Punkte  P  kann  man  au  <t**  drei  Tangentialebenen 
^it  ^''j^  legen  und  jede  berührt  f"'+"  in  n  Punkten,  die  alle  dem 
Punkte  P  entsprechen-,  umgekehrt  sind  eiuem  Punkte  Q  m  Punkte  P 
zugeordnet,  weil  mau  in  einem  solcheu  rn  Tangeutenebeneu  P^  . . . 
Em  an  f«»+"  legen  kanu  uud  jede  zugleich  eine  einfache  Taugeutial- 
ebene  von  0*  ist.  Die  Beziehung  zwischen  den  Reihen  L{1')  und 
L{Q)  ist  daher  m— 3n  deutig,  und  also  die  Zahl 

Der  ans  einem  bdieldgen  Punkt  P  von  L  der  Curve  M''  um- 
schriebene K«gel  £^  ist  von  der  ^ten  Ordnung,  hat  die  in  P  sich 
schneidenden  drei  Erzeugenden  e\  t"  und  von  O*  —  da  jede  eine 
npnnktige  Secante  von  M^'  ist  —  zu  n  fachen  und  L  selbst  —  aus 
demselben  Grunde  —  zur  Jf  fachen  Kante. 

Da  dies,  wie  erwähnt,  for  jede  Lage  des  Punktes  P  gilt,  und 

eine  Affache  Kante  eines  Kegels  die  Stelle  von  ^^^^^^  Bedin- 

gongen  vertritt^),  ist  die  Zahl  der  f  bestimmendee* Daten  (z.  B. 
Kanten): 


1^  Bezüglich  der  Zahl  der  Bestimmungsbtücke  eines  ullgemcinen  Kegels 
weisen  wir  den  g.  Lenr  auf  die  ittr  ebene  Cnnren  Hulgcstellten  Piackci^sehen 

Tsil  LXV.  18 
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^     N(N-\-3)      M(M-\-l)  aH(n-hl) 
2  2  2  • 

welche  dnreb  SobBtitotion  des  Wertes: 

n  =  N—M 

die  Form 

I)  Z—  M—{M-  N)  {2M^N) 

anuimmt 


Formeln,  welche  nuch  für  Kogel  Geltung  haben;  nur  mass  raun,  wie  ans  der 
Projectiüu  t;cnnniiter  Cuive  erhellt,  statt  Punkte  —  Kanten  als  Elemente  an- 
nehmen.  I>ii88  eine  Af  fache  Kante  eines  Kegels  ffir  —      — '-^  Bedingnngen 

(s.  B.  einfache  Kanten^  gilt,  dürfte  dodi  nicht  allgemein  beicannt  teini  wet- 
halb  wir  hier  einen,  Hueres  Wissens,  nenen  Beweis  des  rcciproken  Ar  ebene 

Cm.  g.»»!«  8.«»,  4».  1.  Jfbd«  Pnkt  MM,JiMm. 

mangsstfleke  ersetst,  geben. 

Wir  f:\ssen,  um  recht  schnell  an's  Ziel  zu  gelangen,  eine  Curve  i/-f-ltep 
Ordnung  mit  einc-in  J/ fachen  Punkte  L  in's  Auge.  W&hlcn  diesen  und  irgend 
einen  einfachen  Punkt  £  zu  Scheiteln  von  Strahlenbüschelo  L{A)  und  E{B), 
welche  C+l  erzeugen  soUmi.  Irgend  ein  &tahl  Ä  d«t  ersten  BOsehehi 
schneidet  CV+1,  anssor  in  L,  in  ^nem  Punkte  der  mit  JS  den  Ä  mgtord- 
oeten  Strahl  B  des  letztem  BOschels  fixirt.  J)ie8em  entsprechen  M  Strahlen 
At  da  er  die  Conre  in  E  und  M  andern  Ponkten  trifft. 

Die  Besiehnng  swischen  B  und  A  ist  «ne  1— m  deutige,  und  daher  die 
Verwandschaftsgleicbnng  der  Bflschel  —  welche  tugleich  Qleiehnng  der  Curre 
ist  —  die  folgende: 

wenn  o  dus  Teilvi:rhältni»6  irgend  eines  Strahles  Zi  von  E(B),  hi-züglich  zweier 
angonumniener  fester  Strahlen  B^  und  B^  des  Büschels  E  bedeutet;  und  unalug 
mit  Q  das  TeilverhUtniss  eines  Strahles  beiogen  auf  swei  bekannte  Strahlen 
Ai  und  A^  Ton  L^Ä)  heieichnet  ist. 

Nehmen  wir  L  snm  Ursprung  und  Ax  und  A^  au  Axen  eines  rechtwink- 
ligen Coordinatenqrstemes,  in  wachem  r  nnd  jp  die  Coordinaten  eines  Punktes 
sind,  so  ist: 

<?  * 

nnd  ^ 
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Dies  ist  die  Zahl  der  Bestimmungsstücke  für  einon  der  Curvc  li^' 
umschriebenen  Kegel  möge  seine  Spitze  P  irgendwo  auf  L  au- 
genommeD  sein. 

Dieser  Kegel  hat  mit  <P*  ausser  7?^'  den  drei  Erzeugenden  c', 

e",  e'",  welche  sich  in  P  schneiden ,  und  welche  zusammen  im  Ge- 
sammtschuitt  {O^K^^)  —  der  von  der  Ordnung  4A'  ist  —  als  Linie 
3nter  Ordnung  treten,  und  der  Geraden  Z-,  welche  für  einen  Schnitt 
33/ter  Ordnung  gilt,  keine  weitere  Linie  gemein;  da  die  Summe  der 
Ordnungszahlen  der  Schnittlinien: 

i^-fdfiH-3if— i\^+3n+B(iV ist 

Wenn  wir  daher  Z  Punkte  P2  •  •  (ier  Begelflftehe  mit 
irgwd  einem  Punkte  P  von  L  verbinden,  diese  s  Yerbindongslinien 
I,,  . . .  I«  als  Kanten  des  Kegels  (Ntßt  Ordg.)  ansehen,  welcher 
L  zur  Af  focheu  und  die  drei  in  P  sich  beg^enden  £ezeiigeuden  e', 
e*,     an  »fnchen  Kanten  bat;  so  wird  dieser  <P*  noch  in  einer  Corre 


wenn  Ojar-f  ^ly-h '^i  a^x -{■  c^^  =  Q  bzbw.  die  Glcichangen  von 

fi,  umi  sind. 

Durch  Substitution  dieser  Werte  von  f>  und  o  in  die  Gl.  I)  ei  halt  man : 

welche  Qleichang  durch  ZiisaniiBeiifMtftett  glelcfa  hoher  Potenten  die  folgende 
FonD  Mnimmt: 

II)  A^x^i  i^A^y-\-A^x^-Y+  -'+^MX^!/^'^+AM+ixy^-j-AM+Slf^-^^ 

Diee  tat  also  die  Gleichang  der  Cum  Cf  I,  bcsogen  auf  ein  rechtwink- 
liges CoordinntensystLiu,  wrlthos  ihren  ^1/ fachen  Punkt  xuiii  Anrnngspunkt  hat. 
Sic  hat  (■3/-f-2)-|-(i\/-|-l)  — 1  =2(3r-f  1)  uii:ibl.;in-i-c  Coeffiiicnten,  unil  ist  da- 
her durch  ebenso  viele  l'unktc  und  ihren  il/ Jachen  Punkt  bestimmt.  Daraus 
und   «US  der  Tatsache,   dass    eine   allg.    Curve  1  tcr   Ordnunj;  durch 

Punkte  (Bcdiuguni;ciO  gegeben  ist,  folgt,  den  der  gegebene 
iffache  Pnnkt  X  für  l^il-f l)(jtf44)-S(if-fl)=4i#(ir-f  1)  einfache  Be- 
idnunangHtaeke  gilt,  was  an  beweisen  war. 

Will  man  den  Beweis  an  einer  gans  allgemeinen  Cttrve  besprocbon«r  Art, 

z.  B.  einer  Curvc  OV 1  V  3/-|-A'tor  Ordnung  erhärten,  so  hat  man  in  der- 
selben Weis«  Torzugcbcn,  nur  statt  Gl.     die  folgende  snro  Ausgangspunkt  zu 

wählen : 

+  ...  ...  +  Wir]  =  0. 

IS* 
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iVter  Ordnung  schnciticn ,  welche  durch  die  z  gegebenen  Punkte 
läuft,  L  zur  Afpunktigen  und  jode  Gerado  e  zur  »;  punktigeu  Secanto 
hat.  Die  3/ Schnitte  der  Curve  r^'  erkeunen  wir  als  die  Rerührunga- 
puukto  der  i>/,  den  Kegel  A'^'^'  längs  L  tangircuden  Ebenen  mit  <S>^. 
Ebenso  sind  die  n  einer  (der  drei  gen.)  Erzeugenden  t  der  Curve  r" 
gemeinschaftUcheD  Punkte  jene,  in  weichen  9^  von  den  «  Tangential- 
ebenen des  Kegels  &  in  der  Kante  e  berflbrt  wird. 

Hätten  wir  die  Z  Punkte  auf  augenommen ,  so  wäre  der 
durch  sie  und  einen  Punkt  P  in  angegebener  Weise  tixirte  Kogel  if*' 
offenbar  identisch  mit  jenen  Kegel,  welchen  wir  der  Curfe  Ji^  aus  P 
umschreiben. 

Dies  aber  hat  zur  Folge,  dass  auch  die  Curvcn  i?-*^  und  — 
welche  die  Gei*ade  L  gleich  oft  treffen  und  Z  Punkte  gemein  haben 
—  Punkt  für  Punkt  zusammenfallen,  und  beweist  in  Verbindung  mit 
dem  Vorhergehenden  die  Richtigkeit  des  Satzes: 

,^ie  Anzahl  der  Punkte,  durch  welche  eine  der 
BegelfUche  ^  eingeschriebene  Baumourve  ^ter  Ord- 
nung, die  die  dreifache  Oerade  zur  i/pnnktigen  Secante 
hat,  gegeben  ist,  ist: 

Z  —  M—{M^N)  (2Jlf—  iV)"  >) 

Wichtig  ist  es  nun  zu  wissen,  wie  man  die  Zahlen  M  und  N 
wählen  darf.  Dass  diese  von  einander  nicht  ganz  unabhängig  sind, 
sehen  wir  bereits  aus  der  Gleichung 

n  N—M\ 

in  welcher  n  die  Anzahl  der  Punkte  bezeichnet,  in  welchen  irgend 
eine  Erzeugende  e  der  Regelflacfae  ^  die  Curve  R''  schneidet 

Das  Verhältniss  zwischen  diesen  Zahlen  ist  leicht  zu  finden,  wenn 
wir  bemerken ,  dass  der  der  Curve  R^"^  aus  einem  Punkte  P  von  L 
umschriebene  Kegel  K^'  —  wenn  er  nicht  in  Kegel  niederer  Ordnung 
und  mithin  Ä^^'  in  Curven  niederer  Ordnung  zerfallen  soll  —  höch- 
stens ^ — Hr~ — ~  Doppelkanten,  oder  vielfache  Kanten,  welche 


1}  In  derselben  Weise  tindet  man,  dass  eine  einer  Begelfl&chc  <t>^^^ 
m-l-iter  Ordnung  mit  einer  »faehea  Qeraden  L  eingcsehrkbcn«  Raunearr« 
i^ter  Ordnndg,  weiche  L  Ifiml  sehneidetT  dardi; 

Funkte  gegeben  isl 


D  ly  I  ti/ ea.  by^^ylid^lf 


%  «  •  •     •  * 
• 
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diese  Anzahl  ersetzen,  haben  kann,  dass  demnach,  weil  eine  q  fache 
Kftnte  ftr  ^^^^^^  Doppelkantea  gilt,  JE^  aber  X  znr  Jf &dieii  und 

die  drei  in  P  tkd^  traffinidflii  Eneageadea  e',  e'\  e'^  von  ^  zu 
n beben  Kanten  bat,  immer  die  Relation: 

MjM^l)     3»(»— 1)  <  iJN—l)(N—2) 
2  "  "2      -  2 

be&tehen  moss. 

Setzen  wir  in  diesem  Ausdruck  für  M  den  Wert  N—  n,  so  er- 
halten wir  nach  einigen  BedacÜonen  das  Besoltat: 

II)  N^2n+1, 

welebes  sieb  nadi  Einfttbrang  von  Jf  auch  in  der  folgenden  Form 
icbreiben 

ni)  ./>^ 

and  in  den  zwei  gegenüber  stehenden  Sätzen  aussprechen  lässt: 

„Sine  der  Regelfliebe  ^  nmechriebene  RaamenrTe, 
welche  die  Ürzengenden  sn  »pnnktigen  Seeanten  hat, 
ist  mindeetens  von  der  Ordnnng  2a+1')>*' 

„Eine  auf  der  Regel  fläche   0*  licgcudc  Raum  cur  ve 
iyrter  Ordnung  hat  die  dreifache  Gerade  L  mindestens 
N4-  1 

zur  — I — pnnktigen  Seeante.^ 

Setzen  wir  in  II)  f ilr  »  die  Werte: 

« —  1,   2,   3,  4,   5,  6,   7,  8,  9  . . . 
so  ergiebt  sich  fOr  ^  die  Reihe: 

J?^3,   5,    7,   9,   11,   13,   15,   17,  19... 


1)  Vttr  die  «rwibiita  RBgeMidie  (m-flter  Ordnung  mit  «iner 

MÜMboi  G««d«ii)  ist,  wenn  «ssiV^Jf  gutlttt  wird 

„>n«(l-m)-t-»(l-iii)-2 

 w=r)  • 

wobd  auch  bi«r  N  die  OrdmmgSMhl  der  Com  und  n  di«  Ansabl  ihrer 
Sefanittpnikte  mit  einer  Bnengenden  der  ^m-I-i  beniehneti 
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aus  welcher  u.  A.  ersichtlich  ist,  dass  eine  eingeschriebene  Raum- 
curve  72*  vierter  Ordnung  die  Erzeugenden  dieser  Fläche  nie  zu  zwei- 
puuktigcu  Secauteu  haben  kauu;  daher  auf  <I>^  nur  Kaumcurvcu 
vierter  Ordnimg  und  zweiter  Art  liegen. 

Dieses  Ergebuiss  ist  übrigens  unmittelbar  klar,  nachdem  eine 
Curvc  welche  jede  Erzeugende  und  daher  auch  L  zur  zweipunk- 
tigen  Secante  hat,  sich  aus  einem  Punkte  P  von  L  durch  einen  Kegel 
Ä'^  projicirt,  der  sowohl  JL,  als  auch  die  drei  sich  in  F  schneidenden 
Erzougüudeu  zu  Doppelkautea  hat,  also  in  zwei  Kegel  zweiten  Grades 
degmerirt,  die  auf  ^  ebenso  viele  KegelBchnitte  ibdrea. 

Art.  18.  Bevor  wir  zur  Untersnchnng  der  apedeUen  BanmcnrTen 

übergehen,  haben  wir  noch  nachzuweisen,  daas  die  Formel  J)  allge- 
mein,  d.  h.  f&r  jede  ^  ehigeschriebene  Banmearre  JR^  Ntinc  Ord- 
nimg gilt. 

Dies  geschieht  am  einflAdisten  dadurch,  dass  man  Mr  die 
Zahl  der  Bestimmungsstacke  in  der  Art  des  letzten  Artikels  bestimmt 
Wir  nehmen  zu  dem  Ende  an,  wOrde  irgend  eine  Erzeugende  von 
^  in  n  Punkten  schneiden  —  wobd  nach  der  Belation  II)  immer 

<  N—  1 

die  Bedingung  n  ^  2  ^^^^  haben  muss  —  und  also  L  zur 
N — n  =  üf  ponktigen  Secante  besitzen. 

Der  der  Gurve  aus  einem  Punkte  P  von  L  umschriebene  Kegel 
&  hat  anter  dieser  Annahme  L  zur  Affochen  und  jede  drei  sich  in 
F  begegnenden  Erzeugenden  zur  n  «=  Jf  fhchen  Kante;  ist  dem- 
nach durch  die  Angabe  von: 

Z  —  J[JV(iVH-  3)  —  MiM-i- 1)  —  3(^— Jf)  (N—  Jf+  1  j  ] 

=        (M—  N)  (23f—  N) 

Kanten,  und  also      durch  ebenso  viele  Punkte  gegeben 

Dieses  Besultat  stimmt  vollkommen  mit  dem  im  letzten  Artikel 
gefundenen,  und  beweist  daher  unsere  Behauptung. 

Wir  müssen  noch  bemerken,  dass  es  keinesfalls  gleichgiltig  ist, 
ob  einige  der  gegebenen  Punkte  einfache  Punkte  der  Regelfläche  sind, 
oder  ob  sie  auf  der  dreifachen  Greraden  L  angenommen  wurden. 
Denn  wfthrend  im  ersten  Fall  der  Punkt  p  mit  aadem  «—1  Punkten 
—  die  sieh  eben&lls  nicht  auf  L  befinden  —  die  Gurve  jB'  eindeutig 


i;  Die  BewehfÜmiiig  —  welche  efaie  Wiederholvng  det  Art.  17.  wire  — 
ist  hier  nur  angedentet. 
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fixirt,  laufen  durch  die  letzteren  nnd  einen  Funkt  /'  von  L  drei 
Gnrven  genannter  Art  nnd  vir  mflkaten  lor  vollstfiadigen  Bestimninng 
von  noch  angeben,  welche  von  den  drei  Tangentialebenen  der 
Begelfiftche  im  Punkte  P  sie  bcrOhre;  nachdem  erst  diese,  als 
eine  Tangentialebeno  des  [R^  ans  einem  Funkte  von  L  nmschriebe- 
neo]  Kegels  &  diesen,  und  zwar  mit  den  andern  Punkten  fixirt 

Will  man  entscheiden  für  wie  viele  Bediuguugcu  ein  auf  L  ge- 
gebener pfacher  Punkt  Pf,  einer  Baumcurve      gilt,  so  umschreibe 
man  ans  ihm  der  Curve  den  EegeL  Dieser  ist  von  der  Ordnung 
und  hat  L  zur  Af-» fischen  Kante. 

Die  ßämmtlichen  q  Tangenten  der  Curve  7?-^'  in  müssen  in  den 
drei  Tangentenebenen  ^j,  E^,  der  RegelHäche  O*  im  bezeichneten 
Punkte  liegen;  und  wir  wollen,  um  wieder  den  allgeracinsteu  Fall  im 
Auge  zu  haben,  annehmen,  dass  sich  (i  derselben  in  E^,  v  in  und 
daher  q  —  i^—v  in  befinden.  Unter  dieser  Yoranssetzung  sind 
die  drei  in  zusammen  treffenden  Erzengenden  e,,  nnd  Ton 
^  Tiel&cfae  Kanten  Ton  K^-^  and  zwar  —  wie  eine  kurze  Ueber- 
legnng  zeigt  —  bzhw.  vom  Grade  n— ^i,  «— y  und  f 
so  dass  JT^-f  und  mitbin  auch  R^  durch  Angabe  von: 

?reiteren  Bedingungen  gegeben  sind.  Aus  welchem  Ergebuiss  erhellt, 
dass  der  p fache  Punkt: 

IV)    .  .  .i-i[t?«+2|*»+2i;«~2f,i-.2fy4.2Hi'+d 

einihehe  Daten  vertritt 

Ist  nicht  angegeben,  welche  der  Ebenen  K^^  E,,^  E^,  jtt  und  welche 
V  Tangenten  (hs  Punktes  Pq  enthalten,  das  Verhältniss  (fiivik) 
ihrer  Verteilung  jeduch  bekannt;  so  haftet  dieser  Angabe  immer  eine 
Vieldeutigkeit  im  Resultat  an.  So  genügen  z.  B.  den  besprocbenuu 
Bedingungen  sechs  Gurren  R^,  alle  diese  haben  in  JP^  einen  p  fachen 
Punkt  und  enthalten  die  «—3  einfachen  Punkte,  jede  wird  aber  in 
P^  in  Verteilung  ihrer  Tangenten  auf  E^^  E^^  Ten  den  andern 
unterschieden  sein. 

Um  dies  klarer  zu  machen,  nehmen  wir  an,  es  sei  p  =  2  und 
|ii  =»  V  =  1,  d.  h.  die  Curve  /^-^  habe  in  J\>  einen  Doppelpunkt,  dessen 
zwei  Tangenten  nicht  in  einer  in  Fq  berührenden  Ebene  iJj,  i^j, 
E^,  sondern  in  zwei  derselben  liegen. 

Aus  Formel  IV)  resultirt  für  diesen  Fall  3  =■  2,  woraus  hervor- 
gebt,  dass  deir  Doppelpunkt  P^  fttr  zwei  Bedingungen  gilt,  welche 
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jedoch  nicht  eindestig  sind,  da,  den  drei  Gombinatioiien  EtE^  B^B^ 
nnd  entsprediend  dareh  «—-3  PnnlLte  drei  Curven  geben, 
die  alle  zum  Doppelponkt  haben,  deren  jede  jedoch  ein  anderes 
der  drei  Ebenenpaare  berflhrt^). 

Allerdings  kann  anch  der  Fall  vorkommen,  dass  ein  einfacher 
auf  L  gelegener  Punkt  dner  bestimmten  Annhl  eindeutiger  Bedin- 
gungen äquivalent  ist,  doch  sind  dies  nur  Ausnahmen. 

So  ist  eine  Curvc  welche  in  einen  dreifachen  Punkt  hat, 
dessen  jode  Tangente  in  einer  andern  der  drei  Ebenen  A'j,  isj, 
liegt,  durch  Angabe  von  noch  Z—'ä  Punkten  eindeutig  gegeben; 
wfthrend  durch  Z — 6  Punkte  drei  Curven  laufen,  die  denselben 
Punkt  Pf  zum  dreifiichen  Punkt  haben,  dessen  drei  Tangenten  jedoch 
in  einer  Ebene  E  liegen. 

Art  19.  Einfacher  gestaltet  sieh  die  Bestimmung  der  Zahl  der 
Bedingungen,  welche  durch  einen  gegebenen  ^  fachen  Punkt,  der  sich 
nicht  auf  L  befindet,  vertreten  wird.   Er  liefert  n&mlich  mit  irgend 

einem  Punkte  P  von  L  verbunden  eine  Gerade  p^L,  welche  eine 

9  Dache  Kante  fOr  den  aus  P  der  Cunre  H^^  umschriebenen  Kegel 

0(0  4-1) 

ist  Diese  Kante  gilt  lllr         ■einfache  Kanten  nnd  daher  der 

9  fache  Punkt  für 

 «  2 

Punkte  der  Curve 

Jede  Tangente  t  der  Curve  in  —  nnd  überhaupt  in  irgend 
einem  Punkt  derselben  —  gibt  ein  weiteres  BestimmnngsstQck;  weil 
die  durch  sie  und  gelegte  Ebene  den  Kegel  f  ULngs  dieser 
Kante  tanghi;,  also  eine  Tangentialebene  mit  bekannter  BerOhmngs- 
kante  ist 

Ans  diesen  ErkUrangen  ist  etsicfalUch,  dass  alle  SStn,  welche 
Ober  vielfache  Kanten  nnd  flberhanpt  Aber  die  SingidaritAten  eines 
Kegels  bekannt  sind,  unmittelbar  auf  die  ^  eingeschriebene  Banm- 
cnnre  flbertragen  werden  kdmien. 

So  findet  man  durch  weiteres  Verfolgen  dieses  Vorganges  u.  A., 


1)  FOr  2^=8  erhalten  wir  dat,  auch  in  aederer  Weise  leicht  zu  bewei- 
acnde  Ergebniss,  dass  dnrcb  einen  Punkt  der  Fl&che  drei  ihr  cingcschrie» 
bene  Curven  dritter  Ordnung  gehen,  die  denaelben  Punkt  F  lon  L  cum  Doppel- 
punkt haben. 
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dass  ein  Rttckkehrpunkt  der  Corvo,  wenn  er  angegeben  ist,  für  vier, 
wenn  er  blos  als  vorhanden  angenommen  wird,  jedoch  nur  flir  iwrt 
BedingDugcn  gilt  etc. 

Auch  die  Rangzabl  r  der  Raumcurve  ß'^'  kann  man  vermittelst 
des  Kegels  Ä'\  und  zwar  seiner  Classcnzahl  r  berechnen.  Denn  es 
ist  klar ,  dass  eine  durch  die  Spitze  P  des  Kegels  A'^"^'  laufend(;  Ge- 
rade g  mindestens  von  so  vielen  Tangenten  der  Curve  J2^^'  getroffen 
wird,  als  man  durch  sie  Tangentialebenen  an  den  Kegel 
legen  kann*  Biese  Zahl  wird  aber  immer  um  die  Anzahl  jener  Tan-> 
genten  vermehrt  werden  mflssen,  welche  sich  in  der  Spitze  des  Kegels 
^  sehnten,  nnd  deren  BerQhrongspankte  ~  nachdem  sie  sich  als 
Bflckkehipankte  projidren  ~  tnm  Unterschiede  von  den  eigentlichen 
Bflckkehrpunkten  der  Corve,  deren  Bilder  eben  soldie  Punkte  sind, 
scheinbare  Rflckkehrpnnkte  genannt  werden. 

Wahrend  also  ein  wirklicher  Bttckkehrpnnkt  der  Curve  ihren  Bang 
nm  drei  vermindert  —  entsprechend  der  Terringerung  der  Olassen- 
sahl  des  Kegels  dnrch  die  durch  ihn  bedingte  Backkehrkante  — 
vemdndert  ein  scheinbarer  Bttckkehrpunkt  derselben  ihren  Bang  nur 
um  zwei,  da  seine  Tangente  immer  dnrch  die  Spitze  des  Kegels  Iftnft, 
nnd  also  g  schneidet^). 

Efaie  if  frche  Kante  dee  iT^,  mag  dieselbe  durch  einen  wvk- 
liehen  JfüMhen  Punkt  der  Curve,  oder  eine  3f punktige  durch  P 
gehende  Secante  derselben  hervorgerufen  werden,  vennindert  ihre 
Classe  um  M(M—1)  und  daher  den  Bang  der  Curve  um  ebenso  viel. 

Daraus  geht  die  Richtigkeit  des  folgenden  Satzes  nnmitteibar 
hervor: 

„Eine  der  BegelfUche  <P*  eingeschriebene  Baum- 
eurve  Nt^t  Ordnung,  welche  die  dreifache  Gerade  L  zur 

N4-  1 

— ^ — punktigen  Secante  hat,  ist  vom  Geschlechte  NuU.^ 

Besitzt  sie  "wirkliche  Doppel-  oder  vielfache  Punkte,  so  müssen 
diese  immer  auf  L  liegen,  wenn  sie  nicht  in  Curven  niederer  Ordnung 
zerfallen  soll. 

Ist  die  Spitze  P  jenes  Kegels  K^,  welchen  wir  zur  Bestimmung 
der  Rangzahl  der  Curve  R^"^  benutzen,  ein  (facher  Punkt  derselben; 


1^  Dies  tllmot  mit  der  jB«hauptung  im  Art.  19.  der  Abhdlg.  „Theorie 
dar  BegtUL  4.  GradM  mit  ete.*,  dan  der  üebergaag  diiec  Mhdnbaren  in  ehiea 
wirUichen  BflddEehvpmkft  den  Beng  um  Mn»  Tenaindeit. 
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SO  hat  mau  zu  der  iu  angegebener  Weise  gefaiid6iie&  Zilbl  r  ooch 
2^  zu  addircfl,  um  die  Rangzabl  zu  erhalteu 

Art.  20.  Da  eiue,  weuii  auch  uur  kurze  Untersuchung  der  spe- 
ddlen  Baumcurveii  den  üm&og  dieser  8<dirift  durch  die  Mannigfaltig- 
keit der  möglichen  Fälle  allziuehr  vergrössem  würde,  wollen  wir  nur 
jene,  welche  die  Eneagenden  der  Flftche  m  einpuiktigeB  8e- 
canton  haben,  kurz  berOhren.  Die  Baumcnrven  dieser  Art  haben 
Vertreter  in  allen  Ordnungen  und  erwecken  anch  deshalb  besonderes 
I Uteresse,  weil  m  ihnen  anch  die  BerfibrnngseorTen  der  Regelfliche 
gehören. 

Die  Kegelschnitte  haben  wir  su  Genttge  besprochen. 

Fflr  die  Banmcnrven  dritter  Ordnung  finden  wir  dorch  Snb- 
stitation  yon    *>"  3  in  die  fibr  alle  diese  Corven  geltende  Formel 

22V— 3-'), 

dass  sie  durch  Angabo  von  drei  Punkten  vollkommen  bestimmt  sind. 
In  dem  von  den  unendlich  vicieu  Raumcurven  dritter  Ordnung  i?**, 
welche  durch  zwei  gegebene  Punkte  p'  und  p"  laufen,  gebildeten 
Büschel  sind  auch  zwei  ebene  Curven  dritter  Ordnung  C*  (siehe 
Art  13.)  und  zwei  degenerirte  Curven.  Jede  der  letztern  wird  durch 
den  durch  den  einen  Punkt  laufenden  Kegelschnitt  C|*  und  die  dnreh 
den  Kweiten  fixirte  Erseugende  e"  gebildet 

Durch  zwei  Punkte,  von  welchen  der  eine  auf  der  dreifachen  Ge- 
raden liegt,  sind  hingegen  drei  Curveubüschel  möglich,  deren  jedes 
durch  eine  Tangentialebene  der  Fläche  im  bezeichneten  Punkt  näher 
fixirt  wird. 

Eine  auf  liegende  Raumcurve  vierter  Ordnung  hat  X  immer 
zur  dreipnnktigen  Secante,  ist  von  der  zw^ten  Art,  dem  Geschleckte 
Null  und  durch  fünf  Pankte  gegeben. 

Die  Baomcur?en  f&nfter  Ordnung  xerMea  bereiti^in  zwei  dassen 
üt^  und  J?t^  die  {der  ersten  Glasse  habeu  die  Eneugenden  su  ein- 

punktigen,  die  der  zweiten  zu  zweipunktigen  Secanten,  diese  sind 
durch  fünf  —  jene  durch  sieben  Punkte  fixirt,  and  beide  Gattungen 
sind  vom  Geschlechte  Null.  Haben  sie  vieliache  Punkte,  so  liegen 
diese  immer  auf  X>. 


1)  Entiprcehend  den  f  Taiigcnteii  der  Carvc  in  Pf.  V«gl«neh«  Art.  5. 
3)  Dictt  Fomel  findet  nwn  «m  GL  I)  in  Art  17.,  indem  man  JfaJV— I 
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Aehnlichos  gilt  von  den  Raumcurven  sechster  Ordnung.  Jene 
Gattung,  welche  die  Erzeugenden  einmal  schneidet,  ist  durch  neun 
Punkte  bestimmt  und  vom  Gcschlechte  Null;  wogegen  die  andere  mit 
jeder  Erzeugenden  zwei  Punkte  gemein  bat,  vom  zwölften  Bang  ist 
und  acht  Punte  m  ihrer  Bestimmag  erfordert  etc. 

Art  Sl.  Yfir  hetnMshten  nun  zwd  Beg^lflftchen  nnd  d^t^ 
welche  ausser  der  dreifachen  Geraden  L  einen  Kegelschnitt  C*  ge- 
mein haben,  nnd  sich  daher  noch  in  einer  Banmennre  fünfter  Ordnung 
schneiden. 

Irgend  eine  dnrch  L  gelegte  £bene  schneidet  in  einer  Er- 
zeugenden fi,  ^t*.^  oin^  solchen  r^,  bestimmt  auf  C*  den  Panktj» 
nnd  aof  X  die  swei  Tangentialpnnkte  ßi  s  (J>])  nnd  ßt  s  (£fs). 

Die  Beziehung  zwischen  diesen  Punkten  ist  3  —  3  deutig  (siehe 
Art.  17.)  und  es  wird  daher  sechsmal  geschehen,  dass  zwei  entspre- 
chende Punkte  der  durch  sie  gebildeten  Reihen  coincidiren.  In  jedem 
der  sechs  Doppelpunkte  b,  . . .      berühren  sich  beide  Flächen, 

woraus  umgekehrt  folgt,  dass  einer  dieser  Punkte,  etwa  in  den 
Schnitt  von  L  und  C*  zu  liegen  kommt,  wfthrend  die  andern  ftof 
Punkte  ~  wie  erwfthnt  dadurch  zu  ^»nde  kommen,  dass  die  in 
einer  Ebene  des  Bllschels  L  liegenden  Erzeugenden  fj  und  beider 
Flächen  sich  nicht  nur  in  dem  Punkt  p  Ton  C*  schneiden,  sondern 
auch  L  in  demselben  Punkt  (oder  hf,..)  treffen,  also  ihrer  ganzen 
Ausdehnung  nach  zusammenMen. 

Die  Cnrve  JB'  besteht  denmach  aus  fünf  Erzeugenden,  wdche  mit 
L  und  C*  den  Oesammtschnitt  beider  Begelflächen  vorstellen.  Durch 
diesen  Oesammtschnitt  kann  man  unendlich  viele,  ein  Bflschel  bil- 
dende Flächen  bezeichneter  Art  legen.  Jedes  Element  desselben 
ist  durch  Angabe  noch  eines  Punktes  fizirt 


m. 

Die  RegelMehe  mit  einer  dreifacheu  und  einer  eiufftchen 

Leitgeradeu. 

Art.  22.  Diese  Flüche  (9»*)  ist  sowohl  eine  Spedalitat  der  Fläche 
als  auch  der  —  dieser  redproken  —  Fläche  W*,  Sie  entsteht 
aus  dieser  Fläche  durch  die  Annahme,  dass  die  drei  in  einer  Ebene 
der  ehifiMhen  Leitgeraden  liegenden  Erzeugenden  dxHk  in  dnem  Punkte 
treffen  —  dessen  geometrischer  Ort  die  dreifiMshe  Gerade  ist  Be- 
dprok  specialisurt  sich  die  Fläche  1^  zu  der  Begelfläche  9*  durch 
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die  Bediuguug,  das£  die  drei  iu  eiuem  Puukt  F  der  dreifaclieu  Gö- 
raden Zr  zusammentreffendeu  Ki  zeugenden  e',  t"  nnd  e*^  In  tSmot 
Ebene  E  liegen. 

Diese  Ebene  bat  mit  gr-^  nocb  eine  Gerade  G  gemein,  in  welcher 
wir  die  einfache  Leitlinie  der  Regeltläcbo  erkennen.  Denn  irgend 
eine  andere  Ebene  ihres  Büschels  schneidet  die  ßegelfläche  noch  in 
einer  Curve  dritter  Ordnung,  welche,  weil  sie  den  Schnittpankt  P 
ihi-er  Ebene  E  mit  L  mm  dreifachen  Punkt  hat,  notwendig  ans  drei 
Geraden  c',  e",  bestehen  mius.  Diese  bestimmen  auf  G  ebenso 
viele  Punkte  —  die  BerOhrnngspunkte  S",  der  Ebene  E  — 
deren  G^osammtheit  eine  kubische  Involution*)  biUtet,  die  mit  der 
Pnnktreilie  L(P)  projectiviseh  ist  nnd  mit  ihr  9*  eraeogt 

Die  Doppdpunkte  dieser  Involution  sind  die  vier  Inflexionspnnkte 
der  Begelflftche,  ihnen  entspredien  aaf  der  dreifiichen  Geraden  die 
vier  Gnspidalpankte  etc. 

Diese  Fläche  <p^  kann  man  auch  als  das  Encengniss  des  Ebenen- 
Büschels  G{E)  und  der  diesem  projectivischen  mit  iG(B)  projectivi- 
schen  Ebenen-Involution  L{(&)  ansehen.  Die  Beziehung  zwischen 
beiden  Gebilden  ist  allgemein  ein-dreideutig  und  l&sst  sich  durch  die 
folgende  Verwandsdiaftsgleichttng  ausdrucken: 

in  welcher  t  das  Teilverhältniss  einer  Ebene  iv,  bezogen  auf  zwei  als 
fest  angenommene  Ebenen  desselben  Büschels  bedeutet,  und 

•  den  analogen  Aosdmek  fttr  eine  Ebene     von  L(^)  vorstellt. 

Nimmt  man  die  dreifache  Gerade  L  zur  ^  Axe  eines  rechtwink- 
ligen droiaxigen  Coordinatensystems  und  bezieht  man  s  auf  die 
und  (v^  Ebenen  desselben,  so  kann  man  es  in  der  Form: 

V 

nnd  das  TeUverhftttniss  t  durch  die  Gleichung: 

darstellen. 


1)  Die  Oleiehaag  dieier  lavohitioB  Uiit  sieb  In  der  Fonn: 

selinibeii,  wenn  s  and  jp  die  TellverlilltnisBe  swder  eoiyngivter  Funkle,  bewifea 
■  ßnt  xwei  alt  fix  ugenoiMiene  Furirte  lind. 
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Substituirt  man  diese  Werte  in  1),  so  resnltirt  nach  Ausführung 
der  angezeigten  Operationen: 

welche  Glcichuug  nach  Zusammenfassung  gleich  hoher  Potenzen  in 
die  folgende  übergeht: 

n).  .  .  .  Ä,«*+a,S*irH-i^M+«4|y»+«M 

Dies  ist  also  die  Gleichung]:  der  Kogeltläche  qa**  in  dreiaxigon  nor- 
malen Punktcoordinaten ,  bezogen  auf  die  dreifache  Gerade  L  als  f 
Axe;  sie  hat  zwölf  unabhängige  Coustauto,  ist  daher  durch  ebenso 
^iele  zusammengehörige  Wertegruppen  von  I,  v  und  t  oder  also  durch 
Angabe  von  zwölf  Fnnkten  bestimmt 

^ieBegelflftche  vierten  Grades  mit  einer  einfachen 
nndeiner  dreifachen  Leitgeraden  istdnrch  die  letztere 
und  zwölf  Punkte  —  oder  die  erstere  und  zwölf  Tangen- 
tenebenen vollkommen  bestimmt/* 

Dock  auch  die  Qldcknng  I)  ist  dne  analjrtische  Dantellnng  der 
Begelflfiche  sie  beweist — nachdem  sie  sieben  unabkftngige  Coef- 
fidenten  besittt,  und  diese  ans  ebenso  vielen  entsprechenden  Werten 

dw  Teil  Verhältnisse  t  und  a  berechnet  werdeu  können,  jedes  Werte- 
paar der  letzteren  aber  eine  Erzengende  der  Fläche  bedingt  —  die 
fiiehtigkeit  des  folgenden  Satzes: 

JDie  Begelflftche  9^  ist  durch  ihre  beiden  Leitgera^ 
den  und  sieben  Erzengende  (oder  Pnnkte  oder  Tangen- 
tialebenen) eindeutig  bestimmt^ 

Die  Eigenschaften  der  Fläche  (p^  ergeben  sich  alle  durch  zweck- 
mässige SpecialisiruDg  der  im  zweiten  Abschnitt  für  die  Flächen 
und  angestellten,  und  wir  wotlen  von  Ihnen  nur  die  erwähnen, 
daas  jede  BerQbmngscurve  sechster  Ordnung  die  ein&che  Ldt^ 
linie  O  in  drei  coi^irten  Punkten  B',  Bf\  der  Involution  G(B^ 
trifft;  nachdem  irgend  eine  Ebene  des  BOschels  O  die  Fläche  in  einer 
solchen  Punktgruppe  berührt.  Umgekehrt  ist  eine  jede  9^  einge- 
schriebene Baumcurve  sechster  Ordnung,  welche  die  vier  singulären' 
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Erzeugenden  in  den  Cuspidalpankteu  tangirt  und  die  einfache  Leit- 
linie in  drei  coujugirten  Punkten  der  Involution  G{B)  scbaeidot,  eine 
Berührungscurve  der  Fläche  etc. 

Es  wäre  noch  zu  bcmerkeD,  dass  die  untersuchten  Flächen  auch 
einer  Einteilung  fähig  sind,  welcher  die  Beaiität  bzhw.  Complexität 
der  Gospidalpuukte  zu  Gruude  liegt. 

Für  die  Begelfläche  (und  q^)  ist  wieder  jener  Fall  vom  be- 
sonderen Interesse,  in  welchem  zwei  Guspidalpnnkte  coinddiren,  die 

zugehörigen  singniären  Enengenden  fallen  dann  auch  zusammen  und 
bilden  eine  Schmiegungserzeugende,  welche  die  Eigenschaft  hat,  dass 

sich  längs  ihr  jeder  den  eingeschriebenen  Kegelschnitten  aus  dem 
bezeichneten  Cuspidalpunkt  uinschrieboiu-r  Kejj;el  ansclimiogt.  Für 
rf^  gehen  alle  diese  Kegol  iu  die  dem  Cuspidalpuukt  perspectiv ische 
Guspidalübeue  Uber. 


Hoppti  ü«ber  die  BesUmmut^  der  Vurven  dtirek  die  RehUion  ete.  ^7 


xvn. 

üeber  die  Bestimmuiig  der  Gurren  durch  die 

Relation  zwisclieii  Krümmungs-  und 
Torsionswinkel. 

Von 

R.  Hoppe. 


Unter  der  sppcitischon  Gleichung  einer  Curvo  oder  Curvenclasse 
habe  ich  in  meiner  Curventheorie  (T.  LVI.  p.  41.  uud  Lolirb.  d.  anal. 
Geom.,  Leizig  1880)  die  Relation  zwischea  dem  Krümmungs-  und 
Torsionswinkel 

▼entanden,  d.  h.  iwischen  denjenigen  Yariabeln,  deren  Differentiale 
9v,  B9'  die  CSontingenzwinkel  bsbw.  der  Normal-  nnd  Schmiegmigs- 
ebene  sind.  Durch  sie  ist  die  Natur  der  Gurre,  soweit  sie  Yon  der 
Lage  und  vom  Bogendement  unabhängig  besteht,  vollständig  bestimmt 
Durch  ihre  Integrationen  werden  drei  williittrliche  Constanten  ein- 
geführt, welche  die  Stellung  der  Curve  gegen  die  Coordiuatenaxen 
bestimmen.  Unabhängig  davon  lässt  sich  dann  das  Bogeuelemeut  be- 
liebig hinzufügen,  uud  3  einfache  Quadraturen  ergeben  die  Coordiuateu 
des  laufeudeu  Punktes  ciuer  specicllcu  Curvc,  die  also  rait  allen  nur 
durch  das  Bogeueleinent  unterschiedeuon  Curven  eine  Classe  bildet. 
Relationen,  welche  der  Classe  zukommen,  habe  ich  innere  Beziehungen 
genannt  Da  der  gegenwärtige  Aofsali  das  Bogenelement  nie  nsieht, 
mithin  nor  von  innem  Beadehongen  handelt,  so  kann  es  nicht  miss- 
Terstanden  werden,  wenn  statt  Cnrvendasse  einiger  Cnrve  gesagt 
wird. 
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Sind  /,  7,  //  die  Riclitungscosiuus  der  Tangoute,  /.  m,  n  die  der 
Biuormale  gegen  die  Axeu  der  x,  2,  und  bezeichnet  der  Strich  die 
Differentiation  nach  t,  so  sind  g\  h'  die  Richtungscosiuus  der 
Uauittuormalo.   Die  positiven  Kicbtungeu  seieu  so  gewählt,  dass 


h  h'  n 


=  +  1 


wird.  Durch  Diftercntiation  und  Elimination  tindet  man  leicht  eine 
lineare  Gleichung  3.  Ordnung,  oder  wenn  man  will  eine  nicht  lineare 
2.  Ordnung,  welche  eine  beliebige  der  9  Grössen  gemäss  der  spccifi- 
seben  Gleichang  bestimmt  Idi  babe  gezeigt,  dass  sich  in  ima^^Brer 
Form  aocb  eine  lineare  Oleiebnng  2.  Ordanng  geben  lAMt  Mit  Ein- 
fittbrnng  des  complexen  Winkels  f»  kann  man  nftmlieh  die  Gleichang 

zerlegen  in 

/cosH-/'tinfi  - 1  (1) 

/sin  ^i— /'cos —  il  (2) 

Differentiirt  man  beide  Oldchungen  nnd  Torbindet  sie  nach  Mnltipli- 
cation  mit  cosfi,  sin^  so  kommt: 

dfi+dr+id^sinfissO 

nnd  nach  Substitution 
erbftlt  man: 

r"^ia^r'+ir  =s  0  (4) 

Joder  LOsnng  dieser  Gleichang,  welche  ich  die  DUEsreutialgleichnng 
der  Curve  nennen  werde,  entspricht  eine  zweite  9,  welche  der  eon- 
jugirte  Wert  ist  von 

-  r'e'*  (5) 

Es  bleibt  dann  noch  tlbrig,  die  Constanteu  des  vollständigen  Integrals 
Aq-\-Br  einem  orthogonalen  System  der  9  Richtuugscosinus  gemäss 
zo  bestimmen.  Hiervon  war  an  angef.  Stelle  nur  das  Kesultat  mit- 
geteilt Nachdem  ich  im  folgenden  die  Entwickelang  nachgeholt, 
wende  idi  n^ch  »ir  Untersachwig  neuer  Fragen,  die  aksh  aa  (4) 
anschliessend 
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|.  1.  Berechnung  der  Citr?e  aus  einer  Lösung 
ihrer  Differentialgleichung. 

DüSarenlürt  man  Gl.  (5)  so  kommt: 
das  ist  nach  Gl.  (4): 

4fli'  re**  (6) 

und  nach  Sahstitation  ~«  fttr  t,  wo  r  in  r^,  in  q  abergeht,  hat 
man  mit  Zuziehung  von  (5): 

ri  =  -4ä'€»*i  r^'-fle»*  (7) 

Da  nun 

q^br  (8) 

der  Gl.  (4)  zugleich  mit  r  genügen  muss,  so  tiudt-t  man  nach  Ein- 
führung: 

dies  intogrirt  giebt: 

ir'r»c»*==— -  (constant)  (9) 
Femer  erhält  man  nach  Division  der  Gl.  (5)  durch  GL  (6): 


7  —  ^'  CIO) 

also  nach  Gl.  (3): 

Fuhrt  man  diese  Werte  in  die  wie  folgt 
geschriebene  Gl.  (1)  ein,  so  kommt: 

Kach  dieser  Differentialformel  herechnet  ist 
Durch  Division  der  Gl.  (5)  (9)  aber  erhält  man: 

T«n  LXT.  19 
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Dies  iu  vorige  Gleichung  eingeführt  giebt: 

a^-=^=  adk 

and  nach  Integration 

Da  der  letzte  Term,  sofern  rq^  variabel  und  compl»  ist,  nicht  reell 
Bein  kann,  so  folgt,  dass  C-\-iD  °-  0  ist,  also: 

Eliminirt  man  k  zwischen  den  Gl.  (8)  (9),  so  kommt: 

gr'  —  rq'  =  -  C"** 

und  nachdem  man  für  r,  r'  ihre  Worte  ans  Gl.  (6)  (5)  cingesetst  hat: 

öffi+4flV  =  f  (12) 

Da  q  einen  willkttrliefaen  eonstanten  Factor  hat,  so  kann  man  » 
fttr  a%  «1  schreiben.  Dann  wird 

(13) 

und  jener  Factor  ist  nnn  so  zu  bestimmen,  dass  gemäss  (IS) 

fifli+4flW=-2  (14) 

wird. 

Aus  dem  Weite  von  /  liuäet  man  durch  Diffiarenttation: 

/'  (16) 

Der  Wert  von  l  crgiebt  sich  aus  Gl.  (2),  welche  nach  Elimination  von 
f  geschrieben  werden  kaim: 


2-(l-/)(l-fcot«^) 


2cot^ 

das  ist  nach  Substitution  der  Werte  (14)  (13)  (11)  für  2,  1— /, 
cot  ^ :  •  . 

i  -  «-^1^  (16) 
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Die  analogen  Grössen  für  die  ^  und  z  Axe  sind  in  den  Aus- 
drücken (13)  (15)  (16)  nach  Substitution  des  allgemeinen  Integrals 
Aq-\~Br  für  q  enthalten.  Man  hat  nur  A  und  B  den  Bedingungen 
der  Orthogooalität  gemäss  zu  bestimmen,  liezeichneu  -4i,  i/j  die 
conjugirten  Werte  zu  .1,      so  ergiebt  sich  zuerst  aus  der  Bedingung 

Man  kann  daher  setzen 

dann  fällt  a  aus  allen  Formeln  lieraus,  ß  bleibt  willkürlich  und  er- 
füllt in  Bezug  auf  die  dritte  Axe  die  Bedingung: 

wenn  man  es  fOt  die  y  »  0,  für  die  is  —  —  R  setzt.  Man  hat  also 
fttr  p  und  ff  Axe: 

^  =  -^1  -  y2 

für  y  Axe 

^  -  ^1  -  2y2 

für  ff  Axe 

Daa  l^jrafem.  dar  9  Werte  gestaltet  sieh  besonders  einfach,  wenn 
inao  setzt: 

Dann  sind 

die  zwei  Specialwerte,  welche  der  Gleichung 

genfigen  mflssen,  und  man  tiudet  den  zweiten  aus  dem  ersten  mittelst 
der  Formeln: 

Der  constanto  Factor  der  Integrale  p  ist  bestimmt  durch 

««4-„j^s+»s+^s  _  2 

und  die  Tabelle  der  Werte  lautet: 

19» 
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f*  —  —  m'-j-Mjüj 

g'  =  1  —  w*  —      =  Mi^-j-r' — 1 

f»  =  Utt]  —  Wj 


I.  2.  Reelle  Elemente. 

Die  Grössen  fi  und  r  sind  als  implicitc  Coniplcxe  eingeführt;  es 
ist  aber  aus  Gl.  (4)  zu  ersehen,  dass  ihre  reellen  Elemente  eine  Re- 
lation ertülleu  müssen,  damit  ^'  reell  wird;  diese  soll  ermittelt  wer- 
den. Sei 

r^t^^iS  (17) 
und  M  nnd  N  reelL  Dann  zerfiUlt  Gl.  (4)  in  folgende  zwei: 

woraus  nach  Elimination  von  ^: 

Af'Af "+ iV'iV"-f  üf' (Af '^H- iV +  i.V/' =  0 
und  nach  Integration: 

Die  Integrationsoonstante  ist  der  willkürliche  Factor  TOn  r.  Hiernach 
IftSBt  sich  N  entwickelt  in  M  darstellen;  znr Vereinfiichnng  sei  Jedoch 

=  log(2co8x)  (18) 

dann  wird 

Damit  jede  reelle  Grösse  verti'cten  könne,  nuiss  nach  Gl.  (18)  x 
die  Werte  zwischen  0  und  K,  und  ausserdem  alle  Werte  von  0 
bis  OD  durchlaufen.  Für  die  letztem  ist  } —  x'^  positiv,  tg^x  negativ, 
also  A''  nicht  reell.  Isachdem  also  x  auf  die  reellen  Werte  von  0 

bis  R  beschränkt  ist,  mnss  weiter  ^  i  sein,  nnd  man  kann  ohne 
Absog  an  Allgemeinbidt  f&r  t  dieYariable  n  einiBhren  mit  der  Relation : 

Sin  37 

dann  wird,  wenn  man  «i  für  schreibt, 
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Ö(ö  ==  ^tgXCOSJtÖT  =  tgJCCütwÖX 

mithin  nach  Gl.  (17) 

r  =  2cosx.c"''  (19) 
woraus  nach  Di£ferentiation: 

i      ..     -V/  .-^                    C082«COS7r  —  :7r'8in2»^  .  . 
r'=<iin«c«-+«);    r"+^=s  (20) 

md  nach  Division  gemfiss  Gl.  (4): 

cot2xcos» — »' 

Sei  .  « 

=  cot2»coB»OT  2cot2xootffo« 

dann  wird 

Jetzt  ist  nach  Gl.  (5)  and  (20) 

mithin  die  zugehödge  zweite  LOsnng 

Beide  Lösungen  müssen  noch  eiuen  gemeinsamen  coustauteu  Factor 
erhalten,  welcher  der  Gl.  (14)  genügt   Da  nun  vorstehende  Werte 

-80  ist  dieser  Factor  =  y2,  and  man  hat  anzuwenden  für  x  Axe: 
^  «1  ~»y28in»e-'(4'4«);  r»2V2cos»c'^ 

Für  y  und  z  Axe  entsprechen  dem  q  die  zusammengesetzten  Lösungen : 

^^2^      cos X c»'"  —  i sin x e-^*+**> 
=  .{eosÄe*»— 8in«e-W>} 
Jetzt  sind  nach  der  Formel  (13)  die  BLchtongscosinas  der  Tangente: 

f  =  1 — qqi  ==  COS2x 

^  =  l~i(«+i»')('/i  +  i''i)  =  8in2x8in(t;;-f  2«) 
h  -  1— i(«-f  iirXgi-iirj)  =  8in2»C08(*-f2«) 

Durch  Differentiation  geht  daraas  henror: 

/'  =  —  sin2xsin  n 

^  =  cos2«Bin«sin(i^>H-2a))+cos«cos(t^4-2(a) 
Ä'  —  c08  2«Binj*008(iJ»H-2«)— «os«8in(^-|-2w) 
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uüd  nach  der  Kelatiou  l  =  gh'—hg'  folgt: 

m  =  co82i(COB  »sinC^H"^"*)       ff  co8(^+2tt) 

Hier  kaun  mau  x  uud  n  als  zwei  Variable  auseben ,  die  in  einer  die 
Curve  bestimmenden,  die  specifische  Gleichuug  vertretenden  Relation 
atehen.  Die  ttbrigen  Variabein  sind  in  ihnen  dargestellt  dnrch 

^  s  2/dxcot2xcot7c;   <o  =/ dutgucoin  (21) 


J  Sin»' 


(22) 


Will  mau  anch  in  den  Functiüucu  von  /i  die  reellen  Elcmeute 
scheiden,  so  bat  man  zunächst: 

tg|^-~  =  »t«*e'«  (23) 
worana  die  ttbrigen  Functionen  leicht  folgen. 

Zu  bemerken  ist  noch,  dass  eine  Coustante  zu  tp  addirt  nur  eine 
Drehung  um  die  x  Axc  bewirkt.  Unabhängig  davon  lässt  sich  die 
Constanto  in  ^  beliebig  wählen. 


§.  3.   Curven  für  einfache  Fülle  der  specifischcn 

Gleichung. 

Im  Torans  sei  ans  der  Gnrrentbeorie  erwfthnt,  daas  die  Krttm- 
mnngsbreite  k  und  der  Torsionsbogen  tf  definirt  nnd  dnrch 

Statt  der  Formel  fttr  o  kommt  hier  nnr  vor  die  folgende: 

*+2»  -  2j  B,^-  J  ax  (24) 

Sd  znerst  n  =  0  \  dann  giebt  dieselbe,  da  x  coustaut: 

*+^"  =  äsr« 

ausserdem  ist 

^  =  tcot2K  =  ^ 

folglich 

cot2»«tgi;  2«  =  R— ik 
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Der  Wert  nssO  entspricht  also  einor  lineareB  Relation  zwischen  t, 
^\  dio  KrUtnmuugsbreite  ist  oonstant,  tf  mit  ^  proportional,  and 
die  9  Bichtnngscosinos  werden: 

/  =  8inil;  g=    eositcos«;  A=    cosisinff  \ 

/'=-0;  siuö;  A'^cosa  >  (25) 

l  aa  cosA}  m-" — sinXcosO)  m     — siniLsinff  ) 
Setzt  man  ferner 

6m2»8inn  ===  c  (coustant)  (26) 

so  findet  man: 

cos  2x 

t  =  ;  ^  =  cotw 

€ 

woraus: 

,  .      eot2>t  cos2x. 

tg*   =  tffff 

^       cos»         c  ^ 

md  in  Verbindung  jnit  GL  (26): 

C08  2x -=  >/i  -^'»8mA;   tgn  ^ -j=^   (27) 

VI  — c^cosA 

Jetet  wird  nach  GL  (24): 

2  p 

das  ist,  wenn  mau  x  uud  ji  aul  a  zurückführt  uud  iutegrirt: 

i^>  +  2«  =  arctg(ctgA)  — -  (28) 

Femer  sind,  in  A  aosgedrackt, 

Vi  —  c*  Vi  — c* 

t'^—l^ — ^BinA;  »'-^ — cosA  (29) 

ond  die  spedfische  Gleichung  wird 

(30) 

Die  9  Richtungscosinus  stellen  sich  sehr  einfach  in  A  dar.  Man 
braucht  nur  die  Worte  (27)  (2ö)  in  die  allgemeinen  Ausdrücke  ein- 
zuführen. Doch  gelangen  wir  später  auf  kürzerem  Wege  zu  diesem 
^e. 

Als  drittes  Beispiet  sei  n  constant  Dann  wird 
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^    ^  —  ootfflogflina»;        2«  »  oQftfflogtg» 
2»  ^ 
am»'  ^ 

e*t«i  s=  sin  (t  Bin  ff) 

»p-|-2a)  =  cotJrlogtg — 
sin2«  »e^* 

Sei  ferner 

Dann  findet  mau: 

^  — 2»;    ♦-I-2«  — «  =  lo!gcot| 
d  — 4m4-2R;   «gA  — 2siiiff 

worans: 

Dies  eingnfUirt  giebt: 

Ä'—    sin*  jooflv+cos^iiiiT 

*  =  — cos^gi  TO=— siüg  IcoSg  sinr-j-cosTj 

«  =  — SUHg  IcOSg  C08T  — SIBT  j 

Sei  ferner 

«  =  R— 4» 

Hier  wird 

und  die  specifisehe  Gleidraog  lautet: 
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§.  4.  Reihen  lösbarer  ftpeeifiseben  Gleicbnngen. 

Beseitende  Cnrve  einer  Gurve  «  habe  ich  eine  solche  genannt» 
deren  Tangente  rehitiv  mm  begleitenden  Axensystem  (Tangente, 
Haaptnormale,  Binormale)  von  durch  Bestimnningsgrössen  der  Ur- 
cnrvc  ausgedrückt  ist.  Gegeuwärtig  wird  nur  die  Richtung  der  Tan- 
gente der  Begleitenden  in  Betracht  kommen. 

Nächst  der  Parallelität  der  beiderseitigen  Tangenten,  welche  hier 
kein  Interesse  hat,  gab  es  zweiFftUe,  in  denen  die  specifischen  C^lei- 
changen  der  beiden  Cnrveu  in  einfacher  Beziehung  zu  einander  stehen. 
Beeeichnet  man  durch  den  Index  1  die  Zugehörigkeit  zur  Begleiten- 
den, so  war  der  erste  Fall  der,  wo  die  Ilauptnormalen  von  s  und 
gleiche  Richtungen  liatttMi ,  ihre  Tangenten  einen  constanten  Winkel 
bildeten,  so  dass,  anwendbar  auf  alle  3  Coordinatenaxen,  angenommen 
war: 

/j  =»  /'C08«4-isinai      =>  — /"sina-l-icosaj 
und  daraus  fdgte: 

=  ^cosa-j-TSinaj       =  —  ^sina-)-*^^^'''  (^) 

Der  zweite  Fall  war  der  einer  Tangente  an  «|  in  der  Eichtuug 
der  Hauptnormale  von  «,  wo  also 

/i     /'t  fi     icosA-j-Z'M'iAi  fi^  /sinA— /cosA 
gesetzt  war,  und  hervorgieng: 

Tj  -=  ff;    ^1  —  1 

Im  erstem  Falle  hiess  eine  Verdrehung  von  «  um  den  Winkel 
«.  Alle  Verdrehungen  geben  einen  Qyklns  von  Curven,  in  welchem 
dieselben  stets  verbleiben,  so  oft  man  sie  auch  um  neue  Winkel 
verdreht 

Der  letztere  Fall  ist  der  einer  Evolvente,  allgemeiner  als  diese 
nur  in  Hinsicht  auf  das  Bogeuelemcut. 

Machen  wir  hiervon  Anwendung  auf  die  Curve  linearer  Torsion, 
d.  i.,  linearer  Belation  zwischen  t  und     welche  lautet: 

^cosA — TSinl  <—  0 

so  giebt  eine  Verdreiiuug  um  a  nichts  weiter  als 

cos(A + «) — Tsin(A-|-  «)  —  0 
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also  wieder  eine  linear  tortlirto  Curvc,  insbesondere  für  a^2kR — 1 
eine  ebene  Curvo  d  =  U,  uud  für  «  =  (2^-j-l)Ii  ~k  üiue  Gerade 

FUr  die  Evolvente  hat  man  hier: 

»  A  (constant) 

Sie  ist  mithin  eben,  desgleichen  alle  Evolventen  von  Evolvcnteu. 
Verdreht  man  eine  solche,  so  wird  sie  zwar  wieder  doppelt  gekrüninit, 
bleibt  aber  stets  linearer  Torsion.  Daher  führt  selbst  die  Combi- 
nation  beider  Operationen  nicht  aus  der  Curvenclasso  heraus. 

Die  iuverse  Operation  der  Verdrehung  ist  nur  dne  Verdrehung 
um  den  negativen  Winkel 

Aus  der  Invenion  der  Belation  (34)  erhält  nuw: 

«'i  —      ^  —      »1  — /ÖTCOB*}  4>i  — y dv8in#  (35) 
/,  —  isln*— /'COB^;  ^  =  fC08^>+/'8in*i  A'==/  (36) 

Sofern  einen  wfllkfirlichen  Anfuig  hat,  stellen  diese  Gleichungen 
einen  Qyklns  von  Gurven  dar,  und  zwar  sind  sftmmtliche  nur  Ver- 
drehungen von  einander.  Ffir  linear  tordirte  Urcurve  vrhrd 

woraus  als  specilischo  Gleichung  hervorgeht: 

T^a^^jS  ^  cot'i  (constant)  (37) 

Die  hierdurch  hestimmte  Gurre  habe  ich  die  cyklisch  tordirte  ge- 
nannt Sie  stimmt  fibr  c  «  sini  flberein  mit  der  in  (30)  geftindenen^ 
Das  System  der  Bichtungscosinus  ergiebt  sich  nun  durch  Substitution 
der  Grossen  (25)  in  die  Gl.  (36);  nftmlicb: 

fi  =  —  coslsin^;  ^  —  sinisin<ysin^— cosdcos4> 

hl  ~  sinilcosasin'&-|-Bintfcos4^ 

//»sinA;  ^/sscosAshic;  /«/»cosAcostf 

—  cosAcos^;   f»i=  sinAsiuffcos-&-f~<^s<J8in^ 
ni  ==  sinAcostfcos^— sin«  sind 

Hier  ist  A  constant,  d  und  a  proportional  variabel,  nämlich 

»«(FsinA  — Ai-'aitgA  (38) 
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Die  cyklisch  tordirte  Curvo  hat  demnach  folgende  Eigentümlichkeiten. 
Sic  ble  ibt  bei  j  oder  Vordre  hu  ng  o  nveräudert.  Ihre  Haupt- 
normale  hat  cüustautc  Neiguug  gegen  eine  feste  Gerade 
(hier  die  x  Äxe),  degenerirt  aber,  sobald  sie  auf  ihr  senk- 
recht wird,  in  eine  linear  tordirte  Curve.  Ihre  Krüm- 

in  * 

mongsbreite  (Ii)  Tariirt  proportional  mit  ihrem  Tor- 
si onsbogen  Diese  Eigenschaften  lassen  sidt  leicht  flber- 
schanen,  wenn  mau  Gl.  (37)  als  Gleichung  eines  Krcisds  betrachtet, 

wo  T,  und  die  Coordinatcn,  A,  den  Cciitriwinkcl ,  (Jj  den  Bogen 
bedeutet,  und  eine  Verdrehung  den  Sinn  einer  Rotation  der  Figur  um 
den  Mittelpunkt  bat.  Die  Beziehung  znr  Urcurve  ergiebt  den  Satz: 

Die  cyklisch  tordirte  Gnrye  ist  die  Evolute  einer 
linear  tordirten  —  oder:  Die  linear  tordirte  ist  die 
Evolvente  der  cyklisch  tordirten  —  anter  Evolute  u.  s.  w. 
die  Curvendasse  verstanden,  zu  welcher  die  Evolute  gehört 

Nimmt  man  von  der  cyklisch  tordirten  Gurve  die  Evolute,  von 
dieser  wieder,  n.  s.  f.,  so  erhftlt  man  eine  Reihe  von  Gurven,  deren 
spedfische  Gleichungen  sich  recnrrent  in  der  Form  darstellen: 


Um  für  diese  Relationen  eine  Constrnction  zu  erhalten,  denke  man 

die  als  bekannt  vorausgesetzte  Relation  zwischen  t»  und  Ok,  diese  als 
ebene  Coordinaten  betrachtend,  durch  die  Curve  <fk  dargestellt.  AT 
sei  die  Axe  der  ta  ,  P  ein  Punkt  auf  (Tu  ,  N  dessen  Projection  auf 
AT.  Nun  drehe  man  die  A7'  um  N  bis  nach  A'Q,  so  dass  Winkel 
QN'T  ^  NF  wird.  Dann  biege  man  AT^  ohne  Dehnung,  so,  dass 
alle  Geraden  J\'Q  die  Richtung  der  alten  Axo  AT  bekommen.  Dann 
stellt  die  so  erhaltene  Curve  die  neue  Torsionslinie  bezüglich 
auf  die  alten  Azen  dar,  und  der  verschobene  Punkt  2i  entspricht  auf  ' 
ihr  dem  Punkte  P.  Denn  man  hat: 


und  zwar  ist  1*4-1  der  Winkel  zwischen  der  Tangente  an  6t+\  und 
der  Axe  der  n-fi. 

Der  Umstand,  dass  die  Curvenreihc  sich  nicht  rückwäi  ts  verlän- 
gern lässt,  und  Verdrehungen  ohne  Wirkung  sind,  ist  der  linearen 
Torsion  eigentttmlich.  Geht  man  z.  B.  von  der  Gurve 


aus,  so  ergiebt  sich  durch  Verdrehung  ein  Gyklus  von  Gurven: 


n^i  =fdikCos^\  Öjk+i  =  /  8t* sin ^* 


(39) 


<Hfl  =-  T*  =  AN 

l»+l  —     —  WkL  ClJiT  —  NF 


(32) 
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Hoppe:  (Jtler  die  ßenliuuHui^  tUr  Curven  durch  die 


Die  erste  iu  der  Keihe  der  Evolveateu  ist  bestimmt  darcb 

fjiss  /  ÖTCOS*—  i    I  ^- =  logtg  j4-2C082 


2 

uud  uacli  Kliiuiuatiou  vou  &  wii'd  die  specitischo  Gloicliuug: 


Die  erste  in  der  Reibe  der  Evolveuteu  geht  hervor  aus 


2 


|/l  +  48in2|         [/l+48iu^  - 


=  2arctg  "  |-log 


cos  2 


2  cos  2  sin^ 


woraus  nach  Elimination  von  ^: 

1  2-V5co8«IH>~l 

^  -  2awtgy-----^  -flog  -^^ö 


Wie  man  sieht,  hat  diese  Cnrve  die  Eigentflmlichk^t,  dass  der  Tan- 
gens ihres  Torsionswinkels  gleich  dem  Torsionswinkel 
ihrer  Erolnten^Evolute  ist.  Beide  nämlich  sind  gleich 
dem  doppelten  Sinns  des  halben  Torsionswinkeis  der 
Evolute. 

Combinirt  man  die  Verdrehungen  mit  den  Evolntenreihen,  so 
findet  man,  dass  jede  Evolute  für  sich  einen  Yerdrehnngscyklas  re- 
prftsentirt  Eine  Verschiebung  des  An&ags  der  9  nftmlich  bewhrkt 
eine  periodische  Verdrehung  der  Evolute.  Ebenso  bewirkt  eine  Ver- 
drehung der  Urcurvc  nur  eine  Verschiebung  des  Aiifaugs  der  O®,  eine 
Verschiebung  des  Anfuigs  der  ^  aber  hat  gar  keine  Wirkung  auf  die 
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Evolvente.  Die  Combination  vermag  nur  dann  andere,  näiulich  all- 
gemeinere, Curveu  liervorzAibriiif^cn,  wciiTi  die  Verdrehung  der  Evo- 
luteubilduug  vorhergebt  oder  der  Evolveuteubilduug  nachfolgt. 

Im  erstem  Falle  hätte  man  von  Gl.  (40)  auszugehen  und  die 
Evolute  nach  den  Gl.  zu  berechnen,  doch  sind  die  Integrationen 
nicht  aasfahrbar. 

Im  zweiten  FaUe  ist  ans  t^^  und  ^  die  Yerdrehnng  zn  bilden, 
also  nnr  in  61.  (42)  die  entsprechende  Snbstitation  für     nnd  ^  zu 

macheu.  Diese  Vcrallgemeinemng  geht  natürlich  in  der  {nmem 
Evolventenreihe  wieder  verloren,  wenn  sie  nicht  jedesmal  erneuert 
wird. 


§.  5.   Anwendung  anderer  Arten  Bcgleiteuder. 

Ans  der  allgemeinen  Belation  Begleitender 

A  -  (43) 
geht  dttfcfa  DHferentiation  hervor  eine  Gleichung  derselben  Form: 

und  durch  Verbindung  beider  eine  dritte: 

^h  —  ^r-i-J^^+Oif'  (45) 

Aus  den  letzten  beiden  findet  man  an i  bekannte  Weise  die  Werte  von 
Tj  und  9y  Das  Resultat  dieser  Rechnung  für  constante  B,  C 
habe  ich  in  T.  LVI.  p.  71.  aufgestellt,  nämlich: 

-»/a<n/l  — (ilsinA-f-BcosA)* 

^»  =  A^+Br  -arctg  J^^j 

Ist  die  Urcurve  lineai-er  Torsion,  mithin  k  constant,  so  wird: 

Tj  —  oVl-- (^8inA-)-^C0BA)^;        —  A'^-\-Bt+csaaL 
woraus: 

ir^acj   sin = -4siuA-j-i;cos A 

Da  hiernach  constant  ist,  so  ist  die  Begleitende  linearer  Torsion, 
und  man  hat  den  äatz: 
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Alle  Begleiteiulen  eiuor  linear  tordirteu  Curve, 
deren  Taugentialriclitung  relativ  zu  ihr  uuveruuderlich 
ist,  sind  gleicIifalU  linear  tordirt  nnd  haben  mit  ihr 
einen  gemeinsamen  Torsionsbogen. 

Als  Torsionsliiiii',  wie  in  §.  3.,  coustruirt  stellt  sich  <t  als  Gerade 
dar,  deren  Richtuugsoosiuus  gegen  die  Tangente,  Biuormale,  Ilaupt- 
normale  sinA,  cosA,  o  sind.  Nimmt  man  zu  neuen  Coordinatenaxen 
die  Tangeute,  Binormale,  liauptuormale  der  Begleitenden,  so  werden 
die  Bichtuugscosinus  derselben  Oeraden  ai 

A9inl-\-BcoBl\  Vi — Bin i -f ^cos A)« ;  0 

das  ist 

sin  A, ;    cos  Aj ;  0 

und  diese  sind  die  Rit  htuugscosiuus  der  Geraden  tf^.  Folglich  sind  ff 
und  ü'i  nicht  bloss  de:*  Länge  nach,  sondern  auch  der  Stellung  im 
Kaume  nach  identisch,  und  mau  hat  deu  Satz: 

Die  gerade  Torsionsünie  ist  fttr  alle  Begleitenden 
von  fester  relativer  Tangentialrichtung  der  Stellang  im 
Baume  nach  dieselbe. 

Wendet  man  femer  die  Gl.  (46)  auf  die  cykUsch  tordirte  Urmmre 

=  COtffy  (coust) 

aUf  wo  demnach 

T  =  Got/sinA;         ^cotycosl;  istflg^ 
ist,  und  setzt 

A  —  l'COS«;  B  —  isin«; 

so  wird     

%  =  coty/öAVl  — fc^8in«(A+a) 

=  ~ikcotyC08(i-f-a)-|-arctg[ü;'tg(A+a)J 

Demnach  stellt  sich  hier  als  ein  EUipsenbogou  dar.  Von  der 
Evolute  der  Begleitenden  ist  dies  dann  der  Bogen  der  Torsionslinie, 
doch  ist  letztere  selbst  keine  Ellipse. 

Sind  jet2t  />',  beliebige  Functionen  von  t,  o  oder  A,  so 
kann  man  auf  folgendem  Wege  zu  Ausdrücken  von  t,  ,  ähnlich 
denen  iu  (46)  gelanguu.  Die  Werte  der  eingeführten  Coefticienten 
sind: 

^,  =r-A'— <7;   Bi  =  fi'4-W;   Q  —  £?'-f  ^— 


ausserdem  bat  man: 


Cid'  Q 


B,Bi 
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Bx  J 

Diese  Summe  dreier  Quadrate  läsBt  sich  iu  die  Summe  zweier  Quadrate 
verwandeln,  etwas  vereinfaclit  durch  die  Substitution: 

A  —  008 »cos  fi  i  B—  OOS  »sin fi;  C  »  sin»  (47) 

Setzt  mau 

D  —  »'-|-cosf»— ^^'sinfft  I 


m 


80  Wird 


E  =  |i'co8»+8in»(sin^+O'008fi) 

^1  =  —  />siu  xcos  |u.  —  A'siü  jti  j 

=  —  />  sin  X  sin  4"  ^  <^08  fi   /  (49) 
Z)cos»  ^ 

ilg  —  £8in»co8fA— i:>8inft  \ 

—  £8in»8inf»-{-i>cosfi    ?  (50) 

<^  =  —  J?C08»  ' 

|S)'  =  i)'H-Ä»  (51) 


(: 


Gl.  (45)  differentürt  giebt: 

+  (A^-B^^')f'-j-  C^i&'l-f)  (52) 

Diese  Gleichung  mnss  nach  Einsetzung  der  Werte  (45)  (44)  für 
und/]  unabhängig  von     Z,  f  gelten,  die  drei  daraus  liervorgehen- 
clen  Belationen  der  Goefifidenten  aber  unter  sich  identisch  sein»,  denn 

^  ist  die  einzige  darin  enthaltene  nicht  gegebene  Grösse,  die  Ge- 
gebenen C  aber  vertrcteu  bediuguugslos  eine  mögliche  Tangcn- 
tialrichtung  der  Bcgleiteudeu.  Folglich  ist  es  gestattet,  für  /,  /,  /' 
ein  beliebiges  Wertsystem  zu  setzen.   Sei  also 

/«BginfA;  i  — —  cosfi;  /'=ü 
Dem  entsprechen  die  Werte: 

und  nach  Hultiplication  mit 
geht  GL  (52)  Uber  in 


Digitized  by  Google 


(54) 


3(M  Hoppe:  Ueber  die  Bestimmung  der  Curveu  durch  die 

—  i^2'cos|it+A'co8x(sin.u-f-^'co8  ft)] 

-=  (D* — £2)  {  —  D'—  Eii'sm  x + A  cos  »(siu  ^i-^^'  cos  /it) } 

oder 

DBE—EBD  ,     ^    ,     ^     « . 
ö#i  -»  ~  +  ^1  o  9-  -|-  Ü  ör  —  0/1  sin  H 

und  nach  Integration  erhalt  man: 

7''  (63) 

Der  letztere  Ausdruck  lüsst  sicii  auch  lolgeiidcrmasson  schreiben. 
Hau  hat: 

AB^+Bdt  =  co8H(8in/i-|-^'co8ft)it 
cotK(£ — fi'cosx)8r 

daher  ist 

Der  einfiichBte  Special&Il  ist  offenhar  £; »  0;  hier  wird 
und  zwar  ist 

siuuOT-}-co8/iiö^  Ba 
cot>c^  =  -  g^siii(A-i-/i) 

also  nach  Elimination  von  x 

^1  -  — /yei?T^?8i^XT7) 

Setzt  mau,  noch  specieller, 

df»««dtfC0B(A4-fi)  (56) 

woraus 
80  wird 

r,-A+2/i  ;       -  ~  tf  (67) 
Dies  angewandt  auf  linear  tordirte  Urcnnre  giebt: 


(65) 
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Beiatim  wmi$dwn  Krürnmungt'  und  Torsioiininnkel.  S05 
»— 2arctge"}   /4     2arctge'^  — A-f  R  (58) 

also 

*i «»  4arctge'  —  4ajrct;ge-*» 
Terdreht  man  die  Begleitende  um  einen  Recbtcn,  indem  man  setzt 

^1-  —  «»  (69) 
80  lautet  die  specifisehe  Gleidmog: 

tg^«-e'. 

das  ist  dieselbe  Gurve  wie  (32).  Hiermit  ist  diejenige  Begleitende 
gefunden,  welche  die  linear  tordirte  in  die  Curve  (32)  überführt. 
Ihre  Taugentialrichtong  relativ  zur  Urcorve  ist  nach  (50),  (wo  E^^Oy. 

ff^l^ss  — /sinfi-|-2co8fi 

und  zwar  ist  |t  bestimmt  durch  (58),  mithin 

(2— e"*)co8A-|-2e«siiiil 
sm/i  =  

(1— e*')8iiil— 2e»co8A 
^1^^-  74:^5  

Um  auch  von  der  cyklisch  tordirten  auf  die  Curve  (152)  zu  gelangen, 
braucht  man  nur  zuerst  auf  die  Evolvente  überzugehen,  welche  linear 
tordirt  ist,  und  zu  dieser  die  eben  bestimmte  Begleitende  zu  nehmen. 

Der  Annahme  (66)  steht  snr  Seite: 

8|t     datg7csin(il-f-f4)   (n  constant) 

Hier  irird 


»4«.cotn/8fiCOt(A+/*);   ^i  =  — jj^^ 

und  in  Anwendung  auf  linear  tordirte  Ureurve 

t^sss  oot»logBiu(A4-^)  =  cot;clogsin(A— '^x^^Q'*) 
woraus  nadi  Verdrehung  um  einen  Rechten  (s.  (59)): 

gi>,tg7f  _  8in(T2  8in7c) 

ttbereinstimmend  mit  der  Curve  (31).  Auch  diese  lAsst  sich  also  als 
Begleitende  einer  linear  tordirten  Corve  darstellen. 
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xvm. 

Note  über  lineare  Differential-Gleichungen. 

Von 

Simon  Spitzer. 


1. 

Unter  weleheD  Umsttoden  liBtt  sich  die  IHlfereiitial-Glfliclmiig 

/+-X'y+-%  =  0  (1) 
in  welcher  Xi  und     gegebene  Fonctionen  von  «  sind,  anf  die  Form 

i^^'^Lyy-^M{y'+Ly)  =  0  (2) 

bringen? 

Soll  die  Gleicliuno;  (1 )  auf  die  Form  (2 )  gebracht  Werden  können, 
so  mass  folgende  Gieicliuug  ideutisch  stattändeu: 

=  (y'+£y)'+Af(y'H-Xjf)  (8) 

Aus  ihr  folgt: 

y"+^y'H-^  =  ,^'+(i+ifV+(i'+2;jM)y 

und  damit  diese  identisch  stattfinde,  mass  sein: 

Ans  diesen  beiden  Gleichungen  ist  L  und  Mza  bestimnien.  Aus  der 
ersten  von  ihnen  folgt: 

i  =  (4) 
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Dies  in  die  2te  Gleicbuug  eingeführt,  gibt: 

iu|id  bieraiis  iaX  M  m  emutteln.  Zn  dem  Zwecke  setze  ich  in  die- 
aelbe 

M  =  -  (5) 
unter  s  eine  iieae  Variable  Terstaaden,  und  erlialte  sodann: 

oder  in  anderer  Form  geflchrieben: 

«"-(j!ri«)'-f-Xo«  =  ü  (6) 

Lässt  sich  hienuu  das  »  bestimmen,  so  ergibt  sich  sodann  mit- 
telst der  Gleichung  (5)  das  M,  und  mittelst  der  Gleichung  (4)  das  L. 
Ans  der  Gieichung  (3)  folgt,  wenn  man  in  selbe  fOr  M  seinen  in  (5) 

stehenden  Wert  -  dnftthrt,  und  dann  die  Gleichung  ?on  Brachen 

he freiet 

Dies  lässt  sich  auch  so  schreiben: 

unter  C  eine  willkürliche  Coustante  verstanden;  es  ist  somit  z  der 
integrirende  Factor  der  vorgelegten  linearen  Differential-Gleichung. 

Beispiel.  Es  sei  die  ?org|elegte  Gleichniig  folgende: 

y»*^xy'-\-ny  (8) 

ontei;  n  eine  ganze  positive  Ziibl  verstanden. 

Die  Gleichnng  (6),  welche  zur  Bestimmnng  des  integrirenden 
Factors  «  dient»  lautet  in  diesem  Falle  : 

«"-|-;r2'+(l-«)^-0  (9) 

Ein  particuläres  Integrale  dieser  Gleichung  ist  (siehe  meine  Vor- 
lesungen ttber  lineare  Differential-Gleichungen,  Seite  84,  Formel  140) 

z  =  a;»-i-|-i<«--l)(»— 2)«''-a+  l)(n— 2)(n-3)  (n-4)a^6 

+  8^,(«-l)(»-2)(n-3)(»-4)(»-5)(n-6)«"-'-i-  .  .  . 

ana  dieser  Beihe  ergibt  sich  leidit  das  /  und  sodann  das  L  und  das 

20* 
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Wenn  man  demnach  die  in  der  Fonn 


aufgestollto  (Tlcicliimjj:  (M)  mit  -  ih-  multiplicirt  und  integrirt,  so  er- 
hält mau  vermüge  ocr  Giüiciiuug  (7)  aachstehendes  lutegrale: 


welche  sich  auch  folgendermaBsen  schreiben  Iftast: 

y  — xy  — y  =»  0 
nachstehende  Schreibweise: 

(jf'—xy)'  =  0 

und  somit  ist 

y'— «y  —  C 

das  Integrale  der  Gleichung  (11))  auf  gleiche  Weise  gestattet  die 
Gleichung 

i^'~V-2y  =  0  (12) 

folgende  Anfschreibnng: 


Es  gestattet  somit  die  Gleichung 

(11) 


Aus  ihr  folgt: 


oder: 


(13) 


\y-  a^a+i x^+\^ 


0 


Aus  ihr  folgt: 


oder 


(«24-l)y-(y3-|-3x)a^  =  C 


n.  8.  w. 
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Unter  welchen  Umständen  lässt  sich  die  Differential-Gloichnng 

in  welcher  JT,  nnd  gegebene  Fonctionen  von  x  sind,  auf  die 
Form 

{f^Ly'+Mi,)'  =  0  (15) 

bringen  ? 

Soll  die  Gleichung  (14)  auf  dio  Form  (15)  gebracht  werden 
können,  so  mnss  folgende  Gleichung  identisch  stattfinden: 

Aus  ihr  folgt: 

v"'-^X^''^-Xty'-\-X^--y'''Ml^^ly'^ 

und  damit  diese  identisch  stattfinde,  muss  sein: 

=  z,  4-  iV 

Ans  der  ersten  dieser  Gleichungen  folgt: 

Dies  in  die  bdden  andern  Gldchnngen  snbstitnirt,  gibt: 

X^  =  M'-{-MN 
Ans  der  ersten  dieser  zwei  Gleichungen  folgt: 
M  ^  X^  —  X^'-^  N'—X^JSl-\-N* 
Dies  in  die  andere  snbstitnirt,  führt  zn  folgender  Gleichung: 

Xo  =  .Y,'—  Xi"+  N^^X^N'—  2Xi'N-\-  3NN'-{-  X^N  -  XiN»+ 
und  diese  dient  zur  Bestimmung  von  JN.  Setzen  wir 

»' 

unter  »  eine  neue  Vaiiablo  verstanden,  so  erhält  man 

oder  anders  geschrieben: 

iX^r+(X,»y---X^  =  0  (16) 
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Lässt  sich  hieraus  das  s  bestimmen,  so  ergibt  sich  sodann  aus 
der  Gleichung 

21?  —  - 

das  iV,  ferner  aus  den  beiden  Gleichungen: 

L  —  J^— ^ 

das  iL  und  das  iM: 
Aus  der  Gleichung 

folgt  sodann,  wenn  man  f&r  2f  sdnen  Wert  setit,  vaA  sodann  die 
Gleichung  Yon  Brüchen  befreiet: 

nnd  diese  lAsst  sich  auch  so  schreiben: 

fz(y'"-\-  X,y"-\-  X.y'-i-  X^)dx'^  z{y"-{-  Ly'-{-  My)  4-  0 

unter  C  eine  willkürliche  Constantc  verstanden.  Es  ist  somit  »  der 
integrirende  Factor  der  vorgelegten  Differenüal-Gleichu]^. 


Beispiel  Es  sei 
unter  n  eine  ganze  positive  Zahl  ymntanden. 


(17) 


Die  Gleichung,  welche  zur  Bestimmung  von  z  dient,  lautet  fUr 
diesen  Fall 

aw'^H-fn— 1)»  — 0 

Ein  particnläres  Integral  dieser  Gloicbimg  ist  (siehe  meine  neuen 
Studien  über  die  Integration  linearer  Differential-Gleichungen  Seite  14, 
Formel  36) 

*~  («— 1)1     3.(n— 4)1  + 3.6.(n— 7)1  ""8.6.9.(11— 10) 

Es  gestattet  somit  die  Gleichung 

!r==V+y  (13) 

welche  sich  auch  folgendermässen  schreiben  llsst: 
nachstehende  Sehreibweise: 
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und  hieraus  folgt 

—  c 

als  Integral  der  Gleichang  (18). 
Die  Gleifiliimg 

l&88t  sicfa  80  schreiben: 

Hieraus  folgt: 
oder 


und  dies  ist  das  Integral  der  Gleichung  (19). 

Die  Gleichimg 
führt  auf: 


N 

Sie  gibt  integrirt: 


2  .  .  2— «3  C 


oder  in  anderer  Form: 

«y'— 2a!y'+(2—a;3)y  =,  c 
Auf  gleiche  Weise  erhält  man  für  die  Gleichung: 

das  Intesral: 

Femer  fttr  die  Gldchnng: 

das  Integral 
n.  8.  f. 

2. 

Um  die  Gleichnng 

wo  f»  cdne  ganze  podtilye  Zahl  ist,  zu  integeren,  diiferoiitiire  ich  die- 
selbe — I»  mal  und  erhalte  hierdurch 
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a:y3-^)_2fWry(2-Ai)-|_(^«+^-.,)y(l-/i)  -  0  (2) 

Nun  BOtise  ich 

Dadurch  geht  obige  Gleicfaaiig  über  in 

sodanu  sotzo  ich 

unter  Z  eine  neue  Variable  verstandeD,  und  erhalte  hierdarch 

Das  lutegral  dieser  Gleichung  ist  (siehe  Seite  97  meiner  Vor- 
lesuDgeu  Uber  Integration  linearer  Differential-Gleichungen) 

+» 

+2 

+Ct  f  i*-v.y5rz:i|«iog[(i.»-4)y»]4-^_^^  . 

iolgUch  ist 

+2 

+2 

das  Integral  der  vorgelegten  Differential-GI^cfaimg,  unter  nnd 
i?illldlrliche  Constaote  yerstanden. 

Die  Methode,  die  ich  Torgeachlagen  habe,  vm  die  Gleichung  (1) 
zu  faitegriren,  ist  nicht  ganz  strenge.  Ich  habe  nämlich  die  vorgelegte 
Gldchnng  —  ^  mal  differentürt,  hierdurch  sollte  eigentlich  die  Glei- 
chung (2)  folgendennassen  lauten: 

Qhd  da  ich  den  2.  Tdl  der  Gleichung  (2)  gleich  Noll  setzte,  so  bleibt 
mir  nichts  anders  Übrig,  als  die  Richtigkeit  des  gefundenen  Integrales 
direct  nachzuweisen. 
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* 

Ich  werde  uuu  zeigen,  dass  der  Gleicliuog 

«V-V+w  (1) 

genttgt  wird  für 

f  2 

y  =  555=1  [«^+^     «»V«y,?^4  d»j  (3) 

Um  diesen  Nachweis  zu  führen,  entwickele  ich  den  Ausdruck 
(3)  in  eine  Reihe  und  beweise  sodann,  dass  diese  Reihe,  deren  Gon- 
vergenz  auf  den  entea  Blick  eraichtlich  ist^  der  vorgelegten  Gleichung 
genügt. 

Die  Formel  (3)  gestattet  folgende  Schreibweise: 


setzt  mau  der  Kürze  halber 

-8 


80  sieht  mau,  dass  I\  für  jeden  ungeraden  Wert  von  »  verschwindet, 
somit  geht  die  Gleichaug  (4)  Uber  in: 

und  dies  lässt  sich  auch  so  schreiben: 

r  xf^+-  ar"+*  1 

*  =  ö«/*^  r^"-''    -21  +   41  +  ^«  ür  +  •  •  J 

Beaebtet  man  nun  die  bekannte  Formel: 

Äe*        (»t  —  m)\ 

80  geht  obigea  y  aber  in: 

^     5!     *  61^  - 
oder  in  abgekflrster  Form  geschrieben: 
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11  =  03 


11=2        «!  (2n— 4)!  ^  ' 

Nun  ist  noch  das  P  za  berechneo.  Eb  ist: 

+  2 

Mau  kann  dios  auch  so  schreiben: 

2 


0 

Dies  verein&cht  sich  Dir 

und  geht  Uber  iu 

1 

Setzt  mau  nun 

«S  s  10 

so  erhUt  man 

1 

oder  kürzer: 

i^_4_j      y    1  ^^^^ 

Setzt  man  diesen  Wert  in  die  Oleiehong  (5)  nnd  Utsst  man  die 
constanten  Factoren,  welche  in  y  aoftreten,  weg,  so  erhslt  man: 


U=2 


y— .5-.         „!  (2n  — 4)!        '  («  — 1)! 


Nun  ist: 


l.a.6.7...(2»-6) 

r(n— I)  —  r(i) 


oder  auch 

Folglich  hat  mau,  wieder  mit  Hinweglassuug  coustautcr  Factorou: 
Es  gibt  daher  der  Aiisdniek 
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_+2 


In  eine  Rdhe  entwidrelt  folgende  Bdhe: 

«     (Hzli!  .  .  (it  +  2)!  3  ,  (.a-h3)!  ,  ,  (fi  +  4)! 
112!  *^"ri!2I3!     "^2!  3!  4!^^  V.V.bl'' 

nnd  diese  ist  convergent  nnd  leistet  wirklich  der  vorgelegten  Glei- 
chung Genflge.  Man  louin  y  auch  so  schreiben: 

^     1121*  ^112!  31*  ^  2!8!4! 

,  (f»+2)(^+3)(ft-t-4j  .  , 

8!  4!  5!         »--h  -  • 

und  diese  Reibe  ist  merkwürdigerweise  aacli  gültig  iUr  gauze  und 
negative  Werte  von  fi. 


3. 

Integration  der  linearen  Difliere&tial^leicSnnig 

;r(l  -  X V'+  (I  -  lx)y'+  A  y  =  ü  (1) 

Prot  Sehwarz  hat  im  75ten  Bande  von  Cr^Uo's  Journal  für  die  rcino 
nnd  angewandte  Mathematik,  Seite  326.  die  beiden  partic.  Integrale 
der  Difforential-GleichuBg  (1)  in  folgender  merkwürdigen  Form  auf- 
gestellt: 

woselbst 

in  ü  in 

ist  IKe  Bichtii^eit  dieser  particolftrea  Integrale  wurde  von  Prof. 
Cayl^  im  Qnarterly  Journal  of  pure  and  applied  Mathematics  Band 
16,  Seite  268  nachgewiesen. 

Ich  werde  mir  hier  erlauben,  gleichfalls  die  Richtigkeit  der  beiden 
von  Schwarz  gefundenen  particulären  Integrale  nachzuweisen,  und 
glaube  hierdurch  einen  Gommentar  zur  Arbeit  Caylcy's  geliefert  zu 
haben. 
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Mnltiplieirt  man  die  beiden  oben  anfgestdlten  pftrtieiilftren  Inte- 
grale mit  yd,  so  erhfilt  man  zwei  Ausdrucke,  die  offenbar  auch  parti- 
calftre  Integrale  der  Gleichung  (1)  sind,  denn  das  Mnltiplidren  von 
particnlären  Integralen  einer  redncirten  linearen  Difforential-Gleicbang 
mit  oonstanten  Zahlen  ist  geetattet«  also  kann  man  auch  schreiben : 

oder  in  anderer  Form: 

^  «.  SfY^^-öHyx—Y^—^'Wie 

Nun  ist: 

in 

d*  —  «'5"=:co860ö+»'8in6(y»  — A 
d*«  «  Ä*»  =  —  1 

folglich  hat  man: 

und  diese  beiden  particnlären  Integrale  sind  nicht  nur  einfacher,  als 

die  von  Schwarz  aufgestellten,  sondern  auch  einfacher,  als  die  von 
Cayley  au^estellten  Ausdrücke.  Gayley  gibt  nämlich  in  folgender 
Form: 

y*  —  y/"«— «^y  »±V^— «ä-j-a  yx 
unter  «  eine  imagmäre  6te  Wurzel  von  —  1  verstanden. 


Um  nun  nachzuweisen,  dass  der  Differential-Gleichung 
Genflge  geschieht  durch 


(1) 
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y:=y  V  *+y«'±v  i+^y*  (2) 

führe  ich  in  dio  heideu  Gleichungen  (1)  and  (2)  fttr  x  eine  neue 
Variable  i  ein,  mittelst  der  Substitution: 

man  erbftit  dann,  da 

,  1 

i  ?i    iL  2^ 

ist,  statt  der  Gleichung  (1)  folgende  Gleichung: 
und  dieser  soll  Genüge  geschehen  durch 

y  -  vyi+i±yiTS  (4) 


Ich  führe  uuu  iu  die  beiden  Glcicliimgcn  (3)  und  (4)  für  y  eine 
neue  Variable  z  ein,  mittelst  der  Substitution 

und  erhalte,  da  hieraus: 

y  —  y* 


8«« 


©1 

folgt,  statt  der  Oleichimg  (3)  folgende  Oleichniig: 
and  diesen  soll  Grenllge  geschehen  darch 

«  =  yA4-^±yr+Äi 

Schreibt  man  «  in  der  Form: 
so  ist: 


» 


3.18  SpiU€r:  Note  über  l/ineare  Differential- Gkichungen. 

Ferner  ist: 

Werden  diese  Werte  in  die  (]r)e|K!|u)iig  j^)  ff"ir}ftftrti  so  erhjUft  m^n; 

^^^^^^  (6) 


31 


Knn  Ist 


1-A+1«  =  0        '    ■  ' 

Werden  diese  Werte  in  die  Gl^ui^  (6)  Qingeflibrt,  so  erhält 
man  eine  identische  Gleichung.  Es  genügt  somit  der  Gleidiong  (5) 
nicht  nur  der  Wert 

sondern  nach  der  Wert 

»-.yp-y<2 

nnd  die  Richtigkeit  der  Scliwarz'ücheu  Auliüsuug  dej-  Gleichung  (1)  ist 
hierdurch  nachgewiesen. 
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Es  lässt  sich  der  Nachweis  der  Kichtigkeit  s^uch  noch  auf  andere 
Art  fuhren.   Soll  der  Gleichung 

«(i~*r4-(i-i«v+^if=o  (1). 

Genflg»  geschehen  dnrch 

y  =-  V^V^A  +  yx ±  V^l+  A  v'»  (2) 
80  mvas,  wie  wir  frtther  nachgewiesen  haben,  der  Gleichung 

Genüge  geschehen  dnrdi 

p^l^VWI±VWÜ  (4) 

Construirt  man  nun  ciuc  liueare  Differential-Gleichung 
dritter  Ordnung,  für  welche 

ist,  80  muss  diese  lineare  Biffiarential-GleiehQng  3ter  Ordnung  offen- 
bar nachstehende  drei  particolare  Integrale  haben: 

«3  -      yi—1 .  Vi— 5 

nnd  diejenige  lineare  Differeutial-Gleichung  ."Uer  Ordnung,  wokho  die 
so  eben  aufgesehriebeueu  particiilareu  Integrale  hat,  hat  auch  nach- 
stehende  drei  particuläre  Integrale: 

In  der  zweiten  Fortsetzung  meiner  Studien  über  die  Integrationen 
linearer  Differential-Gleichungen  Seite  21.  habe  ich  gezeigt,  dass,  wenn 
man  in  die  Differentiai-Gleiqhnng 

deren  particuläre  lnt(  cjrale  y/j  und  sind,  eine  neue  Variable  »  ein- 
führt, mittelst  der  Substitution 

g  = 

man  za  folgender  Gleichong  dritter  Ordnung  gelangt: 
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deren  particoläre  Integrale 

sind.  Es  ist  demnacli  die  lineare  DÜterential-Gleichiing  dritter  Oid- 
Bnng,  welche  man  erliUt,  wenn  man  in  die  Gleichung  (3) 

setzt,  folgende; 

a-Wgp-i*'gp-«gi+»'-« 

und  dieser  Gleichung  genügen  in  der  Tat  die  3  particnlären  Integrale: 

=  Vi  +  AI 

wie  sich  flnsserst  leicht  nachweisen  Iftsst 
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XiX. 


Coiisinietion  oiiiicrer  liiioarer 
Dift'erenüal-Gleichungeu  höherer  Ordnung. 


Ich  habe  in  meuien  „Stadien  Uber  die  Integration  linearer  Diffe- 
rential-Gleichwigen"  Wien  1860  das  Integral  der  linearen  DiffBrential* 
Gleichnsg 


in  welcher  7/j,  «,  ß  fuiistunti'  Zahlen  Ix'zcichiien.  derart,  dass  «  und  ß 
Vüu  eiuauder  verschieden  sind,  ieruer,  in  welchen  .1  und  B  iiositive 
ecbte  Brflche  sind,  oder  in  w<dclier  A  nnd  B  imaginäre  Zahlen  be* 
zeichnen,  die  reellen  Teile  von  A  nnd  B  aber  positive  echte  Bräche 
sind,  in  folgender  Form  gegeben: 


Von 


Simon  Spitzer. 


g«(m+x)  _ -A  flu 


Hier  bedeuten  (7,  und     willkflriiche  Constante. 


Das  in  (2)  stehende  Integral  ist  richtig, 
leicht  nachweisen,  denn  es  ist: 

TMIUT. 


und  dies  lasst  sich  äusserst 
21 


322  Spitzen  Conttruetion  eitler  UMorer 

+     (TO y o)-*(u~/3) -^[1— i?+«(»n-fx)]«/it 

und 

folglich  hat  man,  wenn  man  diese  Werlo  iu  die  Gleichung  (1)  eiu- 
ÜElhrt,  und  der  Kflrze  halber 

setzt 


«I 


+  £i(TO+a:)i-^-^ e'H«»+^)(tt-a)-^(tt—/3)-i[(m-j-«)(tt— «)(«—/») 

-l-(l-i;)(tt-/S)4-(l-^)(tt-«)]rfu 

Diese  Gleichung  läset  sieh  andi  so  schreiben: 

Pss  6i  I  e»(»»+*)  iu—uy  iu—ß)^  J 

a 

+  C,(i»4-a;)»-*-^|  ««(»»+«)(u— o)i-J^(tt— /S)i-^  |  (S) 

uud  hieraus  sieht  inuu,  dass  iu  der  Tat  die  Gleichung  (1)  iür  den  in 
(2)  aufgestellten  Wert  von  y  identisch  erfüllt  wird. 
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Ich  will  nun  aufstellou  jene  lineare  Diffcrcntial-GUnchuug  3ter 
Ordnung,  der  genügt  wird  durch  nachstehenden  Wert  von  y 

a 

y^A^^  ««(«+»>(»— aH-»(«*—/*)*"^<*«» 

+-4,  «)^-i(«-./J)*-i<fi»  (4) 

unter  ili,  ils,  ^Ig  willkürliche  Coustante  verstanden. 

Yerfolgt  man  den  früher  betretenen  Weg  und  setzt  demnach  in 
P  den  in  (4)  aufgestellten  Wert  von    so  erbalt  man: 


0 

4-^8  I  e«('«+*)(tt-«)^(tt-j3)^| 

und  weim  man  im  2tcn  Teile  dieser  Glcidiun^,'  die  Substitutionen 
u  =  u,  «  =  a,  w  =  wirklich  durchführt,  so  kommt  man  zu  der 
Gleichung: 

P«=_(^l,  +  ^,)(-«)^(-^)^ 
Difforentiirt  man  diese  Gleichung  einmal  nach  s»,  so  erhält  man: 

P'-O 

Diese  Gleichung  lässt  sich  auch  so  schreiben: 

(»i + x)y"'^-  [1  -f  -4  -f  ß  -  («  +  ^)  (m  +  x)Y 

'    ^l—a—ß-Aß~Btt  +  ttß{m']-x)]y'-]-cißyO  (6) 

und  dies  ist  die  gesuchte  DifG?rential-Gleidiung  3ter  Ordnung,  der 
genügt  vnrd  durch  den  in  (4)  aulgestellton  Wert  von  y. 


21» 
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Ich  ^ill  nun  jene  lineare  Differcntial-GleichuDg  3ter  Ordnung 

aafstelieu,  der  genügt  wird  dorcb  nachstehenden  Wert  von  y 

* 

« 

a 

Man  erhält,  den  frtther  betretenen  Weg  befolgend: 

P  «  Ä,  I  («—«)  » («  —  jS)^  I 

« 

+  B,(m  +  I  ««<•»+«)(»— «)<-«(u—/S)i-A  l 

0 

/ 

+  2?,  (m + flc)!--*-^  I  (»—  o)i-*  (»—         I  (8) 

und  wenn  man  auch  die  im  2ten  Teile  der  Gleichung  angezeigten 
Sabstitutionen  wirklich  durchfahrt: 

i>=  -(i/,+i;3)(m4-*)i-i-^(-«)i-^(-iS)i-^ 

MultipUcirt  man  beide  Teile  dieser  Gleichung  mit 

80  erb&lt  man: 

Differentiirt  man  diese  Gleichung  beiderseits  einmal  nach  «,  so  er- 
hillt  man: 

und  dies  ist  die  gesuchte  lineare  Gleldiung  Ster  Ordnung,  der  ge- 
nfige geschieht  durch  den  in  (7)  aufgestellten  Wert  von  y. 

Sie  gestattet,  wie  man  sieht,  folgende  Schreibweise: 

(m4-x)i^'-|-U+Ä--l)P=0  (9) 
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Ich  will  uuii  jonc  liiuaio  Ditferoutial-Glcichuug  4ter  Orduuug 
lofstelleu,  der  genügt  wird  durch  ' 

a 


a 


(10) 


Man  erhält  hier  den  schon  so  oft  angedeuteten  Weg  befolgend: 

IMeee  GleK^ui^g  gi^t  einmal  nach  »  diftorentärt: 

p' = -  ((^  H-Ci)(l  -^-Ä)  (»H-»)-^-* 

Multiplicirt  man  beiderseits  mit  (vi-{-xy+^  und  diflforentiirt  man  dann 
die  80  erhaltene  Gleichung  wieder  nach     so  erhfilt  man: 

^[(«+«^)i+i»P']-0 
oder  in  redadrter  Gestalt: 

(m-f  a;)P"4-(^+jö)-P'  =  0  (11) 


In  dem  speciellcn  Falle,  in  welchem 

ist,  Ullis s  die  ganze  Analyse  abgeändert  werdm,  deuu  das  Integral 
der  Gloioiiung 

P=0 

*  hat  alsdann  mcht  mehr  die  in  (2)  aufstellte  Form,  Bondem  es  ist: 
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-f  C,y^  e«('«  f  •')(m— a)^-  K«— i8)'»-Uog[(m4-»)(M— «)(u— /3)]<2u  (12) 
a 

HieraoB  folgt  zmiAchst 


+  C^J^ S«(«»+«)(«— |jaog[(m-far)(tt-«)(tt— /?)] 
a 

und  dann: 
somit  ist: 

P  =  Q (tt  —  a)-!-!  (tt  —         I  (m  -f  x)  (m  —  «)  (m  —  jS) 

+  4(»-jJ)+Ä(«-«)]log[(«+a!)(i»-a)(«-iJ)] 

Dieses  F  vereinfiieht  sich  für 
ond  geht  Aber  in: 
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a 


Ci  /  ««(«»+»)  (t*  —        (tt— [(m-f  x) (t*  —  c)  (tt—  j3) 

-i-^(«-j8)+B(t.-«)]Ai 
-j-C,  /  a)^-i(tt—|5)*-i{[(i»+a)(i*-.«)(tt—^) 


und  dies  Iftast  aicli  folgendermassen  .schieben: 

ß 

/J)Äl0g[(m-fa;)(M-ß)  («— (13) 

« 

und  hieraus  sieht  man,  dass  in  der  Tat  die  Gleichung  (1)  in  dorn 
Specialfalle 

durch  den  in  (12)  angestellten  Wert  von  y  befriedigt  wird. 


Ich  will  uuu  jeuc  lineare  Differential-Gleichung  3tcr  Ordnung 
aut'stelleu,  der  genügt  wird  durch 

a 

y  ^A^f  ««(«+»>(«— «)A-i(tt-j8)«-idi» 

-|-yJo  /  e«0»+-=)(M— «)'i-i(M--/S)'ß-iriM  (U) 

»/ 

0 

■^Ä^^  e«(«+»)(ii— «)A-i  (tt— ^)*-i  log  [(«i4-a»)  (tt— «)  (tt—  /J)]<itt 

Verfolgt  man  den  so  oben  eingeschlagenen  Weg,  so  erhält  man: 

P«-(^4-^(.«)i(-/J)Ä 

und  dies  führt  einmal  diti'ercutürt  auf  die  Differential- Gleichung  3tcr 
Ordnung 

welche  wir  in  (6)  aofstellteii. 
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Ich  wQl  nim  jene  ImearoDifferential'^leidiuogS.Qrdn.conBtrai^^ 
welcher  genügt  wird  dorch 


4-Z?s,^ 6«("*+*)(«— a)^-i(u--|J)*-nog[(TO-H«5)(»— a)(tt— (15) 

/  ««(»4«)(»— a)^-i(M— /?)^-ilog[(m-j-a;)(tt— «)(m— |3)]</tt 
Den  früher  betretenen  Weg  befolgend,  erhalt  man: 

P  -  -  (Ji+Ä8)(-«H(-«»-»l0g[«/J(»+»)] 

Wird  diese  Gleichung  beiderseits  durch 

log[«/J(«-|-»)] 

dividirt  nnd  dann  differentiirt,  so  erhält  man  die  gewünschte  Diffe- 
rentüd-Gleichnng. 
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XX. 

Miscellen. 


Es  sei: 


80  ist: 


Sie  BeflItauBiuig'  der  BaBune 


1)    S—S  ^gf. 

X  x—1 


Bildet  man  von  dieser  Gleidiiuig  die  Ableitung  nach  «,  so  erhält  man: 

2)  V8'-DS^=rif-K 

9  X—1 

Setzt  mau  iu  dieser  Gleichung  für  x  der  Beiho  nach 

as— 1,  »—2,  »—8,  ...  2, 

so  ergiebt  sich 


r 

Dß 

r 

—DS 

äS— 1 

r 

r 

D8 

«-3 

r 

D8 

— jDS 

s— 8 

r 

r 

D8 

—  Z>5 

% 

1 
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Addirt  man  diese  Gleichung,  so  entsteht,  da  die  Sanimo  der  rechteD 
Seiten  * 

r-l 

rS   —  r  ist 
s 

r        r         r— 1 

D8^D8  —  riS  —  r 
s        1  s 

oder 

M  »  1 

»• 

Setzt  man     fttr  die  constante  Zahl  DS~r.  so  ist 


Hieraus  dorcli  Integration 


4)   S  — r/S  ^dsB-\-Bx. 
K  a 

r 

Da  £    0  ist,  so  ist  keine  Constante  hinzoznfflgen.  Die  Constante 

0 

B  ergiebt  sich  ans 

*■ 

5  =  1. 
1 

r 

Ans  der  Definition  von  8  folgt 

0 


Hieraus  nach  4) 


Für  «  =  1 

also 


daher 


I 

8^fxdx-^Biß 

B  nnd 
5)   S  =  ^+g. 


^.ivjiu^cd  by  Google 


MucdUau 


Hieraus 
und  somit 

Hier  aas  nach  4) 


also 


6)  f-ä+2-  +  6- 

-4  +  2  +  4+^  und 
B     0  und 


7)  S 


3 


X 


also 


Wondet  man  wiederum  No.  4)  au,  so  ergiebt  sich 

/j«5  /j*3 

=  5  +  2+  ä  +  ^*  und 

^  —  —  ^  und 

8)   f"  5"+ 2^+ 3  "30* 
Es  war  nach  No.  4) 

also  ist 

Setzt  man  für  S  semen  Wert«  so  entsteht 

r 

3 


*  t/  « 

ebenso  ergiebt  sich 

3 

21 


3! 


332  MisceUen. 

Oder  wenn  man  Binomialcoeffidenteu  einführt 

Dnrcb  wiederholte  Anwendung  des  Gesetzes  i|i  Ho.  4)  entsteht 

hieraus: 

*  t/  X  n 

„  0 

Fttr  r  s  1  erhfilt  man,  da  £1  —  «  ist 

»         t/  "  » — 1 

T  ■  •  •  l»;»i-o-l     — . . .  ^n— las. 

Da 


ist,  80  entsteht 


f  -  liifi  4-^0^"  +  (»),-^  +  . , .  (n)a+l  . .  .  ^«-1«. 

Wegen 


Fflr  «  »  1  ergiebt  sich 

Setzt  man  in  diese  Gleichung  für  n  der  Reihe  nach  1,  2,  3^  ...  so 
ergeben  sich  zor  Bestimmung  der  £  die  folgenden  Gleichungen: 
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11)  1 
1 

1 
1 


Hieraus 

n 

Wendet  man  anf  den  in  No.  9)  fdae  8  g^ebenen  Ansdrook  die 

9 

Formel 

n  n 

S  —  S  =«» 

X  »—1 

an,  so  ergiebt  sich,  da  die  Coet'ticienteu  von  x"~^,  »"—^  . .  ,  »®  gleich 
l^ull  werden,  aus  dem  CoeMdenten  von  x^: 

Subtrahirt  mau  diese  Gleichnng  von  No.  10)  nnd  dividirt  das  Be* 
snltat  dnrch  3,  bo  entsteht: 

Wegen 
ist  also 

0  —  -^i?a+  -y  i^4-J-  ^-ö<ji-  . . . 

Aus  welcher  Gleichung  sich 

^      "  , , ,  0 

einleben* 

Die  absoluten  Werte  der  Zahlen  ^i,  B,^,  nennt  man  die 

Bernoulli'schen  Zahlen. 

Ans  Gldchnng  No.  10)  ergiebt  sich  nnn,  wenn  Bj  positiv 
genommen  werden:  i 
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12)^--i  +  ^-B, — ...  -0 

«>0. 

Aus  welcher  Gleichung  sich  die  Bernoalli'schen  Zahlen  angebeOf  wenn 
man  für  n  der  Reihe  nach  2,  4,  6  . . .  setet 

Nach  der  Foimel  Ko.  9)  ist  nun 

f        +  f  4-^(~i)«+^^-Ä2«-i««"+»-«^  «>o. 

Kiel,  den  2.  November  1879. 

Ligowski. 


2. 

Coustruetionsaufgaben. 

1)  Von  einem  Dreiecke  sind  die  Längen  der  drei  Höhen  gcgeboi; 
es  ist  dasselbe  zu  constmiren. 

Lösung:  (Fi|2:.  1.)  Es  war  ABC  das  gesuchte  Dreieck j  Äj,  Aj,  /i^ 
die  gegebenen  Höhen  j  a,     c  die  zu  findenden  Seiten. 

Nun  ist: 

oder: 

aih  =  h2:hi    and  a:e  ^  h^i 

oder  auch: 

a  :  e  «"  A* :  -r — • 

Daraus  erhellt  aber,  dass  ein  Drtdeck  mit  den  Sdton  A|,  Ag, 

ähnlich  dem  zu  findenden  ist.   Daraus  ergiebt  sich  diu  Cou- 
stmction:  (Fig.  2.) 
Wenn 

MN~hi,  3£P-^h9,   MR^hfy  ist 

daher 

A  il^<2<S  <>:>  ^QC; 

wenn 

MS  =  h^    und       —  7*2 

ferner 

.  QT  senkr.  auf  JbGS;   Q7=  Q£l  »  ^  und       j|  J/zS; 
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80  ist  ACQ  das  gesuchte  Dreieck  Ji.  Als  Ilülfsinittcl,  welclie  Höhe 
auf  QT  aufgetragen  sei,  hcrücksichtige  mau,  dass  in  Folge  obiger 
Gleichungen  die  längste  Höhe  zur  kflrzesten  Seite  senkrecht  steht 

Determination:  Ein  Dreieck  ist  offenbar  nur  möglich,  wenn 

Ai+*i>^  oder  äiAb 

2)  Ein  Sehnenviereck  zu  coustruiren,  wenn  die  Längen  der  vier 
Seiton  gegeben  sind. 

LOsnng:  Sei  ABCD  ein  Sehnenviereck,  so  ist:  Fig.  3. 
wenn  o  hier  stumpf 

i>2  =  <;2-|-c5i  — 2</cco8« 
a«+&»--«i«— c«-|-(2a64-2cie)C08«  —  0 

COS«  «"  — 'o>  .  I  ,c — ; 

weiters:  * 

«           *i*4-c^ — — 
1-C08«  =  28iu--1  2(0^)— 

sin-  -  |/(^+^~  ^•+^^)  (a4-&+c— 


mithin: 
also: 


daher 
Aefanlidi  ist: 


2      r  4(a^/-j-cf0 


l+cosa-  2(ab-\-cd) 

Daher      

«      ]/___(« +^  —  c-f-  </Kä^  ö  -f  c  —  <i)    _  Wis  —  c)  (8  —  d) 

r  n*  n 

wenn 

gesetzt  wird,  und 

Lösung:  Macht  mau  die  in  Fig.  4.  gezeichnete  Construction, 
construirt  nämlich  die  obigen  Ausdrücke  z  und  n,  als  mittlere  geo- 
metrische Proportionaleu  nach  bekannter  Weise,  so  ist: 

CHB  =  ^,   wenn  BH  =  u; 

die  Construction  des  Sebnennerecks  folgt  nun  sehr  einfitch:  BSJK, 


836  MMdkn. 

3)  Beweis  der  wichtigsten  Sätze  über  den  Pantographen.  (Fig.  5.) 

Vorausgesetzt  werden  die  Details  der  Coustruction  des  Instru- 
meates;  F  wäre  der  fix  bleibende  Punkt j  G  der  geführte,  E  der 
zeicluifiiide  Stift,  beida  in  einer  Geraden  dnrcli  ABCD  ...  die 
AnfEungsstelliing  des  Pantographen;  man  lAsst  nun  etwa  den  Stift  G 
nach  O*  kommen,  welchen  Weg  beschreibt  der  zeichnende  Stift  £? 
IIa  F  fest  ist,  so  kann  D  sidi  nur  im  Kr^  K'  bewegen,  wfthrend 
C  in  die  Peripherie  eines  Kreises  K  zu  liegen  kommen  muss,  der 
mit  dem  Mittelpunkte  in  G'  und  dem  Radius  GC\  welche  Strecke  ja 
unveränderlich  ist,  beschrieben  wird.  Da  die  Y\gnr  AliCD  beständig 
wegen  der  Unveräiiderlicbkcit  der  Sciteulüugcu  ein  Rhombus  bleiben 
muss,  mithin  die  Gegenseiten  fortwährend  parallel  sind,  so  muss  D'C\ 
die  neue  Lage  von  durch  das  Aehulichkeitsccutruiu  der  Kreise 
K  und  A  '  hindui'ch  gehen.  Daun  ist,  wenn  '  dieses  Aehulichkeits- 
centrum,  ohne  noch  zu  behaupten,  dass  K'  das  verschobene  E  sei: 

E  D'  :  E'C  =  D'Fi  C  G' 

E'Zy  :  Jä'C"  —  DFi  CG 
Nun  ist  aber  ans  den  fthnlichen  ^EDF  nnd  EGd 

DFi  CG  —  EDiEC 

daher: 

E'B' :  C'E'  z=EDiEC 

also  andi: 

{E'C'—E'iy)  :  £'2>'«  {EC—ED)  :  ED 

da  nnn: 

E*C'—E'D''=  CK— ED 

sein  mnss,  ist  aneh: 

daher  E'  der  verschobene  Punkt  E  Da  nun,  wie  vorbin  erwfthnt 
E*  als  Aehnliehkeitscentrum  anf  der  Centrale  der  beiden  Kreise  K 
JT' liegen  muss,  „verbleiben  die  Punkte  E^Fy  G  auch  in  der 
neuen  (also  beliebigen  Lage)  in  einer  Geraden"  (1.  Satz). 
Daraus  folgt  EFE'  ==  GFG\  da  weiters  aus  /\EJJF c\:>  ECG  und 
^^E'D'F'COE'C'G'  folgt  EF:  E'F^  GFi  G'F,  80  ist: 

^EE'FCO^GFG' 

mithin  auch: 

EE'  II  GG'  (Scheitel-Dreieck). 
Der  zeichnende  Stift  beschreibt  einen  zum  geführten 
Stift  II  Weg.  (2.  Satz).  Da  nun  GG',  mithin  auch  BE'  beliebig 
klein  seia  kOnnen,  so  wird  auch  eine  Gurve  in  jedem  ihrer 
Elemente  in  der  Copiejlzum  Orginale  erscheinen  (nach 
obiger  Proportion  auch  ähnlich  sein)  im  Yerhftltnisse: 
EE' :  GG'  -mEFiGF  oder:  EE' :  GG'^ED :  2>C—  1 : »  (3.Satz) 
weil  beliebig  DC    n .  DE  gemacht  werden  kann. 

Gras,  April  1880.  Alfred  Hanssner. 
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XXI. 

Ueber  den  VV  äi'inezustand  der  Erde. 

Von 

A.  Hempel. 


Im  letzten  Absehnitt  des  Handbuchs  der  theoretischen  Physik 
von  Thomson  &  Tait,  Band  I.  sind  unter  dem  Titel:  „Ueber  die 
saeculare  Abkflhlnng  der  Erde**  eine  Reihe  von  Resultaten  znsammenr 
gestellt,  die,  wenngleich  anf  ziemlich  unsicheren  Grundlagen  ausbaut, 
immerhin  für  die  Geschichte  der  Erde  als  Wcltkörper  von  hohem 
Interesse  sind.  Es  ist  an  der  botreffeuden  Stelle  der  Weg,  auf  welchem 
die  Kesultate  gewonnen  sind,  nur  sehr  allgemein  anf^edeutet,  und  es 
mag  sich  dcslialh  wohl  rechtfirtigeu,  wenn  iu  Folgendem  versucht 
wird,  mit '  Benutzung  der  T  h  o  m  >  o  n'schcu  Auuahmeu  den  Wiirme- 
zustand  der  Knie  zu  ermittfin.  riiomson  geht  die  verschifdi'iieu 
Hypothesen  durch,  die  üher  die  Erdwärme  aulgestellt  sind,  und  bleiht 
schliesslich  bei  der  von  Leibuitz  gegebenen  Theorie  stehen,  nach 
welcher  die  Erde  früher  ein  glühender  flQssiger  Körper  gewesen, 
ohne  zu  erklären,  wie  sie  iu  diesen  Znstand  gekommen*  Es  würden 
danach  fOr  die  heute  vorhandene  Wftrme  der  Erde  zwei  Quellen  in 
Betracht  zu  ziehen  sein:  die  Bestriüilnng  durch  die  Sonne  und  die 
in  der  Erde  von  früher  her  vorhandene  Wärme. 

Eine  Verminderung  der  Souueuwärme  ist  bisher  nicht  nach- 
gewiesen worden,  und  obgleich  wohl  kaum  zu  bezweifln,  dass  auch 
dieser  Weltkörper  im  Laufe  der  Zeit  einer  AbkOhlung  entgegengeht, 
so  soll  doch  in  Folgendem  seine  Temperatur  als  constant  angesehen 
werden.  Die  Erwärmung  der  Erde  durch  die  Sonne  muss  von  ihrer 
gegenseltigeii  Stellung  abhängig  sein,  und  es  soll  deshalb  eine  kurze 
Herleitung  der  Bew^ng  der  Erde  um  die  Sonne  gegeben  werden. 

TtU  IiX?.  ^ 
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Aus  den  allgemeinen  Glcichunc^cn  für  die  Bcwpgiinf?  zweier  Mas- 
sen, die  sich  nach  dem  Ncwton'schcii  (icsotz  anziehen,  folgt:  1)  dass 
die  Bewegung  des  Schwerpunkts  beider  eine  gleichförmige;  2)  dass 
ihre  Bahnen  in  einer  Ebene  liegen,  die  durch  den  Schwerpunkt  geht; 
3)  dass  ihre  Momente  in  Bezug  auf  den  Schwerpuukt,  das  heisst  die 
Wege  ihrer  Leitstrahlen  constant  sind. 

Nimmt  man  nun  die  Ebene  der  Bahn  als  xy  P'bene,  den  Schwer- 
punkt als  Mittelpunkt  rechtwinkliger  Coordinaten,  so  reduciren  sich 
die  allgemeinen  Bewegungsgleichungen  für  irgend  eine  der  beiden 
Massen  auf: 

1)^=-^^    2)^  %l  ^)xdy^y<lx=.cdi, 

wobei  die  Beschleuuiguug  iu  der  Entfernung  1,  r  der  Abstand  der 
in  Betracht  gezogenen  Masse  vom  Goordinatenmittelpuukt,  t  die  Zeit 
und  e  dne  Ck>n8taiite. 

Aas  den  beiden  ersten  folgt: 


oder  wegen: 


2dxtfix-\-2dyd^y  xdx-\-ydy 
2dMj:^X'\-2dyd^  Or 


oder 
also 


Nun  ist 

also  geht  die  Gleichung  tiber  in: 

Drückt  man  x  nnd  y  in  Polarcoordiuateu  aus,  so  wird  3) : 
6)  r*€Up  «  eeU, 

Es  ist  nun  zu  zeigen,  dass  5)  und  6)  den  Koplcr'achcn  Gesetzen 
entsprechen.   Eliniinirt  man  t  aus  5)  und  ü),  so  wird: 
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7^  ?ft  ?t^„2 

oder  je  naclideiii      und  dr  gleiche  oder  angleiclie  Tonelclien  haben: 

ctlv  1 

<to    ±  ,  oder  fllr  -  —  » 

cdz 


cth 


'  CS 

c 


AS  —  - 
O 


Darans  folgt  aber: 


nnd  indem  man  fftr  «  den  Wert  -  wieder  einfahrt 

T 
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oder 


^ — «9  .  q:  arcoos  ± 


cob(9— w)  —  ± 


c  r 


1/  a 


C 


—  -  =±  J/  V  —  — +  ^  .C0s(<3P-u-) 

'(lT^)/v-^.c«.(.-»))  =  f 

Indem  man  noch  -  unter  das  Wurzelzeichen  bringt,  erhält  man 
als  Bahngleichnng  des  Körpers 

8)  r  (l  +  -  t^o^)  .  C08(g)  -  w)^  =r  ^. 


Der  geumetrische  Ort  eines  Punktes,  dessen  Abstände  von  einem 
festen  Punkte  (Brennpunkt)  und  einer  festen  Graden  (Directrix)  in 
einem  constanten  YerhSItniss  stehen,  ist  ein  Kegelschnitt.  Bezeichnet 
man  den  Abstand  eines  Curvenpunktes  vom  Brennpunkt  mit  r,  sein 
YerhSltniss  zu  dem  Abstände  von  der  Directrix  mit  e,  den  Abstand 
des  Brennpunktes  von  der  Directrix  mit  p,  so  ist  die  Gleichung  des 
Kegelsclmitts: 

r(l  — «C08(9 — w))  —  ep. 
Also  ist  8  die  Gleichung  eines  Kegelschnitts. 

Es  ist  nun  zu  /eigen,  dass  die  Wurzel  darin  nicht  imaginär  wer- 


den kann,  fräs  nur  mO^^ch  irAre  ÜDr 


2(1 


Nun  ist: 


oder 


r*dfp  ^  rd» 


cdt'Slrd» 


< 


rv ; 
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2tt 

also  fttr  — 


Fttr  das  Maximnm  des  Aosdracks  rechts  in  Bezog  auf    bat  man: 

oder 

uud  liir  diesen  Wert  ist 


2«4 


r'v 


also  ist  das  zweite  Gfied  unter  dem  Wnrzelzdchen  in  8)  ^  1;  die 
Wnrzd  redl. 

Die  Balm  ist  nun  eine  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel,  jouacbdem 

das  hcisst  jcuachdem 
Setzt  mau  dariu 

To  »  od;  »0  —  o 

so  wird 

nun  war 

kommt  also  der  Körper  aus  anendlicher  Entfernung  mit  der  Anfongs- 
geschwindiglieit     so  wird 

r 

die  Bahn  ist  also  eine  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel,  jonachdem  die 
Geschwindigkeit  in  einem  Punkte  ^  als  diejenige,  die  er  daselbst 

haben  würde,  wenn  er  ans  onendlicfaer  Entfenrang  mit  der  An&ngs- 
gesdiwindigkeit  o  dahin  gekommen  wftre. 

Da  es  sich  um  die  Erde  als  Planeten  handelt,  so  ist  die  Bahn 
eine  Ellipse,  uud  es  ist  mithin: 
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Nun  war 

Fttr  Maximum  und  Minimum  yon  r  wird 
also  giebt 


die  beiden  Stücke  der  grossen  Axe.  Es  wird: 

also  die  grosse  Axe 

3fi 


«)  2a  = 


2**  , 

 V 

^0 


Bezeichnet  mcan  den  Abstand  des  Ureunpunktes  vom  Mittelpunkt 
mit      80  hat  mau  für  den  Endpunkt  der  kleinen  Axe: 

und  Dir  den  Endpiudd;  der  grossen  Axe 

a-\~m  . 

a — ae-j-m — tne  »  a — me;  m     m  eingesetit  in  jS) 

y)  a(l — jM.      Ans  8)  pe 
also 

Es  war  aber 

also  c  der  doppelte  in  der  Zeiteinheit  durch  den  Leitstrahl  beschrie- 
bene Flächouraum;  bezeichnet  man  die  Umlaufszeit  mit  2\  so  ist: 


und  da 
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Eliminirt  man     ans  den  Gleichungen  5)  und  6),  so  wird: 


1*^-25  ;+ 


^: — V  ^ — V' 

und  mit  Benatzaug  von  «)  aud 

(l)=-M{c'-«)'-'«'} 

ond  daraus: 

rdr 


Setzt  man  nun 

r     «(1 — e  cos tt) ;  dr  =  a«8in»cftt ;  (r — a)*  —  a*«*(l  —  si»*») 

80  wird  .  .... 

aV-(r— a)«  —  oVsin*» 

und  mit  Benutzung  von  «) 

aMl— cco8  2i)|/^.sinit.<Ä»  - 

^  —  i  a(l  —«COS«)  1/  -  .  <l» 

l  f  JA 


und  wegen  «)  ^  =  4^« 


oesint» 
a  T* 


T 

<ft  «  ±  2^(1  —  e  COS  w)  dtt 
I  —  ^(«— «Bin«)  j  =  esinu 
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wenn  t  gerechnet  wird  von  dem  Moment  ab,  wo  u  *-  o,  also  r  ein 


27i; 


Miuimum.        ist  der  Wiukel,  den  der  Loitstrabl  bei  gleichförmiger 

Winkelges€hwindi^eit  in  der  Zeitelnhieit  beschreiben  würde.  Es  kann 
also  «  fDr  irgend  eine  Zeit  bestimmt  werden,  nnd  daraus  wiederum  r. 

In  der  Entwickolung  für  die  licwogung  der  Erde  um  die  Sonuc 
tritt  die  Exceutricitiit  als  eine  coustantc  Grösse  auf,  uud  si(3  iiiüsstc 
auch  constant  seiu,  wenn  es  sich  um  diese  beiden  Weltküri)cr  allein 
handelte-,  nun  wird  aber  in  der  Astronomie  gezeigt,  dass  sie  durch 
die  Eiuvfirkuug  anderer  Weltkürper  geändert  wird.  Le  Verrier  unter 
Anderen  hat  Formeln  zur  Berechnung  der  Excentricität  der  Erdbahn 
aufgestellt  —  Auf  Grund  dieser  Formeln  Ton  50000  zu  60000  Jahren 
berechnet  hat  James  Kroll  (dimate  and  time)  eine  graphische  Dar- 
stellung dieser  Excentridtäten  gegeben,  so  weit  sie  in  9000000  Jahren 
von  1800  aus  rttdcwärts  gerechnet  stattgefunden  haben,  und  so  weit 
sie  in  1000000  Jahren  von  1800  aus  stattfinden  werden.  Aus  dieser 
Tafel  ersieht  man,  dass  die  Excentricitäten,  die  von  einem  Maximum 
zum  anderen  Zeitabschnitte  von  mindestens  100000  Jahren  umfassen, 
höchst  unregelmässige  sind.  Die  Grenzen  aber,  zwischen  denen  die 
Excentricität  sich  ändert,  sind  von  lyo  Verrier  auf  o  und  0,07775 
festgestellt  wordt'u.  In  neuerer  Zeit  hat  der  Amerikaner  Stockwell 
mit  Berücksichtigung  des  Einflusses  des  Neptun  Berechnungen  an- 
gestellt, nach  welchen  die  Grenzwerte  u  uud  0,0693888  betragen.  Was 
aber  die  Bahnelemente  angeht,  so  hat  Laplace  bewiesen,  dass  die 
Aenderung  der  Exceutricitäteu  auf  die  mittleren  Bewegungen  und 
die  grossen  Axen  der  Planetenbahnen  keinen  Einfluss  haben. 

Es  isf  nun  die  Frage  zu  stdlen,  ob  durch  die  Yerfinderung  der 
Excentricttftt  die  Erwärmung  der  Erde  durdi  die  Sonne  wesentlich 
beeinflusst  werden  kann. 

Als  Ausgangspunkt  diene  die  Gleichung: 
1  /ö*  T 

«ft  —  (1 — «00Sm)|/  —  .dti  =  2^(1  — «cos») (&»  fttr  r  "->a(l— «cos»). 

Wfthrend  der  Zeit  dt  f&llt  anf  den  Planeten  eine  Wärmemenge, 
dt 

die  proportional  ^ ;  also  fttr  irgend  eine  Zeitdauer 
r*  a'Cl — «cos »)*         y af*t/   1  —  «  cos» 
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4 


-|-  sin«  ^  —  6  ^cos^  ^  —  »in* 


C08*- 


2 


Kan  ist  der  Abstand  des  IDttelpimktes  der  Ellipse  von  der 
Directriz  =s  - ;  der  Abstand  irgend  eines  Umfangpunktes  von  dw 

r 

Directrix,  wenn  r  der  zugehörige  Loitstrabil:  =  -.   Denkt  man  sich 

nun  über  der  grossen  Axe  als  Durchmesser  einen  Kreis  beschrieben, 
TOB  dem  Ort  des  Planeten  eine  Grade  normal  zur  grossen  Axe  bis 
zum  Durchschnitt  mit  dem  Kreise  gezogen:  denkt  man  sich  weiter 

diesen  Durchschuittspunkt  mit  dem  Mittelpunkt  verbunden,  und  be- 
zeichnet mau  den  Winkel,  den  dieser  Kreisradius  mit  der  grossen 
Axe  nach  der  Seite  des  Perihols  hin  bildet,  mit  u,  so  wird: 

r  a 

-  =  acost*   oder   r  =  a(l — ecosw). 

6  6 

Kechuct  mau  also  die  Zeit  vom  Durchgang  durch  das  Perihel 


Digitized  by  Google 


346  Ilempel:  Ueber  den  Würmezustand  der  Erde. 

aus,  SO  beträgt  die  zugeführte  Wärmoracugc  bis  zum  Durchgang  des 
Plaueton  durch  don  Endpankt  der  Ideiiieii  Axe  eine  Grösse,  die  pro- 
portional:     

bis  zum  Durcligaug  durch  deu  Eudpuukt  der  grossen  Axe: 


bis  zum  Durchgang  durch  don  2.  Endpunkt  der  kleinen  Axe: 

»ro  tg  (^^  j±|  tg      =  arc  I«  -  ^/|±| 

bis  zur  jßückkchr  zum  Anfangspunkt: 

,t«(j/[±jt«,)=,. 


arci 


Fällt  die  Sonnemveudc  mit  dem  Durcliffaiif?  der  Erde  durch  das 
Perihel  zusammen,  so  ist  für  den  l'iübliugäpuukt  cos  u  =  £  j  also 


u      l/l — e 

die  Wärmeaufnahme  vom  Durchgang  durch  das  Porihel  bis  zum 
Durchgang  durch  deu  Frühlingspuukt  ist  also  proportional 

n 

bis  zum  Ladpunkt  der  prosseo  Axe  war  sie  proportional  ^  ;  es  muss 

also  unter  der  gestellten  Voraussetzung  die  Erde  während  des  kür- 
zeren Halbjahrs  in  der  Sonnennähe  grade  so  viel  Wiirme  empfangen 
als  während  des  längeren  Halbjahrs  in  der  Sonnenferne. 

Für  den  ganzen  ümlanf  ist  die  zngefiahrte  Wftnnemenge  propor- 

2n:  /  

tioual:   ,  =: :  es  ist  aber  die  kleine  Axe  =  Va*(l— c*),  also 

Vafi(l— «*) 

die  zngeftthrte  Wärmemenge  mngekehrt  proportional  der  kleinen  Aze. 

Wächst  die  Exceutricität  von  o  zu  0,07,  so  nimmt  die  kleine  Axe 

1  1000 

im  Yerhftltniss  von  -/  =        ab  und  es  wächst  die  anf- 

997 

genommene  Wärmemenge  im  Yerhältniss  von  ^^qq*  ^^^'^  ^ 
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Erwärmung  der  Erde  nur  von  der  Sonnenwärmo  ab,  und  nimmt  man 
vom  absoluten  Nullpunkt  aus  gerechnet,  die  mittlere  Temperatur 
gleich  273'^  Celsius,  wie  es  etwa  dem  heutigen  Zustande  der  Erde 
entspricht,  die  Temperatur  des  Weltalls  aber  =  o^,  so  könnte  durch 
die  Aenderung  der  Excentricität  die  Oberflächentcmi)eratur  der  Erde 
noch  nicht  um  1*^  C.  erhöht  oder  erniedrigt  werden.  Nimmt  man 
aber  die  Temperatur  dea  Weltalls  nach  Pouillet  —  — 142**  vom  Ge- 
frierpuikt  des  Waaaera  ans  gerechnet,  so  kdimte  die  Oberflftchen-* 
temperatnr  der  Erde  um  böchBtens  0,4**  G.  Tariiren. 

Da  aber  erfahrnngsmässig  der  Einfloss  der  Oberflächentemperatur 

schon  in  sehr  geringen  Tiefen  verschwindet,  so  kann  daraus  geschlos- 
sen werden,  dass  die  Aenderung  der  Excoritricitiit  keinen  Uaterscbied 
für  den  Wärmezostand  der  Erde  im  Ganzen  herbeiführt 

Anders  yerbftlt  ei  sich  freilich  mit  dem  Wfinneziistaiid  an  der 
Obeiflädie-,  vird  hier  die  Temperatur  durchweg  um  1**  niedriger,  so 
müssten  schon  dadurch  allein  manche  Aenderungen  herbeigeffthrt 
werden;  es  mflssten  zum  Beispiel  die  Schnee-  und  Yegatationsgrenzen 
sich  verschieben.  Ebenso  könnte  durch  Aenderung  der  Excentricität 
die  Verteilung  der  Wärme  an  der  Erdoberfläche  bcoinflusst  werden 
und  nach  der  Moinuno;  von  James  Kreil  (climate  and  üme)  soll 
das  in  hohem  Maasse  der  Fall  sein. 

Es  bleibt  also  ttbrig  zn  nntersuchen,  wdcfaen  Einfluss  Yerteflnng 
und  Bewegung  der  vorhandenen  Wftrme  auf  den  Znstand  der  Erde 
ausübt  Thomson  legt  sdnen  Betrachtungen  darflber  die  Formel 


das  physikalische  Gesetz  dar,  nach  welchem  die  Warmererteilnng  in 
einem  Körper  stattfindet  Nun  sind  die  täglichen  Schwankungen  der 
Oberfläcbentemperatur  der  Erde  nur  bis  zur  Tiefe  Ton  1  Meter  be- 
merkbar, die  jährlichen  Schwankungen  aber,  die  hier  allein  in  Be- 
tracht kommen  könnten,  verschwinden  schon  in  einer  Tiefe  von  16 
bis  18  Metern;  dagegen  kann  der  Radius  der  Erde  als  unendlich 
angesehen  worden.  Nimmt  man  zunächst  noch  an,  dass  die  mittlere 
Oberflächeutemperatur  coustant  ist,  so  mag  die  Erde  als  ein  Körper 


X 


2YS 


ZU  Grunde. 


Bekanntlich  stellt  nach  Fourier  die  Differentialgleichung 
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augesehen  werden,  ilcr  auf  eiucr  Seite  von  emtir  Khono  begrenzt 
wird,  —  der  nac-li  der  anderen  Seite  sich  bis  ins  Unendliche  er- 
streckt, —  für  den  die  Temperatur  an  der  Greuzebeue  eonstant  ist 
und  filr  den  die  Temperatur  irgend  eines  Punktes  im  Inn^  allein 
von  der  Zeit  nnd  seiner  Entfernung  von  der  Grenzebene  abhängt 
Es  soll  ferner,  anf  Grnnd  der  Leibnitz'schen  Theorie,  angenonmien 
werden,  dass  zu  Anfang,  als  die  Erde  noch  ein  glohender  flttssiger 
KOrper  war,  die  Temperatur  in  allen  Teilen  dieselbe  nnd  =  v^-^-V 
gewesen  ist 

In  der  Th  om  son'sclien  Formel  bezeichnet  v  die  Temperatur 
in  irgend  ciuem  Punkte,  vq  die  Temperatur  an  der  Oberfläche,  V  die 
Anfimgstemperatar,  x  die  Tiefe  des  Punktes  unter  der  Oberfläche, 
t  die  Zeit,  h  die  Wärmeleitung,  das  heisst  diejenige  Wärmemenge, 
welche  durch  den  Querschnitt  1  bindurchfliesst,  wenn  der  Temperatur 
unterschied  pro  Längeneinheit  '«  1  und  wenn  als  Maass  diejenige 
Wärmemenge  genommen  wird,  welche  nötig  ist  um  die  Eubikdnhdt 
des  Körpers  um  1^  zu  erwärmen.  Diese  Bezeichnungen  sollen  in 
Folgendem  festgehalten  werden. 

Sucht  man  nun  eine  Function,  die  der  Bifferentiali^chung  go- 
nflgt,  und  die  nebenbei  die  Bedingung  erfüllt:  o  »  K  für  «  —  o  und 
«  »  o  f&r  s  —  o,  so  findet  man: 


oder  indem  man  für  das  erste  Integral  setzt 


und  für  das  zweite 


X 


iBr  «  »  o  wird  v 


0  und  fOr  < »  0,  wegen 
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wird  «  =-  K. 


Socht  man  andererseits  eine  Function,  die  der  Differential- 
gleiefanng  genügt  und  dabei  die  Bedingungen  erfttUt: 

»     »0  für  <  =  o ;  und  v  '=  vq  iiii  x  =^  o 
so  erhält  mau 

Danach  ist  «o  die  mittlere  Oberflfichentemperator  fOr  jede  Zeit; 
sie  soll  wie  früher  =  o  angenommen  werden. 

Indem  man  beide  addirt,  wird 

X 

eine  Fanctiou,  die  den  Bediuguugcn  genügt: 

V  s  ooH~^  für  <  =  o  und  v  =  vq  für  s  =  o. 


Offenbar  stellt  sich  Thomson  vor,  dass  die  glühende  flüssige 
Erde  sich  sehr  schnell  mit  einer  dünnen  Kruste  von  niedriger  uud 
constauter  Temperatur  bedeckt  hat,  was  sich  wohl  daraus  rechtfertigt, 
flass  aneh  heute  noch  ein  L^lüliendes  Lavafeld  sich  iis  wenigen  Tagen 
mit  einer  Schicht  überzieht,  die  es  zugänglich  macht 

Geht  man  yon  der  Formel  aus: 

B  ■ 

so  wird: 

0 

Setst  man  wie  früher: 
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80  wird: 

»  X 

**  2  Vit  2  V"« 


00  00 


2yiU  sVu 

also  schliesslich: 


and  daraus: 


Sondert  man  ans  der  Grnndformel  den  Factor  ab,  der  allein  von 
I  abhftngig  ist,  —  also: 

1  (  t^)* 

Vir        •  ) 

nnd  leitet  ihn  nach  <  ab,  so  erhält  man : 

1  Ux-k)^ 


also:  « 
Ä,      r      1  -<J+^" 

(,_A)2  L*^- 
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macht  man  die  früheren  Einsetzungen: 


so  wird; 


also  schliesslich: 

Die  aufgestellte  Formel  genügt  also  der  Diiferentialgleichuug  uud 
den  gestellten  Bedingungen. 

Bei  Anwendung  der  Formeln  ist  als  Zeiteinheit  ein  Jahr  zu 
nehmen.  V  setzt  Thomson  ==  7lXX)'^  Fahrenheit,  eine  Annahme, 
die  wohl  nicht  zu  hoch  erscheint,  wenn  man  bedenkt,  dass  die  Schmelz- 
temperatur verschiedener  Metalle  zwischen  300(3"  und  4(>X)"  l'ahren- 
heit  liegt,  dass  die  Temperatur  eiucr  in  der  Luft  brenneudeu  Wasser- 
stoff-Hamme 5866<*  Fahrenheit,  nnd  die  einer  Hydrooxygou-Flamme 
125000^  ist  (Tyndal). 

Die  Längeneinheit  ist  bei  Thomson  ein  englischer  Fuss;  den 
Coefücieuteu  k  aber  setzt  er  =  400. 

Zur  Bestimmang  des  k  benatzt  Thomson  vidjährige  Beobach- 
tungen der  periodischen  Tcmpcraturverftiideviinge&  in  Terschiedenen 
Tiefen  unter  der  Erdoberfläche.  Die  Methode  dieser  Bestimmung 
ist  von  Everett  angegeben  in  einem  Aufsatze,  der  sich  unmittelbar 
an  den  von  Thomson:  „on  the  periodical  variatious  of  Underground 
temperature''  Trans  Boy.  Soc.  Edingb.  March.  1860  —  anschliesst 
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Evcrott  geht  von  der  Formel  aus: 

v^Aq-^1\ shi  (211  ^  +      +     sin  (4« i  +  JB,^  -J-  . . . 

darin  ist  ^0  mitflere  Jahrestemperatnr;  fftr  irgend  dn  anderes 
Glied  ist  das  Maximum  oder  Minimum  ^-{-P  oder  —  P;  P  ist  also 
die  halbe  Amplitnde;  E  ist  die  Phasenverzögerung.  Die  Belhe  oon- 
▼ergirt  sehr  schnell,  so  dass  nur  die  ersten  Glieder  festgehalten  wer- 
den. P  und  E  sind  beide  von  der  Tiefe  abhängig,  in  der  beobachtet 
wird.  Setzt  man  nun  die  im  Laufe  eines  Jahres,  und  für  eine  be- 
stimmte Tiefe  durch  Beobachtung  von  v  gcfundenca  Werte  in  die 
Formel  ein,  so  kann  man  daraus  F,  E  bestimmen.  Er  weist 
dann  weiter  nach,  dass 

wobei  der  Zuwachs  der  Phasenänderuug,  Alg^w  der  logarith- 
mische  Zuwachs  der  Amplitude,  wenn  man  von  den  Beobachtungen 
in  einer  Tiefe  zu.  denen  in  einer  anderen  Tiefe  übergeht,  x  der 

Unterschied  der  beiden  Tiefen  und  -  das     in  der  Thomson'schen 

c 

Formel  ist. 

Zur  Auswertung  von  k  bcuut/t  Thomson  Beobachtungen  von 
Forbes,  die  während  mehrerer  Jahre  an  drei  verschiedenen  Stand- 
orten ausgefiahrt  worden  sind.  Es  eigiebt  sich  daraus  h  -»  235,1  im 
Sandstein;  260,5  im  Sand;  »  690,7  im  Basalt  Der  Mittelwert 
davon  ist  nahezu  400.  In  den  Beobachtungen  vonForbej  dient  der 
französische  Fuss  als  Längeneinheit;  da  aber  der  en^iscbe  Fuss  nur 
wenig  von  dem  französischen  abweicht,  so  kann  immerhin  dieser  Wert 
für  den  englischen  Fuss  als  Einheit  festgehalten  werden.  Wenn  aber 
Thomson  meint,  dass  das  k  wohl  für  alle  Tiefen  und  für  alle  Tem- 
peraturen dasselbe  sei,  so  erscheint  das  sehr  gewagt;  indessen  da 
nicht  genügende  Beobachtungen  existiren,  die  eine  nähere  Prüfung 
möglich  machen,  so  soll  400  als  allgemeiner  Wert  von  k  beibehalten 
werden. 

ICHl  ist  also  die  Wärmemenge,  welche  durch  einen  Quadratfuss 
des  Erdbodens  hindurchtiiesst,  wenn  die  Temperatnrdifferenz  fttr  jeden 
Fuss  1"  F.  beträgt  und  wenn  als  Maass  die  Wärmemenge  dient, 
welche  nötig  ist  um  einen  Cubikfuss  Gestein  um  \^  F.  zu  erwärmen. 
Nun  nimmt  nach  Thomson  die  Temperatur  für  jede  50  P'uss  Tiefe 
um  1"  F.  zu  oder  für  je  27  Meter  um  l*^  C,  was  mit  den  gewöhn- 
lichen Annahmen  übereinstimmt;  also  tiiessen  in  Wirklichkeit  durch 
jeden  Quadratfuss  8  obiger  Wärmeeinheiten. 
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Um  sich  eine  Vorstellung  von  dieser  Wärmemenge  zu  machen 
wird  es.  nötig  sein  sie  durch  die  gebräuchlichen  Maa^  auszudrucken. 

In  der  Entwicklung  der  Differentialgleichung  geht  h  ans  dem 

Ausdruck  —  hervor,  wobei  x  die  Wärmemenge,  die  durch  den  Quer- 
schnitt 1  hindurchgeht,  wenn  der  Temperaturunterschied  pro  Läng^- 
einheit  =  1,  p  die  Dichtigkeit,  c  die  specifische  Wärme,  Nimmt  man 
Grade  C.  statt  der  Grade  F.,  so  ändert  sich  der  Wert  von  k  nicht, 
da  es  sich  dabei  nur  um  das  Verliitltniss  zweier  Wärmemengen  lian- 
delt  Schreibt  mau  dauu  Meter  statt  Fuss  (1  Meter  =  3,2ö  Feugl), 

2 


80  wächst  der  Zähler  im  Verhältniss  von  1:3,28,  der  Nenner  von 

 s 

1:3,28,  nnd  da  die  Temperaturdifferenz  pro  Längeneinheit  im  Ver- 
hältniss von  1:3,28  abnimmt,  so  erhält  man  das  neue     indem  man 


das  alte  durch  3,28  dividirt,  das  giebt  k  =  37.  Es  tiiesst  also  durch 
einen  Quadratmeter  jährlich  37  mal  so  viel  Wärme  als  nötig  um 
1  Enbikmeter  Gestein  am  \^  C.  m  erwärmen.  Nimmt  man  als  BCaass 
die  Wärmemenge,  welche  nötig  ist  nm  1  Kubikmeter  Wasser  um 
1^  G.  zu  erwärmen,  so  wird: 

Ä.pc  = 

Man  erhält  also  das  k  für  die  nene  Einheit,  wenn  man  den  frühe- 
ren Wert  mit  qc  mnltiplicirt 

Nun  hat  Forbes  die  specifischen  Wärmen  der  drei  Gcsteins- 
artcn  durch  Regnault  bestimmen  lassen  und  TIiothsou  triebt  in 
seinem  Autsatze  die  zugehörigen  Producte  aus  specitischer  Wärme 
und  Dichtigkeit  an: 

=  0,5283  i  0,3006  i  0,4623 
der  Mittelwert  daraos  beträgt  0,43;  also  wird 

^  =  37.0,43  =  16. 

Die  Temperaturdifferenz  beträgt  1®  tta  je  27  Meter,  also  fliesst 

16 

dnrch  einen  Quadratmeter  ^  mal  so  viel  Wärme  als  nötig  Ist  nm 

X6000 

1  Kubikmeter  Wasser  am  1®  G.  zu  erwärmen  oder  Galerien 
—  592  oder  angefilhr  600  Galerien. 

Es  wird  in  Folgcndein  gezeigt,  dass  diese  Wärmemenge  mit  der 
Zeit  abnehmen  muss,  aber  es  ist  ancb  wobl  selbstvcrstiliidlich,  dass 
mit  fortschreitender  Abltühlung  sie  kleiner  wird,  und  es  ist  in  Folge 
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dio  Fras^o  zu  stellen,  ob  durch  Verminderung  dieser  WftrmeineDge 
die  Oberflächentemperatur  merklich  geändert  werden  kann. 

Nach  James  Kroli  (climate  and  time)  empfingt  ein  Qnadrat- 
fass  der  Erdoberfläche  bei  beständig  senkrechter  Incidenz  der  Sonnen- 
strahlen, nadi  Abzog  des  Teils,  der  durch  die  Atmosphäre  znrttck- 

gehalten  wird,  während  eines  Tages  =  12  Stunden,  eine  Wärmemenge 

äquivalent  2796767  Fusspfiiud  engl,  oder,  da  ein  Quadratmeter  nahezu 

11  Qnadratfnss  engl,  1  Meterkilogramm  =  9  Fasspfand  pro  Quadrat- 

,  2796768.11  _ 
meter  ^  ^  ^• 

Die  Wärmemenge,  die  von  der  halben  Erdoberfläche  binnen  12 
Stunden  aufgenommen  wird,  ist  dieselbe  als  diejeni^'c.  welclie  in  der- 
selben Zeit  die  Flüche  eines  grössten  Kreises  bei  senkrechter  Incidenz 
erhält.  Da  imu  ein  grösster  Kreis,  die  Erde  als  Kugel  angesehen, 
sich  zur  halben  Oberfläche  verliiilt  wie  1:2,  so  nimmt  ein  Qaadrat-' 
meter  pro  Tag  durchschnittlich  aut: 

2796768.11.1^,  ^      2796768.11.1  ^  ,  . 
 972  ^'  9.2.426- 

and  pro  Jahr 

2790768. 11. 1. Ü6Ö  _  ,   .        ,      ^  . 
 Q  2  425  Calonen  oder  etwa  1467000  Galonen. 

Davon  betragen  600  Galoiien  etwa 

Da  die  mittlere  Temperatnr  der  Erdoberflft(^e  constant  ist,  so 
mnss  äe  gerade  so  viel  Wärme  in  den  Weltraum  aasstrahlen  als  sie 
Wärme  empfängt  Fällt  ein  Teil  der  aofgenommenen  Wärmemenge 
fort,  so  mass  die  Oberflächentemperatar  bis  zn  einem  neuen  Oleich- 
gewichtszostand  sinken.  Setzt  man  die  Aasstrahlong  a  and  pro- 
portional dem  Unterschied  zwischen  der  Temperatnr  der  Erdober- 
fläche and  der  des  Woltranms ;  die  von  der  Sonne  emp&ngene  Wärme 
«,  die  aus  dem  Iur(  ron  der  Erde  zufliosscnde  =«  und  rechnet 
man  absolut  genommtMi  die  Temperatur  des  Weitrannis  =  o,  also  die 
der  Erdoberfläche     273^  C,  so  wird: 

a  es  0.273  «-f"^* 

Fiele  nun  der  Wärmetiuss  aus  dem  Innern  fort,  so  müsste  sich 
die  Temperatur  der  Erdobertiäche  um      erniedrigen;  es  würde 

<;.(273— «b)  —  « 


also 


273— X         e  «  «,« 

_  _  oder  «--^"^.273 
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und  da  e  sehr  klein  im  Verbältuiss  zu  * 

#        2^0*       würde  also  die  Temperaturerniedrigung  «Jj^^ "  C. 

das  ist  etwa  |  ^  betragen. 

Kimmt  man  aber  die  Temperatur  des  Weltraums  nach  Ponillet 
vom  gewöhnlichen  o  Pankt  ans  gerechnet       142<^,  so  wflrde  die 

142  1 

Temperaturerniedrigung  nur  gjjQ  C.  oder  ungefähr  C.  aus- 
machen. 

Der  Unterschied  also,  der  dnrch  die  fortschreitende  Ablcfllilnng 
der  iSrde  in  der  Oberflftchentemperatnr  hervorgebracht  werden  kann, 
ist  unter  allen  Umstftnden  ein  hOcbst  geringer. 


£s  bleibt  nodi  der  innere  Wfirmeznstand  der  Erde  in  Beteacht 
zn  ziehen.  Die  zugehörigen  Formeln  waren 


1)   v^v^-{-~r~J  e-'*dz 


dv  V       g  ""^ 

3>  ^  ii75*2yÄi' 


Nimmt  man  in  1)  sehr  klein,  t  sehr  gross,  so  kann  man 
ohne  grossen  Fehler  —  1  setzen;  es  wird  also 


2Vk  21^« 

Die  Temperalur  uimint  für  60  Fuss  Tiefe  um  1^  F.  zu. 

23* 
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Für  «  =  50  wird  also  v—vq  =  X  \  I  war  aber  =  7000,  /:  =  40Q, 
daher : 

i  ^  36«  10»     1225  ^ 

also  nahezu  10»,  das  heisst  es  sind  seit  dem  Zustand  der  Erde, 
welchen  Thomson  als  Ausgangspunkt  genommen,  10^  Jahre  ver- 
gangen. 

Dasselbe  Resultat  erhUt  man  aus  Gleichung  2),  wenn  man  darin 
<fo  1 

^  "°  50         da  e      wieder  =  1  wird. 

Aus  2)  ersieht  mau,  dass  für  ein  gegebenes  r,  von  der  Ober- 
liäche  aus  gerechnet,  die  zugehörige  'i'cmperaturzuuahme  der  Quadrat- 
wurzel aus  der  Zeit  umgekelirt  proportional  ist. 

Nimmt  man  »  l  und  <  «  4.10«;  16.10*;  4.10^;  10^,  so  er- 
hält mau  als  zugehörige  Temperatureu  in  1  Fuss  Tiefe  1^; 

F.,  das  heisst  4.10^  =  40000  Jahre  nach  Beginn  der  Krusten- 
bildong  betrug  die  Temperatur  in  1  Fuss  Tiefe      u.  s.  w. 

3)   ^  —  7=-r7r«  ^  —  7=»«-' 

stellt  die  Abkühlung  dar.  «e~'*  wird  ein  Maximum,  wenn  die  Ab- 
leituug 

—  «-*■(! -2««)  —  o,  also  wenn  ««  —  | 

Für  kleinere  Werte  von  ist  wegen  1  —  2s-  ^  o  die  Ableitung 
]>  o\  also  wächst  der  vorgelegte  Ausdruck  bis  zu  dem  Werte  für 

«  2  >       ^  ^  nimmt  er  wieder  ab. 

Das  Maximum  der  Abkühlung  findet  also  nicht  an  der  Ober- 
flftche  statt,  sondern  in  deijenigen  Tiefe,  für  welche 

s>-«|^->g;   also  für  »  — 20V2«  —  28y<~ 

Der  Fortschritt  des  Maxiniimis  (Un*  Abkühlung  nach  der  Tiefe 
ist  also  proportioual  der  Quadratwurzel  aus  der  Zeit 

Heut  nach  lO'  Jaliren  findet  die  grösste  Abkühlung  in  einer  Tiefe 
von  28.10^  Fuss  —  280000  Fuss  —  89000  Metern  oder  11  Meilen 
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statt.  4.10^  Jahre  nach  Anfang,  also  3.10*^  Jahre  nach  heute,  ist 
die  grösste  Abkühlung  bis  zu  einer  Tiefe  von  22  Meilen  vor- 
gedrungen. 

Es  betrügt  für  1  Jahr  die  heutige  grdsste  Abktthlmig,  das  heisst 
also  die  AbkOhlung  in  einer  Eugelschaale,  welche  sich  in  einer  Tiefe 
Ton  11  Mellen  unter  der  Oborflache  befindet: 

\2  10«.l,4.l/».2,71828     10^2.3  60000 

die  betreffende  Sebaaie  kahlt  sich  jetzt  in  einem  Jahre  um 
60000 

Was  kann  nun  die  Folge  einer  solchen  ungleichmässigen  Ab- 
kühlung sein?  Es  ist  anzuuehnion,  dnss  der  innere  Kern  der  Erdo 
heute  noch  flüssig  ist:  denn  wenn  Thomson  meint,  dass  die  Erdo 
von  Innen  heraus  erstarrt  sei,  weil  wohl  anzunehmen,  dass  die  £rd- 
massen  beim  Erstarren  sich  verdichtet  haben,  und  daas  sie  in  Folge 
dessen  gesunken  seien,  so  fibersieht  er,  dass  es  mch  nicht  um  eine, 
sondern  um  eine  Reihe  von  Fltissigkelten  handelt;  wenn  diese  sich 
nicht  vollständig  durchdrangen  oder,  um  es  anders  auszudrttcken, 
wenn  sie  sich  nicht  gegenseitig  auflösten,  so  mnssten  sie  sich  je  nach 
dem  spcciiischen  Gewichte  in  Schichten  übereinander  lagern,  und  es 
ist  in  dem  Fall  nicht  anzunehmen,  dass  beim  Erstarren  die  Verdich- 
tung gross  genug  gewesen,  um  ein  Untersinken  hervorzubringen. 
Läge  nun  die  Schicht  der  grösston  Abkühlung  innerhalb  der  Flüssig- 
keit, so  konnte  für  den  tiefer  liegenden  Kern  keinerlei  Wirkung  dar- 
aus hervorgehen ;  es  niüsste  aber  zwischen  dem  flüssigen  Kern  und 
der  festen  Schaale  ein  hohler  Kaum  entstehen,  der  um  so  grösser 
wäre,  je  näher  die  grösste  Abkühlung  der  Oberfläche  läge;  die  feste 
Schaale  erschiene  dann  als  eine  Hohlkugel,  die  bei  der  geringen 
Erfimmnng,  wenn  sie  nidit  schon  eine  hinreichende  Didce  erlangt 
hfttte,  zertrümmert  werden  mfisste;  die  einzelnen  Bmchstttcke  aber, 
da  sie  auf  einen  engeren  Baum  zusammengedrängt  würden,  mttssten 
sich  in  mannig&ltiger  Weise  übereinander  und  gegen  einander  ver- 
schieben. Lage  die  Schaale  der  grOssten  Abkühlung  innerhalb  der 
fesigewordenen  Massen,  aber  noch  in  der  Nähe  des  flüssigen  Kerns, 
so  müsste,  wegen  Incomprcssibilit<ät  des  flüssigen  Kerns  die  Schaale 
zerreissen,  und  die  Flüssigkeit  durch  die  Spalten  hindurch  gcpresst 
werden-,  —  läge  sie  weit  ab  vom  flüssigen  Kern,  so  brauchte  ein 
Zerreissen  nicht  mehr  einzutreteu.  weil  die  tieferen  festen  Schichten 
zusammengedrückt  werden  könnten;  —  in  allen  Fällen  aber  müssten 
die  oberen  Schichten  nachsinken.    Es  wäre  vielleicht  möglich  auf 


Digitized  by  Google 


858  Hempel:  Ueber  den  Wärmetustand  der  Erde. 

diesem  Wege  die  volcaniBchen  Erscheinungen  au  (jfcr  Erdoberfläche, 
ihre  Abnalmie  mit  te  Zelt,  und  die  ganze  Gon^natioii  der  Erd- 
oberfläche selber  m  eridflreii. 
Die  Abktthlnng  war  allgemein: 

Ist  a  der  mittlere  Ausdelinnngscocfticiout  der  Erdiuassen,  so  be- 
trflgt  von  0^  bis     die  Ausdehuuug  wälireud  eines  Jahres: 

aF    1    ^    r  -J^>. 

Fttr  «  »  86000  M.;       37;  <     10»  war: 

1 

m  2 

wird  «  doppelt  so  gross,  so  wird 
and  80  fort;  also  wird  im  ersten  Fall 

1/2,71877. 


r«B — 7-^  = 


im  anderen 

1 


(2.718. 

Der  Ansdmck  e  ^  nimmt  also  mit  wachsendem  ab  sehr  schnell  ab. 
Setzt  man  non  an  der  nnteren  Grenze  «i  =    so  wkd 


6 


4U 


setzt  man  an  der  oberen  Grenze  «-  r  —  dem  Badins  der  Erde, 
so  wird 


also  wird  die  Ansdehnnng  des  ganzen  Erdradins 
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Nimmt  man  nun 

a  MB 


lOOOOü 


was  etwa  der  Ausdehniuig  des  Olases  entspricht,  so  beträgt  diese 
Veridirzang 


7000  1/  37    „         1     „  , 
M.  •=-  isfs:r  Meter 


,10*  43000 


oder  da  der  Erdradius  im  Mittel  =  6367000  M.,  so  beträgt  die  Vor- 
kürzaug 

Es  mag  noch  der  Einfluss  erörtert  worden,  welchen  diese  uu- 
gleichmässigc  Contractiou  auf  die  Rotatiousgcschwiudigkeit  der  Erde 
aosflbt  Da  äussere  Krftfte  nieht  ins  Spiel  kommen,  so  msss  die 
Winkelgeschwindigkeit  dem  Trägheitsmoment  umgekehrt  proportional 
sein. 

Setzt  man  die  mittlere  Dichtigkeit  der  Erde  «1,  so  ist  ihr 
Trägheitsmoment,  wenn  man  sie  wie  froher  als  Engel  ansieht, 

Bit 

Das  Differential  dieses  Ansdracks  nach  r  ist  -^.«^.«fr;  das  ist 

also  das  Trägheitsmoment  einer  Kugelschaalc  vom  Radius  r  und  von 
der  Dicke  dr-^  mithin  das  einer  Schaaie  vom  Radius  (r — x)  und  der 

Dicke  du:  y.(r— 

darin  ist  der  erste  Factor  die  Masse,  die  bei  einer  Contraction  uu- 
veräudert  bleibt  ^  der  zweite  aber,  da  die  Contraction 

geht  über  in 

l{r  avYir^ 

Es  geht  also  das  Trägheitsmoment  der  ganzen  Erde  im  Laufe  eines 
Jahres  über  in 

und  man  erhält  somit  die  Gleichung 
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r   

wobei  (p  die  Wiiikclgcscbwiudigkcit  zu  Aafiing  des  Jahres,  99^  die  zu 
Eudc  des  Jahres  ist. 

Das  Trftgheitsmomeiit  zn  Ende  des  Jahres  ist  also: 

»» 


|y^[(r-a:)^-2aF)/^^(r-a:)»«  «l+a»F«^(r-a;)*e 


Dabei  ist 


0 

gesetzt-,  CS  ist  zwar  irülior  gezeigt,  dass  c  '♦^^  mit  wachsendem  a;  sehr 
schuoli  abuimmt,  so  dass  zum  Beispiel  f ür  a:  »  Ö6UOOO  Meter 

1 


wirdj   indessen  da  uuter  audcrcu       i  c  ^*iix  vorkommt,  uud 


r>'6.10*,  80  konnte  das  Yerfahren  bedenklich  erscheinen,  am  so 
mehr  als  das  Intervall  von  r  bis  oo»  od.  Es  möge  deshalb 


^  T»  ^  •» 


gesetzt  werden. 

Es  bleibt  dann  nur  zu  zeigen,  dass        e      tlx  verschwindend 

r 

klein  ist  Setzt  man 


so  wird 
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OD 


00       .  06 

.3 


r  r  *■ 


2  V"«  2  V"*< 

Nimmt  man  der  oberflächlichen  Sch&lzang  wegen  r    6.10^,  so  wird 

36.10- 


4tt     4.37.10*  4 
also 

2iar»e  «"-2663.10"-^;  log«  =  0,4343;  log e^so»  ^  1065,7... 
Es  ifll  also  das  betreffende  ^  <  -^^^o^~  >  ^  das  erscheint 

r 

wohl  genügend  klein,  nm  es  vemadilässigen  za  können. 


Das  gefiindene  Trftgbdtsmoment  setzt  sich  zusammen  ans  dem 

Trägheitsmoment  za  An&ng  des  Jahres  und  aas  der  Abnahme  während 

des  Jahres.  Wertet  man  die  Abuahmc  aus,  wobei  für  r  6366710, 

für  dio  anderen  Constanten  aber  die  früheren  Werte  za  nehmeu  sind, 

so  findet  man,  dass  diese  Abnahme  im  Yerhältniss  znm  nrsprttng- 

61  62 
.Uchen  Trägheitsmoment  >       und  < 

Da  das  Trägheitsmoment  der  Winkelgeschwindigkeit,  —  die 
Winkelgeschwindigkeit  aber  der  Taglänge  umgdcehrt  proportional, 
80  ergiebt  sich,  dass  die  Taglänge  in  einem  Jahre  der  Gegenwart 

um  weniger  als       Sccundcn,  und  in  SOOO  Jahren,  welcher  Zeitraum 

etwa  der  Geschichte  der  Menschheit  entspricht,  am  weniger  als 

18 

Secnnden  abgenommen  hat.  Es  erhellt  daraus,  wie  sehr  man 

berechtigt  ist  die  Umdrcbuugsgcschwindigkeit  der  Erde  als  constaiit 
anzusehen,  obgleich  doch  nit;  bezweifelt  werden  konnte,  dass  sie  im 
Laofe  der  Zeit  wachsen  muss. 
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Schliesfllich  sei  es  erlaubt  za  bemerken,  da88  die  gefandenon 
BeraHite  keinen  Anspradi  auf  UnnmstOfisUchkeit  machen  sollen,  oder 
auch,  bei  der  Unslcberlieit  der  Grundlagen  machen  können.  Immer- 
hin  gentlg^  sie,  trots  aller  Unsicherheit,  um  za  zeigen,  dass  so  lange 
die  Sonne  ans  unverAnderlich  ihre  Alles  belebenden  Strahlen  za- 
sendet,  auch  der  Oberflächenzastand  der  ESrde  im  Ganzen  als  onver- 
Snderlich  anzosehen  ist. 
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XXII. 


fiationale  »phärisclie  Dreiecke. 


Von 


Heira  Dr.  Franz  Bessell, 

FrofeMor  m  der  K^L  Hoduchvle  in  Hannornr. 


1.  Wenn  mau  sich  erlaubt  einen  Winkel  rational  zu  nennen, 
sobald  sein  Sinus  und  Cosinus  es  sind,  so  darf  mau  auch  sagcu,  ein 
Winkel  sei  rational  gleichzeitig  mit  dem  Tangens  seiner  Hälfte. 
Auch  wird  es  zu  Missverstiindnisson  kaum  Anlass  geben  können, 
wenn  man  einen  solchen  Hälften-Tangens  mit  demselben  Buchstaben 
bezeichnet,  wie  den  Winkel  selbst. 

2.  Ein  sphärisches  Dreieck  heisst  rational,  wenn  seine  sämmt- 
lichen  Seiten  und  Winkel  es  sind.  Um  dergleichen  zu  finden,  ge- 
stalten wir  die  Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie  so  um,  dass 
wir  sämmtliche  darin  auftretenden  trigononietrischen  Ftmctioaen  durch 
die  entsprechenden  Hälften-Tangenten  ersetzen. 

3.  Bezeichnen  wir  demnach  nicht  nur  die  Seiten  and  Winkel 
eines  Dreiecks,  sondern  auch  deren  Hälften-Tangenten  mit  a,  ft,  «, 
A,  Cy  80  erhalten  wir  zunächst  fttr  di^  Napierschen  GleidiiiBgen 
folgende  vier: 


Da  jede  derselben  5  Elemente  enthält  und  in  Bezug  auf  jedes  Ele- 
ment lincarisch  ist,  so  folgt  sofort,  dass  ein  spliärisches  Dreieck 
rational  ist,  sobald  irgend  4  Elemente  desselben  es  sind. 


A(B^C){b'\-e)  =  (1+5C)(J— c) 
a(l  4-Äc)  (JB—  C)  =  (&— e)  (B-f  C) 
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4.  Um  daher  beliebige  rationale  Dreiecke  zu  tindoii,  bat  man 
nur  nötig,  irgend  eine  der  4  sogenannten  Fnnthiim'iital-Glcicluinfii'n, 
als  welche  jedesmal  4  Elemente  mit  einander  vorbinden,  in  rationu- 
leu  Zahlen  aufzulösen.  Bevor  wir  jedoch  darauf  in  allgenioincrer 
Weise  eingehen,  mögen  einige  Special-FftUe  betrachtet  werden,  zo 
deren  Erledigung  das  bisher  Mitgeteilte  aasreicbt. 

5.  Für  f^Ieicbschcnklige  Dreiecke  hat  man,  wenn  wir  etwa  a  =  b 
and  demnach        B  nehmen, 

2a      l  —  AA        ,    ^      1+oa  1—AA 

c  =  -j  .  ^  ,   ■  ■    und   C  =»  ^  — ä-i — 

1 — aa  l-\-AA  1  —  aa  2A 

G.  Für  Dreiecke,  in  welchen  2  Seiten  und  fülgoweiso  auch 
2  Winkel  sich  zu  180'^  ergänzen,  kommt,  indem  wir  ab=:l  und 
AB  =  1  setzen, 

1— gg  1—aa  2A 

7.  Für  Breiecke,  in  welcben  der  sogenannte  Modnlns  (das 
Sinas-YerbSltniss)  gleich  1  ist,  findet  sich,  bei  A^a  nnd  B  = 

^  —  ^  _  ^  +  "^-^ 

~  X-\-{ü}  a-\-b 

—  Nebenbei  bemerkt  constrairt  man  Dreiecke  des  Modulus  1  auf  der 
Kugel  sehr  Imcht  dadurch,  dass  man  in  einem  beliebigen  Zwciccke 
die  Entfernung  der  Mitten  seiner  beiden  Seiten  zwischen  diesen 
irgend  wie  in  der  Weise  verschiebt,  dass  die  Endpunkte  des  ver- 
schobenen Bügens  auf  den  Zweiecks-Seiten  liefijcn  bleiben.  Auch 
kann  man  mit  demselben  Bogen  eben  so  zwischen  den  Schenkeln 
des  andern  Zweiecks  verfahren,  welches  das  erstere  zur  Halbkugel 
ergänzt.  — 

8.  Wenden  wir  uns  zur  allgemeinen  Aufgabe.  —  Die  4  Funda- 
mental-Formcln  der  sphärischen  Trigonometrie,  in  der  oben  angedeu- 
teten Weise  umgestaltet  ^d  folgende: 

{aar\~\){BB^\)Ah  —  {AA-y\){hh^\)aB 

aa{\^hhcc){\-\-AA)  +  2aahc.{\-AÄ)  =  {hb-\-cc){\-\-AÄ)  —  2bc(l-AA) 
AAiBB-\-CC')il-^aa)-^2AABC{l  -  iui)  =  il-{-BBCC){l-\-nn) 

—  2BC{l—aa) 
{c^){l—ab)ACC  =  {a'-b){X-\-ab)A~\-a{X-\-bb){l^AA)a 

9.  Eine  wirklich  vollständige  d.  i.  siimmüiche  möglichen  Fälle 
ohne  Ausnahme  abgebende  Lösung  in  rationalen  Zahlen  ist  zwar  zur 
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Zeit  wohl  für  keine  der  vürliegenden  4  Diophantischen  Gleichungen 
zu  erreichen,  aber  als  Surroszat  dafür  leicht  zu  hndcu  ist  eine  ganz 
stattliche  Reihe  von  sogenannten  i)articnlaren  allgemeinen  Lösungen. 
Dies  sind  solche,  dereu  jede  eine  unendliche  Menge  Kinzcl-Fällc 
(jedoch  koiuGswegs  alle  möglicheu)  iu  sich  schliesst,  insofern  nämlich 
als  die  Aufldsuugs-Formeln  wfllkllrliche  Zalileii  enthalten. 

10.  Betreffs  der  ersten  der  4  Gleichungen  in  Nr.  8  (der  Bofnil- 
sentantin  der  Gleichung  der  Sinus- Verhältnisse)  habe  ich  nur  eine 
einzige,  aber  dafür  auch  sehr  bequem  gestaltete  i)artieulare  Tiösnng 
entdecken  können.  Darin  bleihcii  2  Seiten  (oder  auch,  wenn  man 
will,  2  Winkel,  ganz  beliebig,  beieu  dies  etwa  a  und  h.  Alsdann 
darf  man  setzen: 

2a_{i«-l)_  (a=^+l)(A^--l) 

woraus  sich  weiter  mittels  der  Gleicbongen  in  Nr.  3  eigiebt: 
Numerisches  Beispiel; 

«  =  B^^,  C-H. 

Wollte  man  statt  der  Seiten  die  Winkel  A  und  B  als  gegeben  an- 
sehn, so  braucht  man  nur  die  grossen  Buchstaben  mit  den  ent- 
sprechenden kleinen  zu  vertauschen  und  zugleich  jede  dieser  4  Zah- 
len durch  ihre  Rcciproke  zu  ersetzen.  —  Uebrigens  bemerkt  man 
leicht,  dass  diese  Formeln  zu  keinem  eigentlich  brauchbaren  Resul- 
tate führen,  wenn  man  eines  der  wfllkflrlichen  Elemente  90®  sein 
Iftsst 

11.  Eint'  reichere  Ausbeute  als  die  erste  gewahren  die  mittleren 
beiden  Gleichungen  der  Nr.  H;  doch  genügt  es  eine  davon  zu  be- 
trachten, aus  demselben  Grunde  wie  der  so  eben  unter  Nr.  10  an- 
gedeutete. Wir  wählen  dazu  die  ei-ste  und  schreiben  dieselbe  in 
folgender  Form: 

t  ^>^"2Z>c'C0S^-f 
"  l-|-2ÄCC08il+ft»C« 

oder,  indem  wii*  noch  etwas  mehr  kürzend  cüs-4  =  k  setzen,  so: 

*  "'l-f-2&cJfe-|-W 

12.  Eine  vollständige  allgemeine  Losung  dieser  Gleichuug  würde 
etwa  verlangen,  duss  mau  bei  gegebenem 
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1  —  AA 

die  Zahlen  b  und  e  so  lieslimme,  dass  der  dem  aa  gleichgeateilte 
Brach  ein  Quadrat  sei.  Wir  beschränken  hier  diese  Forderung  da- 
hin, dass  sowohl  der  Zähler  als  der  Nenner  jenes  Bruchs,  jeder  für 
sich  genommen  ein  Quadrat  werde.  Dazn  ist  nötig,  dass  man  habe 
sowohl 

h  =  (m^  —  n^)w,  c  —  —  2n{rit-^hi)u 

bc  =      —  v^jv,  ^  1  =  —  21/(^1  —  kv)v 

WO  nnn  m,  n,  «  und  ft,  v,  «  rationale  Zahlen  bedeuten  sollen,  und 
zwar  u  und  v  vollkommen  willkürliche,  wfthrend  die  Paare  m,  n  nnd 
|i,  V  so  sm  w&hlen  sind,  dass  werde 

13.  Die  Lösung  dieser  Diophantischen  Gleiehong  ist  die  Haapt- 

sache ;  und  zwar  darf  man  sich  dabei  auf  ganze  Zahlen  beschränken. 
Wir  fassen  diese  Aufgabe  auf  als  einen  spedellen  Fall  folgende  all- 
gemeinere: 

X  (ys^+52»')(}'3M+M(y4#*+M 

und  setzen  irgend  3  der  linksseitigen  Factoren  ctvi-\-ßn  einzeln  ge- 
nommen irgend  einem  von  dreien  der  rechtsseitigen  y^'\-6v  propor- 
tional, etwa 

wodurch  sich  die  gegebene  Gleichung  auf  die  einfache  lineare  Form 

reducirt,  die  nuumehr  in  Verbindung  mit  irgend  zweien  der  eben 
geschriebenen  hinreicht,  um  sowohl  das  Paar  m,  n  als  das  Paar  fi,  v 
zu  bestimmen.  Dabei  sind  die  3  Proportionalitäts-Factoreu  r 
an  einander  gebunden  durch  die  2  Belationen; 


=  0  und 

=  0 

und  daher  ist  ihr  Yerhaitniss  folgendes: 
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Beispiel.  Nimmt  man  in  der  vorliegenden  Gleichung  (Nr.  12, 
am  Endo)  als  die  3  linksseitigen  Factoren  diese  w,  m-\-ri 

und  als  die  rechtsseitigon  fi  —  kv,  v,  (i-{-v  und  zwar  auch  in  der 
hier  stelieudeu  Ordnung,  setzt  somit 

80  können  diese  3  Proportionalitäten  gleichzeitig  nur  bestehen,  wenn 
p :  9 :  r  —  (1  —  ifc) :  (1 4- Är) :  (1 — &) 

Setjst  man  daher 

p  =  (l_ft)i,   ^  =  (1+4)1,  r-(l-*)i 

wo  k  einen  neuen  willkürlichen  Proportioualitätsfactor  bedeutet,  so 
kommt 

Da  aber 

also 

«  .  |jA(l_ib).y(l4.3|:)]Jt 

ist,  80  erhält  man  zur  Bestimmung  des  Yerhältniases  des  Paars  ft,  v 
die  lineare  Gleichung 

««A*(l-ifc)2(lH-ik){fi(l— v(l4-3fc)|  —  »«0»— v) 

Setzen  wir  also  etwa  direct  d.  i.  ohne  Heranziehnng  ehies  neuen 
Factors 

ik)=ä(l+Ä;)(l-i-3*)— und  v~uH\l—k)Kl-{-k)-tß 
so  ergiebt  sich  wdter 

m  =  un^il—kyHl  +  k)^—vn(l-3k)  und 

Numerisch  sei 

Jfc=f,  i-5,  »-f,  »-1 

so  kömmt 

p=:27,   v  =  3,   »»  =  36,   n  =  24 
Und  in  der  Tat  ist 

.  (36 + V)  •     .  tiO .  12  =  1 .  (27  —  ii) .  3  . 30 . 24 

14.  Hat  man  ein  Paar  geeigneter  Zahlenpaare  m,  n  und  ^,  v 
gefnnden,  so  sind  die  daraos  resnltirenden  Dreiecks-Seiten 

—        u        (Li*  —  V*  V 
2v{^ — kv)  V      2n(»»-i-^)  w 
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n(m-\-kn)  u  fi-  —  v"^  v 
v(fi. —  kvj  V  —  u 

Sollto  oin  b  o<ler  n  negativ  ausfallen,  so  kann  man  solches  durch 
seine  entgegengesetzte  Rcciproke  ersetzen,  was  einer  Veriniuderinif: 
des  betreffenden  Ikgcus  um  ISO"  gleich  kommt.  Die  beiden  noch 
tibrigen  Elemente  B  uud  C  bestimmt  man  entweder  aus  den  Napicr- 
scbeu  Aualogieo: 

_       ^  abc  —  a-\-lj4-€       ,    _  '        ahc  —  ft~\-h-^e 
abe-f-a — b-f-c  abcf'a'f'b  —  e 

oder  wohl  eben  so  bequem  und  wegen  der  damit  verbaudeneu  Con- 
trolo  besser  aus: 

Numerisch  benutzen  wir  das  am  Schluss  von  Nr.  13  hingestellte 
Beispiel,  in  welclicm  überdies  selbstverständlich  der  gemeinschaftliche 
Factor  3  der  4  Zahlen  m,  n,  ^,  v  zu  unterdrücken  ist.  Man  findet 
dann 

IT).  Weil  sich  die  4  t'actoren  jeder  Seite  der  Gleichung  am 
Schluss  von  Nr.  12  oder  vielmehr  derjenigen  am  Anfang  von  Nr.  13 
auf  4  verschiedene  Weisen  zu  dreien  zusammenstellen  und  überdies 
jede  solche  Zusammenstellung  auch  noch  eine  Pcrmuta,tion  ihrer 
3  Elemente  gestattet,  so  lässt  sich  die  vorliegende  Diophautische 
Aufgabe  im  AUgemeineii  auf  4  X  X  6  also  96  veracMedene  Weisen 
lösen.  Einige  derselben  mögen  bier  noch  Platz  finden. 

Die  einfachste  ist  wohl  die  aus  den  '6  Positionen 

»  ™  V,   m-|-n  —  n»— •«  ■=»  ft— 

hervorgehende,  welche  fahrt  zu  den  Werte-Paaren 

m  ->  fA     &(ti*-|-»*)   md    n  «  V     ©• — «»• 

Aber  sie  leidet  an  demselben  Uebelstande,  wie  der  am  Schluss  von 
Nr.  10  an  den  dortigen  Formeln  gerügte,  nämlich  keine  Anwendung 
auf  rechtwinklige  Dreiecke  zu  gestatten ;  denn  wenn  man  A  =  h 
also  A;  =  0  setzt,  so  wird    =  oo ,  also  der  Bogen  b  —  180". 
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16.  Ton  dem  Uebelstattde  frei  Bind  unter  andern  folgende  Fälle: 

I.     m-^kn  =  fi-j-Vy    7n  — «  =  jn  -   /.;v,    //  =  V,  WOraUS 
H.    m-|-fcn  =  fi  —  V,    7M-|-7?.  —  j«  — ^n',    «  =»=  v, 

=  n:.^  -f.  (2  ^    -  (2  +  h)u^  -f  7>5«, 

IV.  2(i»+^)-^4.v,   2(i»+n)  -  f»  — V,   n(*— l)  =  v, 

m  =  »»— 4»»(l+ft— 3Äf«+Ar8),    f»  =5  tt«(3  +     -  «2A;(^—  1)«, 
8i;*(ft— 1),  v  =  »"(Ä— D  — 1)2 

V.  m-|-^  —  V,   2(*»4'«)  =  f*H-»'»   2n(l — jfc)      f»  — v, 
m=:4i>«(2-3fc+ib»)H-»*,  ;»  =  8t»^i?-l)«H-t»»(3— ib), 
«  .       4»«(*— 1)«  V  =  1)«+«*(1+*). 

VI.  j»-j-n  =  fi  —  /.  !/,    m  —  n      ,tt — v,    2n  ^  v(l  —  Är), 

«  «=  2»«(ft— 1)  V  —  2i*«(l  —  Jb)  -  4»«. 

VII.  T/?.  -{-  ?/      —  ju,  -j-  V,    //i  —  71  —  —  |Li  -|-  fcv,    2n  =  v(l  —  ^•), 

m  =  2;/-'(3  -fÄ-)  —       —  1)%    fi  =  «-'(1  _|.  /,  _  37,2  ^  ;,3)  _4j,2^ 
n  «  2ü2(l__i.)_|_«2(l„;fc)8       y  ^  2i*2(l— jb)_J_4»5J. 

VIII.  7n-[-«  =  ft+v,    »i  —  n  =  2v,    2/<         —  v, 
TO  =  v\3 + 7.0  —  2ku\    (i  =  2/.^/'-^  +  (3  —  AO^^ 
tt  .       — l)4-2i*«,     V  —  2ü^— (l-f-ib)tt*. 

IX.  ^  2v,    m  — «  =  —  ft  +  '^j    2n  —  ft-|~*'> 
TO  =  «2(3  _  /,)  _j_  2ku'\    (i  =  2kv^  —  (3  4-  l)u\ 

n  —  «2(&4-l)~2tt^     V  =  2»^— (1  — 

X.  m+i-ji  =—(/.-4-l)(/.  — 1)^(^4- v),  =      — l)(fi— vi), 
TO  — 7*  =  2(i-+l)-(ft  — v), 

TO-i;2(_.l_j_4i._|_/,2)_32„X(jk»_l)5^    fi=-7»2-f8u2(Ä'2— l)3(l-f-4i_ji.2), 

„«—»2(34- jfcS),  V  =  8ttV — l)H3+ifc^). 

VbU  LXT.  T  24 
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17.  Eine  kleine  Sammlung  von  rationalen  sphärischen  Drei- 
e<^en,  wovon  einige  noch  aof  anderweitigen  Wegen,  als  hier  mit- 
geteilt, gefunden  sind. 
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18.  Zum  Schlnss  darf  ich  wohl  noch  erwfihnen,  dass  im  61. 
Bande  des  Grunertschen  Archivs  iMig.  86  ff.  Herr  Hoppe  zwei  Wege 
angegeben  bat,  wie  man  aus  einem  gegebenen  rationalen  Dreiecke 
neue  in  unbegrenzter  Anzahl  ableiten  kann,  und  auch  die  betreffen- 
den Formeln  hier  wiederholen.  Unterscheidet  man  die  Elemente  der 
abzuleitcucU  u  Dreiecke  von  einander  und  von  denen  des  Originals 
durch  beigefügte  Indices,  so  hat  man  zu  setzen 

o,      a,       =       Aj^  =  B, 

a—h    \-\-AB  _a  —  h  A-\^Ji 

""^—l^'l—AB'  a^b  l^AB' 

und 

14  B  a,   b^*^  A^'^  by    Bg  —  Bf 
a~A  l-\-Bb  _  a  —  A  b+B 

Jeder  von  beiden  Becfanungswoisen  entspricht  eine  einfache  geome- 
trische Gonstruction,  Um  solche  möglichst  kurz  beschreiben  zu 
kdnnen,  bedienen  wir  uns  folgender  Redeweise.  Wir  sagen  von  einer 
begrenzten  linie,  sie  wandele  zwischen  zwei  unbegrenzten  Linien, 
wenn  sie  mit  je  einem  Endpunkte  in  einer  der  beiden  letztem  sich 
befindet  und  nun  sich  abwechselnd  um  den  einen  und  den  andern 
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Endpunkt  sich  (bei  unveränderter  Grösse  und  Gestalt)  dreht,  so  lange 
bis  der  bewegte  Endpunkt  wieder  in  seine  Linie  trifft.  Wären  z.  B. 
die  beiden  Wege  ein  Paar  Parallelen  und  die  wandelnde  eine  gerade 
Strecke,  so  entstünde  auf  diese  Weise  eine  Reihe  von  zusainnieu- 
hängonden  gleichscluMikligcii  DreiecktMi,  wovon  je  2  benachbarte 
immer  einen  Schenkel  gemein  liabeu,  wahrend  ihre  Basen  abwechselnd 
auf  der  einen  uud  der  andern  Parallele  liegen.  —  Hiernach  kann 
man  die  erste  der  erwähnten  zwei  Constractionen  folgendcrmasseu 
in  Worte  kleiden:  ,,Wenn  man  eine  Seite  eines  rationalen  Dreiecks 
zwischen  den  Sdienkeln  ihres  Gegenwinkels  wandeln  lässt,  so  bildet 
sie  mit  diesen  in  allen  ihren  möglichen  Lagen  wiederum  rationale 
Dreiecke  und  zwar  besetzen  alle  diese  Dreiecke  einen  nnd  denselben 
Modulus."  Aach  die  einzelnen  dabei  entstehenden  gleichschenkligen 
Dreiecke  sind  rational.  —  Die  z\Ycite  Construction  geht  ans  der  be- 
schriebenen hervor,  wenn  man  anstatt  einer  Seite  von  einem  ihrer 
Endpunkte  aus  den  an  ihrem  andern  Endpunkte  gelegenen  Winkel . 
oder  vielmehr  dessen  Bogen-Maass  wandeln  lässt 

19.  Selbstverständlich  gilt  letztgenannter  Satz  auch  für  ebene 
rationale  Dreiecke;  so  wie  auch  die  Anfangs  (Nr.  3,  8,  11)  gegebenen 
Formeln  fflr  solche  gelten,  wenn  mau  darin  a,  e  uneu^ich  klein 
werden  lässt.  Am  einfachsten  erledigt  sich  übrigens  die  Aufgabe, 
rationale  ebene  Dreiecke  herzustellen,  durch  die  Bemerkung,  dass  es 
genügt  irgend  zwei  Winkel  A,  B  eines  ebenen  Dreiecks  rational  zn 
machen,  damit  der  dritte  es  auch  sei,  nämlich 


Appendix. 

1.  Wenn  man  zwischen  den  Schenkeln  eines  ebenen  Winkels 
yom  Scheitelpunkte  ans  eino  beliebige  gerade  Strecke  wandeln  lässt 

nnd  der  Winkel  ist  ein  aliquoter  Teil  der  Halb-Ebene,  etwa  y  —  > 

n 

so  tritt't  beim  7iten  Schnitte  der  zur  Zeit  bewegliche  Endpunkt  der 
Strecke  in  den  Scheitelpunkt  zuiück.  Man  erkennt  dies  sofort  dar- 
aus, dass  die  an  der  waudeinden  Strecke  gelegenen  Winkel  sämmtlich 
Vielfache  von  cp  und  zwar  der  Koihe  nach  das  1,  2,  Sfache  etc.  sind. 

Hierin  steckt  nicht  nur  ein  einfacher  Beweis  des  Satzes ,  dass 
die  Summe  des  Cosinus  der  Vicilfachcn  solcher  Winkel  XuU  ist, 
sondern  diese  Summe  zerfällt  auch  von  selbst  in  zwei  Teile,  von 

24* 


Digitized  by  Google 


372 


Bestell:  Balioiudi  »phäritehe  Drtiedce. 


denen  jeder  für  sich  KuU  ist.  Der  eine  liegt  aal'  dem  einen,  der 
andre  auf  dem  andern  Schenkel. 

Aosserdem  IfiMt  sieh  dies  Verfohren,  auch  wenn  der  Winkel 
kdn  aliquoter  Teil  der  Ebene  ist,  allenfalls  zur  Messung  desselben 
verwenden,  indem  man  dann  zu  wandeln  aufhört  bei  einem  Schnitte, 

der  möglichst  nahezu  in  den  Scheitolpunkt  führt.  Hierbei  ist  darauf 
ZQ  achten,  wie  viele  Male  die  wandelnde  Strecke  den  Scheitelpunkt 
passirt.  Geschieht  dies  m  Male  und  ist  der  nahe  zu  Noll  führende 
Schnitt  der  «te,  so  ist  der  Winkel  nahezu  =  mAHiY'  ui.  —  Diese 
Operation  ist  insofern  intorossaiit ,  als  dabei  die  Wiukel-Scheukel 
quasi  als  Krcis-Pcriphcriu  behaudeit  werden. 

3.  Bildet  man  eine  Reihe  von  Zahlen  nach  dem  Gesetz,  dass 
jede  dritte  («)  ans  den  beiden  vorhergehenden  (o,  b)  hervorgeht  in 

Gemässheit  der  1^'urujel  f     5r~r~~i'  so  coustituircu  je  3  aufeinander 

l-f- ao 

folgende  derselben  ein  rationales  sphärisches  Dreieck  des  Modulusl. 

Ninunt  man  insbesondere  die  ersten  beiden  Glieder  der  Reihe 
einander  gleich  (a  ^  6),  so  wird  die  Reihe: 

^    (a4-lj^-i-(a-i)-^'     (a+l)^— («-1)3'    («-|-i)5_(a— l)'»' 

(g+l)« -(«-!)» 
(aH-l)«-|.(a-l)« 

etc.  Die  Exponenten  smd  die  Glieder  der  Reibe  des  goldenen  Schnitts 
1,  2,  3,  5,  8,  13  etc.  und  die  Zeichen  sind  im  Zähler  +  für  ungerade 
Werte  der  I^onenten,  —  für  gerade.  Umgekehrt  isfs  im  Nenner. 
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XXIU. 

Ueber  dreifach  gekrümmte  Curven  und  deren 

Parallelen. 

Von 

R.  Hoppe. 


Auf  rein  analytiscliem  Grande  lassen  sicli  die  Anfiuigsgrflnde  der 
Corventheoiie,  namentlich  die  Gonstraetion  der  den  Lanf  der  Cnrren 
bestimmenden  linearen  Gebilde  ond  die  Variation  der  ihre  iMgd  be- 
stimmenden Grössen  anf  beliebig  vielfache  ManDichfaltigkeit  erweitern. 
Die  Gesetze  des  Fortschritts  sind  so  einfach,  dass  durch  sie  die  Be- 
ziehung der  Raiimcur\'en  zu  den  ebenen  Curven  eine  iustructive  Be- 
leuchtung enii)fünL't.  iiidoin  diosor  TTehorjran.fr  sirh  als  Anfi^ng  einer 
leicht  zu  überseheuden  uubegrouzten  Koiho  darstellt. 

In  Betreff  der  Komendatar  erwShne  ich,  dass  ich,  wie  in  meinem 
frtthem  Aufsatz  T.  LXIV.  p.  189,  ein  Gebilde  linear  neime,  wenn  die 
Variation  der  Coordinatcn  der  in  ihm  enthaltene  Funkte  nur  dnrdi 
lineare  Relationen  beschränkt  ist,  dass  ich  hingegen  die  Bezeichnung 
„oben"  in  diesem  allgemeinen  Sinne  als  collidirend  verwerfe.  Ebenso 
halte  ich  auch  den  Gebrauch  des  Wortes  ,.Raum"  in  seinem  empiri- 
schen speciollcn  Sinne  aufrecht,  lasse  demnach  weder  krumme  noch 
mehr  als  dreifach  ausgedehnte  Räume  gelten.  Um  gleichwol  für  die 
Bcgriti'scrweiterungen  kurze  Ausdrücke  zu  gewinnen,  wende  ich  die 
nicht  misszuvorstohenden  Wörter  ,,/<dehuung"  und  „7<dehuig"  an. 
Iliernacli  lieisst  Ebene  eine  lineare  Zweidehnuug,  Baum  eine  lineare 
Droidehnung. 


Digitized  by  Google 


374    Hoppe:  Uebar  dreifack  gekrümmte  Oitrven  und  deren  FaraUelen. 

Die  Curvcuthcoric  crwoitorc  ich  hier  nur  auf  eine  vierfache 
Maniiichfaltigkcit;  die  Auwcudbarkeit  des  gloicheu  Verfahrens  auf 
mehr  Dimensionen  wird  wol  zur  Genüge  erhellen. 

§.  1.  Die  Currey  Ihre  liesttmmendeit  OiVsse»  mnA  OeM14e« 

Es  Bei  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  der  xx^x^ae^  ange- 
nommen. Grossenteils  kann  ein  Bnchstab  x  alle  4  Zeichen  reprftsen- 
tiren.   Wir  wenden  daher  <lio  ludicos  1,  2,  3,  bei  «  nad  andern 

Buchstaben,  welche  auf  die  1  Axen  Bezug  linbeii.  nur  an,  wenn  die 
Unterscheidung  notwendig  ist,  schreiben  auch  stets  ^iViOr  ^-f-^^-}- 

Zwei  consecutive  Gnrvenpnnkte  (x)  und  (a^+da;)  bestimmen  durch 
die  finale  Bichtnng  ihrer  Verbindung  eine  Gerade,  die  Tangente, 
mit  den  Richtnngscosinns  /. 

Zwei  consecutivc  Tangeuten  /  und  bestimmen  durch  die 

finale  Stellung  einer  durch  erstcre  parallel  der  letztem  gelegten  Ebene 
eine  Ebene,  die  Schmioguugs ebene. 

Zwoi  consccutive  Schmiogungsebcnen  bestimmen  gleicherweise 
einen  Kaum,  den  Schmicguugsraum. 

In  der  Schmiegungsebone  steht  normal  zur  Tangente  die  Haupt- 
normale, im  Schmiogungsraumo  normal  zur  Schmiegungsebene  die 
Binormale,  auf  dem  Schmiegungsranme  normal  die  Trinormale. 

Die  consecutiven  Tangenten  bilden  einen  Winkel  dv,  die  conse- 
cutiyen  Trinormalen  einen  Winkel  dx,  und  t  und  n  heissen  der  er- 
ste und  dritte  Krtmmnngswiukel.  Accente  sollen  die  Diffs- 
rontiation  nach  t  bezeichnen. 

Es  sind  nun  die  Kiclitungeu  der  i  orthogonalen  Gcradcu,  Tau- 
gente, Haupt-,  Bi-  und  Trinormale  nebst  ihren  Variationen  zu  be- 
stimmen. Bezeichnet 

das  Curvonclcmcnt,  so  ist  der  Kichtuugscosinus  der  Tangente 

Bx 

Die  daraus  hervorgehende  Gleichung 
differcutürt  giobt: 

2fd/  -  0 
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dahor  ist  die  Gerade,  deren  Bichtangscosinns  den  df  proportionirt 
sind,  normal  zor  Tangente.  Ansserdem  liegt  sie  in  der  Schmiegangs- 
ebene; denn,  sind  deren  Gldchnngen: 

SA{^—x)  =  0  i   2J3a—x)  =  0 

80  ist 

£4/^0;    £Bf={)',    £A{/+B/)  =  Oi     2B(f-\-dn  =  ü 
woraus: 

FolgUch  ist  dioso  (xoradc  nach  Dctiuitiou  die  Hauptuormale. 
Nnn  ist 

öt*  ^  48in«^  =  2~2co8Öt  — 

-  2p-{.2i/-\-d/)^^22f(f-\-df)  =  SB/* 

folglich  ^^„^^ 

und  die  /'  sind  die  Bichtongscosinns  der  Hanptnormale.  Die  der 
Binormale  mögen  <7,  die  der  Trinormale  h  sein. 

Die  DiuorDKÜc  liegt  iu  dem  von  3  conaecutiven  Tangenten  be- 
stimmten ßaume,  dessen  Gleichung  also  ist 


daher  ist 

»0 


\ff'f"9 


-0 


WO  A,  |w,  V  unabliäiigig  von  der  Coürdiuatenaxenstellung  sind.  Mit 
Anwendung  auf  alle  4  Axen  erhält  mau: 

oder  wegen 

»  0,  und  Gl.  (1)  giebt: 

^  2ri?  (2) 

Fernet  ist 

also  nach  dem  Vorigen 
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oder  A     V,  ond  GL  (2)  wird 


-1  -  £f' 


Hiernach  variirt  ein  Punkt  auf  der  Ilauptuormalc  momcutan  in  der 
Ebene  zwischeu  der  Taugente  und  Biuorniale,  die  Hauptnormale  ver- 
leibt alflo  innerhalb  des  Scbmicgungsriiains.  Aas  der  Theorie  der 
Ranmcurven  ist  aber  beltannt,  dass 

r-g^'-f  (3) 

und  ^  der  Torsionswinkel  ist;  diesen  nennen  wir  hier  den  zweiten 
KrflmmnngswinkeL  Dieselbe  Gleicbniu;  (3),  die  wir  auf  dem 
Sohmiegnogsranin  anwenden  dürfen,  gilt  also  aneh  hier,  und  v  ist 

Die  Variationen  von  g  nnd  h  ergeben  sich  nnn  einfach.  Zerlegt 
nach  den  4  orthogonalen  Bichtangen  mfissen  sie  die  Form  haben: 

/-«/  +  ^/'  -\-yg  -\-8h  (4) 

Hieraus  ergiobt  sich: 

£fh*  =  S{fhy—2f*h  =  0  =  a, 

Sf'g'  =  Sif'g)'-  S/'g  2:{g&'-f)g  =  -  ^'  -  ^ 

£f'h'  =  Z{f'h)'—  Zf'h  =  —  2{g^'—f)h  =  0  =»  jjj 

Jetzt  hat  sich  GL  (5)  redncirt  anf 
Da  nnn 

d»*  —  £dh*  (6) 

ist,  so  folgt: 

Vi*         yi  =  ±«' 
Wir  wählen  das  untere  Zeichen;  dann  wird 

h'^-gx'  (7) 

nnd  infoge  dessen 

JBV-  £(ghy-'Sgh'=  »' -  « 

so  dass  Gl.  (4)  sich  reUacirt  auf 

=  <8) 
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Die  Diffei  outialformcln  für  die  Richtungscosinus  der  begleitenden  Axen 
lauten  also: 

df  ^  ;]d^  fdx 

dg  =hBK—/'d^ 
dh  —      —  ^ö« 

Der  regelmftssige  Fortschritt  fiUlt  laßt  in  die  Augen;  es  zeigt  sicii, 
dasB  das  gewfthlte  Torzeichen  von  Bn  zur  Fonngleicliheit  notwendig 
ist.  Ueberdies  ist  die  Beihenfolge  der  begleitenden  Axen,  die  wir 
deshalb  mit  (1)  (2)  (3)  (4)  nnmeriren,  und  die  der  ErOmmnngswinkel 
ty  ^,  H  festzuhalten. 

Unter  den  6  Hanptebenen ,  welche  die  4  begleitenden  Axen  Tor- 
binden,  zeichnen  sieh  die  bdden  (1,  2)  und  (3, 4)  dadurch  ans,  dass 
sie  momentan  nm  je  eine  (Gerade  rotiren,  während  die  4ftbrig6n  nur 
einen  Punkt  mit  der  Gonsecntiven  gemein  haben.  Die  Schmiegangs- 
ebene 

(1,2)   £9U-x)=0i  -SA({-»)-0 
nilmlich  liegt  mit  ihrer  Consecntiven 

-£(jr+Aa»-/'öi^)(5— «)  =  üi   ^(Ä— ya»)(|— »)-0  (10) 
im  Schmiogongsranme 

-TÄd— «)  — 0  (11) 
und  schneidet  sie  in  der  Geraden  / 

— aj)-0;    2:.7{l-x)-0;    -Sä(I— «)'=0 

d.  i.  in  der  Taufreutr.  Sic  bildet  daher  mit  ihr  ciucn  Winkel,  den- 
selben wie  die  Nornialeu  beider  Ebenen  im  Sclimicf^unf^siaunie.  Die 
Normale  der  ürebene  (1,  2)  ist  bekannt  als  Binorniale ,  nicht  aber 
die  der  Cousceutiveu  (10).  Iiier  ist  erst  die  allgemeine  Aufgabe  zu 
lösen:  ein  Lot  auf  eine  gegebene  Ebene  analytisch  zu  bestimmen. 

Die  gegebene  Ebene  sei 

X^-»0;   SBx'^O  (12) 

Alle  Bäume,  in  weichen  sie  liegt,  umüasst  die  Gleichung: 

£(JU+fiS)fl)  =  0  (13) 

Die  Normale  eines  Raumes  ist  auch  Normale  aller  in  ihm  enthaltenen 
Ebenen,  und  umgekehrt  ist  jede  Normale  einer  Ebene  auch  Normale 
irgend  eines  Raumes,  in  welchem  die  Ebcue  liegt.  Folglich  umfasst 
die  Normale  des  Raumes  (13)  für  varürcnde  k,  n  genau  alle  Normalen 


Digitized  by  Google 


378     Hoppe:  (Jeher  dreifach  gekrümmte  Curoen  und  deren  Parallelen. 

der  Ebene  (12).  Ihre  ilichtuiigscosinus  sind  proportioual  kÄ-\-aU, 
nnd  wonn  man  die  Yariatioii  von  X,     durch  die  BdaÜon 

besdnfiokt,  so  sind  die  BichtangBOOsinns  der  gesuchten  Normalen  der 
Ebene  (12) 

«»lil-l-fiiS  (15) 
wo  A,  (i  von  1  ^UkflrHchen  abhangen. 
In  Anwendung  auf  die  Ebene  (10),  wo 

lü  setzen  ist,  erfüllen  die  A  und  B  die  Gleichungen: 

ZA*=U  — 1;    SAB  —  0 

so  dass  Gl.  (14)  übergeht  in 

Ä«+^«  =  l 

und  man  setzen  kann 

IsüCOSff;  ftsssinur 

daher  werden  die  Bichtungscosinus  einer  beliebigen  Normslo 

«—  (g-{'hd» — f'd&)cos7t-{-ih — gB»)siii7t 

Damit  dieselbe  im  Schmiegungsraume  (11)  liegt,  ist  die  Bedingung: 

^     0=  2:h\(f/-\-/>dK—f'd<>)cofiK-{-{h—gd»)smn\ 
=  öxcosw+si^^f  ~  sin(7t-f-^*) 

woraus ; 

»  =  —  d»;  OOS  ff  =  1 ;  sin  ff  *>  —  Bh 

Demnach  sind  die  lüchtungscosinus  der  Normale  der  consecutiveu 
Schmicgungsebono  im  Schmiegungsraume 

—  (Ä— i?öx)8x  =  g—f'd9 

und  der  unendlich  kleine  Winkel  zwischen  den  zwei  consecutiren 
Sehmiegungsebenen 

=  V2f{(if~m-flrP-±8* 

Analog  verhält  es  sich  mit  der  die  Bi-  und  Trinormale  verbin- 
denden Ebene 

(3,4)   2:/(€-«)-0i   -£/'(£ -«)==0 

welche  mit  einer  durch  den  Punkt  (x)  gelegten  ParaBeleii  iher  Con- 
'Seentiven 
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^(y+/'ötK|-«)=Oi    X(/'+^8^-/at)(|-a;)=»0  (16) 
im  Nonnalraiime 

-£/a-«)-o 

liegt  nnd  sie  in  der  Geraden 

d.  i.  in  der  Trinormale  sdinddet  Die  Ebene  (3, 4)  hat  im  Normal- 

ranmo,  wie  vorans  bekannt,  die  Hauptnormale  znr  Normale.  Für  die 
Normale  ihrer  Gonsecotiven  (16)  findet  man  ebenso  wie  oben  die 
Richtangscosinns 

(f-\-f'Bx)&mn'^(f''\-gd9-'fdT)coBit  (17) 
Im  Nemuüraome  wird 

0  —  sin»— drcosiB  =  8in(«  — d«) 
also  n  =  dt.  Der  Ausdruck  (17)  reducirt  sich  anf 

Daher  ist  di}  der  Cüntiiiü;eiizwiiikel. 

Für  jede  Ebene  in  einer  linearer  Vicrdeliuung  gicbt  es,  wie  leicht 
erhellt,  eine  einzige,  durch  einen  ihrer  Punkte  O  gehende  Ebene  von 

der  reciproken  Eigenschaft,  dass  jede  durch  O  gehende  Gerade  der 
einen  auf  jeder  durcli  o  geliendon  Geraden  der  andern  senkrecht 
steht.  Jede  von  l)eiden  Ebenen  ist  nämlich  der  Ort  der  durch  O 
gehenden  Normalen  d(>r  andern.  Zwei  solche  Ebenen  wollen  wir 
ceutral-normai  nennen. 

Offenbar  sind  4ie  2  soeben  betrachteten  Hauptebenen  (1,  2)  und 
(3,  4)  central-normal  zn  einander.  Es  hat  sich  gezeigt,  dass  sie  den 
gemeinsamen  Drchungswinkel  d-  haben.  Hiermit  ist  die  geometrische 
Bedeutung  des  zweiten  Krtimmungswiukels  gefunden. 

Um  ihn  analytisch  zu  bestimmen,  seien  a  and  q  die  Drehnngs^ 
winke!  der  Haupt-  und  Bmormale.  Dann  ist 

Bq^      £dg^  =  d&^-\-dx^    i  ^^^f 

Da  nun 

dt*  =  £Bf*'y  d»s  =  £Bh*  (19) 

ist,  so  erhält  nuui  die  doppelte  Bestimmung: 

—  £(df'*—B/*)  -  £(ßg»—Bh*)  (20) 

woraus  beiläufig  die  Relation 
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-so/^-f  a^')  =  sid/'^+dh-^)  (21) 

Jetzt  kann  man,  wenn  die  Coordinateu  x  in  einem  Parameter 
gegeben  sind,  mit  Hülfe  der  Gl.  (9)  alle  16  Ilichtungscosiuus  der  4 
begleitenden  Axen  leicht  successive  berechnen;  denn  es  ist 


(22) 


8, -y 


$.  2.    Pttnllele  Onrven. 

Einer  Gurre  «  ist  eine  andre  parallel,  wenn  sie  in  den  ent- 
sjiredicnden  Punkten  («),  (a^  gmeinsamen  Kormalranm  hat.  Daraus 
folgt  von  selbst  die  Gleichheit  der  Tangentialrichtung  und  der  con- 
stante  normale  Abstand. 

Sind  nun  r  die  Goordinaten  des  Punktes  {x'^)  relativ  zu 

den  hegleitenden  Axen  der  Gurve     so  ist 

Soll  dieser  Punkt  im  Normalraum  von  «  liegen,  so  muss  « »  0  sein, 
also 

a»«=.«+|»/'-|-ay+rA  (23) 

Jetzt  ist  dieser  Nonnalraum  zugleich  der  von  s%  wenn  =/  gesetzt 
wird.  Differentiirt  man  hiernach  die  letzte  Gleichung,  so  kommt: 

Sofern  diese  Gleichung  fflr  jede  beliebige  Aie  gilt,  muss  einzeln  sein: 

-=  8ä — pdr  (24) 

O^dp—id»  \ 

0  =  Bq+pB»—rd»     }  (26) 

Die  3  letzten  Glcichuugeu  sind  diejenigen,  welche  die  Ricbtuugs- 
cosinus  p,  qy  r  der  Taugeute,  Hauptnormale  uud  Binormalc  einer 
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Raumcurvc  bestimmen,  ilereu  Krümraungs-  und  TonriODSwinkcl  t>  und 
X  sind.  Eliminiit  inau  g  and  r,  so  erhält  man  eine  Differoutial- 
gldchuug  3.  Ordnung 


deren  lutegral,  weiui  ^j,  ^j^,  PuJ  ticuluriosuiigcu  bezeichnen,  von 
der  Fem  ist 

öP+«iPi4-«»l»8  (27) 

Die  Coustauten  o,  ,  'i..  Laben  keinen  Eiufluss  auf  die  Gestalt  der 
Gurve,  bestimmen  vielmehr  nur  ihre  Lage  im  Räume. 

Moltiplicirt  man  die  3  GL  (25)  einzeln  mit  j»,  r  ond  addirt 
sie,  80  kommt: 

nnd  nach  Integration: 

1»*+«*+»^  «  e»  (28) 

Sollen  nun  ^,  <2,  r  die  obeugeuaunte  geometrische  Bedeutung  haben, 
so  muss 

^2_{_^s_|_^«_l  (29) 

sein.  Wir  substituireu  daher,  zur  Eiiialtung  der  Allgemeinheit  cp^ 
cq^  er  iür     ^,  r.   Bann  gehen  die  Gl.  (23)  (24)  (28)  über  in 

ajO  =  «^.^(^'-l-gjf+rA)  (30) 
»  df— 4!pdr  (81) 

und  in  Gl.  (29),  während  die  Gl.  (25)  (26)  fortbestehen. 

Setzt  man  in  den  61.  (25)  den  Ansdrack  (27)  für  |»,  so  gehen 
^,  r  bzhw.  ttber  in 

<w+Vi )  ^ 

Da  die  3  Azen,  aof  welche  sich  die  Bichtnngscosinns  p,  jpj,  be- 
ziehen, willkürlich  sind,  so  kann  man  sie  orthogonal  wählen.  Dann 
erhftlt  man  das  orthogonale  System: 

<Z    2i  & 

und  zmr  ErfOllnng  der  Ol.  (39)  die  Bedingung: 

«^+«i'  +  V  =  l          *  (33) 

Jetzt  stellen  die  Grössen  (27)  (32)  die  Kichtnngscosinus  von  Tangente, 
Hanptnormale  imd  Binormale  dner  durch  den  Krümmongs^  and 
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Torsiouswmkol  &  uud  »  bestimmten  Banmcnrve  gegen  eine  beliebige 
Axe  dar. 

In  den  Gleichungen  der  PaiaUele,  welche  nun  lauten 

«0  =  a;4-c{a(2;/'+gsr4-rA)+a,(2)i/'+2i5f4-r,/04-ai(iJ2/"'4-(Z8f/H-»V0} 

seien  «  und  e  constant;  dann  findet  man: 

+  2«a,^(;j/'-f//^4-W0(i>i/'+(z,i7+riA)+  •  .  .  } 

Hiermit  verbunden  die  sichtlich  erfflllte  Gldchung 

£fix^  —  x)  «  0 

bestimmt  eine  Eugelfiächo  vom  Badins  e  im  Normalranme  als  nor- 
malen Querschnitt  des  Systems  von  Parallelen,  welches  durch  con- 

stantcs  c  bedingt  ist  Dies  System  ist  dann  die  Grenze  eines  vier- 
debnigcu  Canals  von  constautom,  kugelförmig  rundem  Querschnitt 
Man  kann  diesen  Canal  cutstauden  denken  durch  Biegung  eines  vier- 
dehuigen  Quasi-Cylindeis,  d.  b.  des  Ortes  einer  Kugel,  deren  Mittel- 
punkt längs  der  Kormalo  ihres  Kaames  iäuit. 

Wir  Wüllen  indes  das  Variatiuusgebiet  der  «,  a,,  «2  "«^h  weiter 
beschränken,  so  nämlich  dass  jeuer  Canal  sich  auf  ciucu  körperlichen 
Canal  mit  IxdsfOrmigem  Querschnitt  redudrt,  wie  er  durch  Biegung 
eines  wirklichen  geraden  Clünders  entsteht 

Diese  Aufgabe  wird  am  oiuiachstcu,  uud  doch  in  voller  Allgemein- 
heit gelöst,  indem  mau 

setzt  Da  alsdann 

wird,  so  kauu  man 

a«>C0S9>i  &  =  siu9> 

setzcu,  uud  erhält: 

=  «4-«Kj»/'H-fl»4-»'*)«>8g>-i-(|»j/"-|-«iff  H-riA)sinvJ  (34) 

Erstens  nämlich  wird  dadurch  die  Aufgabe  gelöst,  d.  h.  der 
Querschnitt  ist  ^  Kreis.  Denn  betrachtet  man  a  als  constant,  mit- 
hin afi  als  allein  abhängig  von  e  und  ^,  so  seigt  sich  af*  dargestellt 
als  lineare  Function  isweier  Unabhängigen 

ccosqp,  csin^ 
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folglich  li^  der  Qaerscbnitt  in  einer  Ebene,  die,  indem  sie  die  Kugel 

c  =  const. 

in  einem  grössteu  Kreise  schneidet,  eben  diesen  zum  Qnersehnitt  des 
Oanales  macht. 

Zweitens  ist  die  Ebene  0  ganz  unbestimmt  und  kann  in 

jeder  Stellung  gedacht  werden,  weil  man  für  a,  oj,  beliebige  Ortbo- 
gonalsubstitntionoii  machen  keinn ,  folglidi  vertritt  jede  Specialiäsaug 
sämmtliche  mögliche  Lösungen. 

Gl.  (34)  stellt  jetzt,  wenn  s  und  cf  variireu,  c  hingegen  constant 
bleibt,  die  Oberfläebe  eines  ;j;rbugencn  Cyliudeis  dar,  wenn  statt 
dessen  <•  von  0  bis  zu  dieser  Cloustauteu  variirt,  den  gcdxjgeuen  Cy- 
linder  selbst.  Denken  wir  diesen  als  eine  Schnur  bestehend  aus  un- 
eudlich  vielen  Fäden,  die  parallel  neben  einander  gehen,  so  reprä- 
scntirt  jedes  Wertsystem  c,  tp  einen  Faden.  Betrachtet  man  zwei 
eoDsecusive  Ffiden  9^,  <p-{-^(p  für  gemeinsames  c,  so  ist  deren  con- 
stanter  Abstand 

und  zwar  üudct  uiau  aus  (34) 

=  c{— (iV'-|-«Z?4-»'^0siu<p  +  (pi/'-|-ai^-|-rjA)Cü8</)| 

Die  Quadratsumme  der  Klammer  und  ihrer  Analogen  ist  ebenso  ==  1, 
wie  es  in  der  obigen  Berechnung  von  — ar)*  sich  ergab.  Folg- 
lich wird 

dl  —  edq} 

und  <-(p  drückt  den  Bogen  des  coucentrischcu  Kreises  vom  Radius  c 
im  Querschnitt  der  Schnur  aus.  Hiernach  sind  f,  <p  die  Polarcoor- 
dinaten  eines  beliebigen  Punkts  im  Querschnitt. 

Substituirt  man  (p  —  eti  für  qp,  wo  f  constant,  so  entspricht  ein 
constautes  (p  einem  Faden,  der  auf  jenem  concentrischon  Kreise  i)ro- 
portiüual  dem  Bogen  der  Mittidlinie  fortrüdtt,  mitbin  die  Schnur  als 
Spirale  umwindet.   Demuach  ist 

Die  Gleichung  einer  gedrehten  Schnur,  deren  Fäden  durch  die  Bie- 
gung aus  Schraubenliuien  hervorgehen,  wenn  sie  wie  vorher  durch 
<p  =  const  bestimmt  werden. 

In  eiuem  besondern  Falle  nimmt  der  Ausdruck  der  Canalfläche 
vom  kreisförniit^on  Querschnitt  in  der  linearen  Yiordehnung  dieselbe 
Form  an  wie  im  liaume.   Ist  nämlich 
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^  constant  =  tgß 

woraus  henorgeht 

so  reducirt  sich  Gl.  (26)  auf 

und  hat  das  voUstiUidige  lutegral.- 

p  —  aG0Sp-|-ai8in^-|-as 
Hieraas  ergiebt  sich  nach  (25): 

^  ^  — asinp-lr  a-,  coag 

ößcos  /J  ™  cos  j3 

r  ^P^^^ß-\r^j^^  =  -  (aCOSß-l-fljSmß)tgiJ-j-aaCOt^ 
oder  nach  Substitution  von  acosjS, 

r  =  —  (acos^-fo,  sm^)sin/3-|-a*cos/3 

wodurch  die  Bedingungen  (29)  (33)  erfüllt  sind.  Setzt  man  jetzt  wie 
oben 

a  — eoB^;  ai«»8in9;  a^  —  O 

so  wird 

p  =  COB(p  —  <p)COS  /3 ;      2  =  —  8in((>  -  9?) ;     r  =  —  C08(p  —  (p)sm  ß 

imd  die  Gleichung  der  Canaliläche  wird 

efi  —  x  -j-  c{(/'co8  ß  —  Ä  sin  ß)  cos(p — q>)—g  sin(p  —  (p)\ 
Im  Baume  wird  ß  =^0,  ^  »  ^,  wobei  die  Form  dieselbe  bleibt 


Digitized  by  C^^gle 


Harz:  Einige  J^ffwwhaJUn  von  Kngelbiitdt^  und  KugeUehaartm.  385 


XXIV. 


Einige  Bigenscbaften  von  Kugelbüscheln  und 

Kugelschaaren. 


Von 

Herrn  Norbert  Herz 

in  Wien. 


Wenn  die  Glcichuugeu  zweier  Kugeln 

(«-«i)*+(y-A)»+(«-yi)«-ri»sJ^«0  ) 

(»-«i)«+(y-/J,)»-|-(«-.y,)«~r,«  =  J8i-0  f 

sind,  so  werden  sich  diese  beiden  Kugeln  in  einem  Kreise  schneiden, 
dessen  Ebene  die  Gleichung  ä\  —  ä'^  ==  0  hat.  Man  nennt  diese  Ebene 
die  Chorda!  ebene  oder  Kadicalebene,  den  Kreis  den  Cbordalkrcis  der 
beiden  Kugeln. 

Durch  die  Gleicliang 

iTi-f  iA'ä  -  JTa  — 0  (2) 

ist  eine  Kugel  bestimmt,  die  durch  den  Chordalkreis  von  Ä]  und  Kg 
geht;  denn  für  die  Punkte,  für  welclio  K-^  ^  0,  —  0  erfüllt  wird, 
wird  auch  Ä", -|- A  üTg  =  0.  Bei  veränderlich(!m  A  {;[eht  die  G-leichung 
(2)  unendlich  viele  Kugeln,  deren  Gesammthcit  einen  Kugelbüschel  B 
bilden,  für  welchen  K^,  Grundkugeln  sind.  Die  Chordalebene  ist 
auch  ein  Element  derselben,  indem  für  dieselbe  A  —  1  wird. 

Jede  Kugel  des  Büschels  hat  die  Eigenschaft,  dass  das  Vorhält- 
niss  der  Längen  der  durch  einen  beliebigen  Punkt  derselben  an  zwei 

TtUtZT.  SS 
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andere  Kugeln  des  Büschels  gelegten  Taugcnteu  eine  cbnstante  Grösse 
hat,  die  aber  für  Punkte  verschiedener  Kugeln  und  für  je  zwei  an- 
dere Kugclu  des  Büschels  eiue  audore  wird.  Denn  der  Wort 

ist  das  Quadrat  einer  aus  dem  Punkte  x^y^z-^  an  A'^  gelegten  Tan- 
gente, d.  h.  die  Potenz  des  Punktes  x^i/^z^  in  Bezug  auf  die  Kugel 
A'i  und  da  für  jeden  Punkt  von  K?, 

also 

ist,  so  ist  der  obige  Satz  für  die  Grundkugeln  bewiesen,  also  auch 
allgemein,  ila  im  BUscbel  je  zwei  Kugeln  zu  Gruadkugelu  angenommea 
werden  können. 

JT' 

Da  filr  die  Ghordalebene  A  —  —  1,  so  ist  ^  »  1,  d.  b,  die 

Längen  der  von  einem  Punkte  der  Chordalebeue  an  alle  Kugeln  eines 
BflBcIiels  gelegten  Tangenten  sind  gleich;  ibre  Bartthrangspnnkte  liegen 
anf  einer  Kugel,  der  Tangeotenkngel,  deren  Hittelpnnkt  der  in  der 
Chordalebene  liegende  gemeinscbaftUohePnnkt  aller  Tangenten  ist;  weil 
aber  die  Radien  der  einen  Engel  Tangenten  der  andern  sind,  so 
schneiden  sich  die  beiden  orthogonal,  weshalb  die  Tangentenkngel 
auch  Orthogonalkngel  heisaeu  kann. 

Löst  mau  die  Gleichung  (2)  auf,  so  ergiebt  sich: 

,  «i>+^i^+yi^->-,^+ W+fe^+yt^- V)  _  o 
+  TfÄ 

HierauB  ergeben  sich  die  Goordinaten  des  Mittelpunktes  der  Kugel  Kx: 

« 

Fflr  den  Halbmesser  derselben  findet  man : 


oder: 
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wenn  —  («i— y«)*  die  Centrale  der  beiden 
Kugeln  ist 

Aus  den  Gleichuiigeu  (3)  sieht  man,  dass  die  Mittelpunkte  aller 
Kugeln  eiucs  Büschels  auf  einer  Geraden  liegen,  und  dass  l  das  ne- 
gative Teilverbältniss  des  Mittelpunktes  der  Kugel  K),  in  Bezug  auf 
die  Hittelpankte  der  Gfrondkugeln  ist. 

Aus  (4)  sieht  mau  foruer,  dass  der  Badius  der  Kugeln  anch  ver- 
schwinden kann}  dies  geschieht,  wenn 

V+A(ri*+«'s*-c«)+  AS*  =  0 

und 
oder 

(5) 

l  -  J^{(«*--^i«--r,«)±yH^+r,)(c+ri-r,)(c-ri+ 

Für  diese  Werte  von  X  gehen  also  die  beiden  Kugeln  im  Punkte  über; 
diese  heissen  Grenzpunkte  des  Büschels.  Selbstverständlich  gehen 
anch  alle  Tangentenkugeln  durch  die  Grenzpuukte. 

Ans  (6)  findet  man  leicht,  dass  die  Grenzpunkte  reell  oder  ima- 
ginär sind,  jo  nachdem  sich  die  Kugeln  des  Büschels  schneiden  oder 
nicht  Nimmt  mau  ausser  den  beiden  Kugeln  K^^      noch  eine  dritte: 

jr,=  («-«,)«+(y-/J8)»-f  («-y8)»-r,»  =  0 

an,  so  werden  dadurch  zwei  weitere  Büschel  Z^,,  und  zugehörige 
Grenzpuukte  bestimmt.  Die  3  Chordalebeuen  der  drei  Kugeln  müssen 
sich  in  einer  Geraden  schneiden,  die  auf  der  Centraiebene  der  drei 
Kugeln  senkrecht  steht,  da  sich  ja  die  3  Kagdn  in  zwei  Punkten,  den 
Ghordalpunkten  schneiden,  deren  Verbindnngslüiie  obige  Qerade  ist, 
wdche  Ghordale  oder  Badicalaxe  der  drei  Engeln  heisst  Uebrigens 
folgt  dies  anch  ans  den  Gleichongen,  indem 

JäT,  -  ir,  =  ( JST^  -  Ä, )  -i-  (i:,  -  üT,) 

Die  von  den  Pnnkten  der  RadicaJaxe  an  alle  lECngeln  gelegten 
Tangenten  sind  gleich,  da  sie  es  für  je  2  dnd;  die  ans  denselben 
gelegten  Tangentenkugeln  müssen  folglidi  durch  sämmtliche  6  Grenz- 
punkte gehen ,  welche  daher  in  einem  Kreise  liegen,  dessen  Mittd- 
pnnkt  der  Dnrchstosspnnkt  der  Badicalaxe  mit  der  Gentraiebene  ist 

Durch  3  BOsehel  ist  aber  noch  eine  ganze  Reihe  von  Bttschehi 
bestimmt,  ftr  welche'  nur  die  Bedingung  besteht,  dass  die  Ghordal- 
kreise  durch  die  2  Schnittpunkte  der  drei  Eugehi  gehen.  Die  6e- 
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sammthcit  dcrsclbi  n  kanu  eine  Kugelschaar  heissen.  Die  Gleichung 
einer  Kugel  derselben  ist 

weil  sie  durch  dcu  Scbiiittpuukt  von      =  0,  üTg  =  0,      =  0  gehen 

1II1I88. 

Da  alle  Büschel  eiuer  Schaar  dieselbe  liadicalaxe  liaben,  so  rnnss 
jede  Tangentialkugel  zu  B  B^  auch  Taugeutialkugcl  zu  jedem  an- 
deren Büschel  sciu,  woraus  folgt,  dass  die  Grenzpunkte  aller  Büschel 
dieser  Schaar  in  einem  Kreise  liegen,  welcher  der  Greuzpnnktakreis 
heissen  kaun. 

Man  ersieht  auch  hieraas,  dass  der  Grenzpiinkt8ta'6i8  Ghordal- 
kreis  für  ein  Büschel  ist,  dessen  Mittelpuukte  in  der  Radicalaxe 
Bind,  und  fttr  weichen  die  Ghordalpunkte  der  Schaar  Grenzpimkte  sind. 

Man  kanu  nun  ein  Kiigelbüschel  und  eine  Kugclscbaar.  fiir  welche 
die  üben  leicht  ersichtliche  Rcciprocitüt  besteht,  als  zugcdrdnct  be- 
trachteu.  Der  (Jhordalkrcis  eines  Büschels  ist  also  GnMi/iiuiiktskreis 
der  zugeordneteu  Schaar;  des  erstcreu  ßadicalebeue,  Cleulialliiiic  und 
Grenzpimkte  sind  fttr  die  letztere  Gentralebeue,  Radicalaxe  uud  Chor- 
dalponkte. 

Hat  man  4  Kugeln  im  Räume 

Ä",  =5=  0,  JT,  =  0,  JTs  =  0,  jr*  =  0 

80  erhält  man  für  dieselben  4  Centrak'beneu,  welche  eine  dreiseitige 
Pyramide,  das  Ceutraltetraedcr  bilden.  Die  6  Radicalebencn  von  je 
zweien  der  Kugeln  schueiden  sich  iu  demselben  Puukte ,  denn  ihre 
Gleichungen  sind: 

i^  — i^  — 0  iC^— Äi  =  0  K^—K^^O 

Da  nun  iCj  — -  (^1— irs,)-i-(J^-jr3)-f  ist,  also 

die  Badicalebene  (14)  durch  den  Schnitt  der  drei  (12),  (23),  (34) 
geht,  wfthrend  die  Ebenen  (13)  and  (24)  mit  den  Ebenen  (12),  (23) 
resp.  (33),  (34)  gem^oschaftliche  Schnittlinien  haben,  so  gehen  alle 
6  Badicalebenen  und  somit  auch  alle  4  Badicalaxen  durch  denselben 
Pnnkt,  weldier  das  Radicalcentrum  der  4  Kugeln  heisst.  Die  den  6 
BOschelu,  deren  Mittelpunkte  in  den  Kauten  oder  die  den  4  Schaaren, 
deren  Mittelpunkte  in  den  Flächen  des  Ceutraltetraeders  liegen,  zn- 
geordneten  Schaaren  resp.  Büschel,  deren  Mittelpunkte  in  den  6  Ra- 
dicalebencn bzhw.  in  den  4  Radicalaxen  liegen,  haben  daher  eine 
gemeinschaftliche  Kugel,  deren  Oentrum  das  Radicalcentrum  der  4 
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Kugeln  ist,  und  aui  welcher  auch  sämmtliche  Greuzpunktskrcise  lie- 
gen, was  übritieiis  schon  daraus  folgt,  dass  ihre  Mittelpunkte  die 
OrthogoualprojcctiODeu  des  Kadicalccntrums  auf  die  Seiten  des  Ceu- 
traltetraeders  sind. 

Projectivi8che  und  perspectivische  KngelbttscheL 

In  einem  Kugclbüschel  kann  man  das  Teilverhältniss  des  Mittel- 
punktes einer  Kugel  auch  als  das  Teilverhältniss  der  Kugel  in  Bezug 
auf  die  Grundkugeln  ansehen  •,  dasselbe  hat  für  die  Kngol  K).  den  Wert 
—  k\  das  Doppelverhältniss  von  2  Kugeln  JCa  und  iCA'  in  Bezug  auf 

die  beiden  Gnindkngehi  ist  dann    =  p  und  das  DoppelTerbältniBS 

von  4  beliebigen  Kugeln  des  Büschels: 

Die  Kugeln  liegen  harmonisch,  wenn  ihr  Doppelverhftltnlss  —1  ist; 
demnach  sind  2  Engeln  hamonisch  zu  den  Grandkngeln,  wenn  ihre 
« Gl^cbnngen 

£i'\-kK^==zO,   Ki-XKt  =  0  sind. 

Zwei  Kngelbftschel  sind  projectiviseh,  wenn  jeder  Kugel  des  einen 
Büschels  nur  eine  Kqgel  des  anderen  entspricht  Wenn  daher 

die  Gleichungen  der  beiden  Bflschel  sind,  so  muss  für  die  Projectivität 
zwischen  X  nnd  ^  die  Besiehnng  bestehen: 

Sollen  die  Ornndkageln  sich  gegenseitig  entsprechen,  so  moss  fttr 

i  —  0  auch  f*  —  0,  also  d  =  0  und  für  A  =  oo  auch  =  also 
a     0  sein;  dann  reducirt  siph  die  Gleichung  (1)  auf  die  folgende: 

a-fc/i  =  0  oder  ilA-|-fi  — 0  (2) 

und  die  Gleichungen  der  beiden  Bttschel  werden: 

ÄTj  — -  Akk^  =  0 

Zwei  Kugelbäschel  sollen  perspectivisch  sein,  wenn  sie  (üne  Kut,^el 
entsprechend  gemein  haben;  dann  müssen  sich  natürlich  die  Träger 
der  Mittclpuuktrcibcu  schneiden  ^  für  diesen  Fall  wird  iu  die  Glei- 
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chongen  der  beiden  Büschel  nur  Ä'^  =  =  Ü  als  Gleichung  der 
perspectiTiBch  gemeinsamen  Engel  zq  setzen  sein. 

Man  kann  auch  von  projcctivischen  Kugolschaaren  sprechen,  in- 
dem jeder  Kugel  der  einen  Schaar  eine  der  anderen  entspricht.  Ihre 
Gleichungen  werden: 

Die  Chordalebeue  von  je  2  sich  entsprechenden  Kugeln  zweier  pro- 
jectivischer  Büschel 

haben  die  Gleichnng: 
oder 

(K,-ki)-\-kl(K^-k,)-Ä{K\-k,)^-AkHK,-k^)  -  0  (3) 

Die  sänuntlichen  Chordalebeuen  nmhüllen  eine  Fläche,  deren  Gleichung 

r(Äi-*,)-^(J^-*,)]»+4i4(Äi-.ife,)(Ji-i,)  -  0  (4) 

ist.  Für  perspectivische  Büschel  ist  üTj  =  Aj  zu  setzen ,  daher  wird 
die  Gleichung  irgend  einer  Chordalebene,  indem  in  der  Gleichung  (3) 
K^  —  k^  wegfällt: 

(^-i^)-^(ifei-*i)-ili(i^-*i)  -  0  (6) 

Hierans  folgen  die  Satze: 

Die  Chordalebencn  von  sich  entsprechenden  Kogeln  projectivischer 
Büschel  umhüllen  eine  Fläche  2ter  Ordnung. 

Alle  Chordalebeuen  von  sich  entsprechenden  Kngdn  perspectivi- 
scber  Bflschel  bilden  ein  Ebenenbttschel,  dessen  Axe  die  Badiealaxe 
der  drei  Engeln  ki  =  K^  —  O,  JT^  »  0,  ibg  0  ist,  und  das  mit  der 
Uittelponktsreihe  der  beiden  Eogolbttschel  projectivisch  ist 

Daraus  folgt  femer,  daas  auch  je  zwei  beliebige,  sich  entspre- 
chende Engeln  der  Büschel  mit  der  gemeinsamen  Engel  derselben 
dieselbe  Badiealaxe  haben. 

Anmerkung  1.  Haben  die  Kugeln  iT^  =  0,  =  0  denselben  Mit- 
telpunkt, aber  verschiedene  Radien,  d.  h.  sind  die  Mittelpuuktsreibeu 
perspectiviscb,  nicht  aber  die  Kugt'lbüschel,  so  wird  K^^ — k^=^Iiy^ — rj* 
und  die  Umhüllende  der  Chordalebeuen  wird  dann  wieder  eine  Fläche 
zweiter  Ordnung. 
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Anmerkung  2.  Für  die  Ebene  gelten  ganz  analoge  Sätze:  Die 
Chordalen  zweier  projectivischer  EreisbOschel  QmhttUen  eine  K^gel- 
scbnittslinie;  sind  die  Bflschel  perspectiTiscb,  so  bilden  die  Chordalen 
einen  zn  den  Mittelponktsreihen  projectivischen  Strahlenbüschel  ^ 
haben  aber  die  Kreise,  deren  Mittelpunkte  coinddiren,  verschiedene 
Halbmesser,  so  ist  die  UmhttUende  der  Chordalen  ein  Kegelschnitt 

Die  von  dem  Radicalcoiitrum  B  von  4  Kugeln  A',.  /C,  A'.,. 
auf  die  Seiten  des  Contraltetraoilors  ,i,'efällt(m  Perpi'iidiki'l  siiul  die 
Axen  der  den  zu  den  4  Seiten  gehörigen  Scdiaareu  /ngeordneten  Bü- 
schel. Bestimmt  mau  auf  diesen  Nornialeu  pcrspectischc  Punktreiheu 
als  Mittelpunkte  von  Orthogonalkugeln  mit  dem  gemeinschaftlichen 
Punkte  so  bilden  die  Chordalebenen  je  zweier  Bttscbel  im  ganzen 
6  mit  einander  projectivisdie  Ebenenbflschel,  deren  Träger  die  Kanten 
eines  Tetraeders  bilden  und  nichts  anderes  als  die  Badicalaxen  je 
zweier  Kugeln  mit  der  gemeinschaftlichen  Orthogonalkugel  sind.  Seien 
iZasi,  Sx^  Bx^^  Rse^  die  Normalen  zu  den  Ebenen  Jr^iTgJ^,  KiK^K^, 
KiKfK^  und  KiK^K^  und  von  den  perspectiviseheu  Reihen  my.  nu. 
w«3,  w,i  vier  sich  entsprechende  Punkte  als  Mittelpunkte  der  Kugeln 
l\,  /tg.  /r,,.  SO  sind  die  Kanten  des  obigen  Tetraeders  die  Kadical- 
axen  von  /.  ,/  ;./?,  k^k  j?.  kJ.-  Jt,  ArgA-j/?,  k\/\^R  und  wie  man  sich 

leicht  überzeugt,  keine  anderen  Linien,  als  die  Kanten  des  Central- 
totraeders,  weil  /.  B.  die  Chordalebencn  von  k^Ix  und  /.-jj/^  die  beiden 
Seiten  K.^K.^K^  und  K^K^K^  des  Ceutraltetraeders  sind,  die  Radicalaxe 
daher  die  Kaute  Ä3Ä4  (h'rselben  sein  muss.  Je  zwei  der  entstehen- 
den Ebenenb&schcl  erzeugen  nun  eine  Bcgelfiäche  zweiter  Ordnung, 
und  zwar  entstehen  hier  12  Kegel,  die  ihre  Scheitel  in  den  Ecken 
des  Ceutraltetraeders  haben,  und  3  hyperbolische  Paraboloide  oder 
eingehe  elliptische  Hyperboloide. 

Perspecii\isclir  Punktreiheu  auf  den  Normalen  entstehen  bei- 
spielsweise als  gleichzeitige  Schnitte  derselben  aus  R  beschriebcuen 
Kugel  aut  alleu  Nornialeu,  uud  man  erhält  daher  den  folgenden  Satz : 

Die  Chordalebenen  je  zweier  tou  allen  jenen  Kugeln,  welche  den 
aus  je  3  von  vier  gegebenen  Kugeln  gebildeten  Schaaren  zugeordneten 

Büscheln  angehören,  und  deren  Mittelpunkte  auf  einer  ans  dem  Ra- 
dicalcentruin  der  1  iregelunen  Kugeln  beschrielienen  Kugel  liegen, 

gehen  durch  jene  Kante  des  Ceutraltetraeders,  welche  den  Ebenen 
der  den  beiden  Kugeln  zu.L^eordneten  Schaaren  gemeinschaftlich  ist. 
Die  Schnittlinie  je  zweier  der  entstehcndini  r>  Chordalebenen  beschreiben 
bei  stetiger  Veränderung  des  Radius  der  aus  dem  Radicalcentrum  be- 
schriebenen, die  Mittelpunkte  bestimmenden  Kugel  12  Kegel  zweiter 
Ordnung  von  denen  je  3  eine  Ecke  des  Centraltotraeders  zur  gemein- 
schaftlichen Spitze  haben,  uud  3  andere  Regelflächeu  zweiter  Ordnung. 


Digitized  by  Google 


-    J.  •  *•  T 


39^    JE/ers:  Einige  Migenschajten  von  Kugelbüscheln  und  KugeUtchaaren. 

Sind  projcctiviscbe  Kagelbfiscbel  vorgelegt,  so  wird  man  Gmppeii 
Ton  je  drei  einander  cntsprediendeii  Kngeln  haben,  zu  welchen  je  3 
Ohordalebenen  gehören;  die  Anfeinanderfolge  dieser  Ebenen  giebt 
nach  dem  frttberen  3  Flächen  zweiter  Ordnung.  Jede  gemeinschaft- 
liche Tangentialebene  derselben  ist  Ghordalebene  ftlr  ^e  Kogel 
des  ersten  Büschels  und  die  zagehörige  des  zweiten,  ebenso  za 
zwei  Kagcln  B^^  des  zweiten  nnd  dritten  und  C,,  des  ersten 
und  dritten  Büschels.  Da  es  nun  8  gemeinschaftliche  Tangential- 
ebenen giebt,  so  giebt  es  auch  in  jedem  der  drei  Büschel  8  Gruppen 
von  je  2  Kuf^eln,  deren  Chordalobenen  mit  den  ihnen  entsprechenden 
Kugeln  in  je  einem  der  beiden  anderen  Büschel  zusammenfallen.  Eine 
solche  Gruppe  ist  hier  im  ersten  Büschel  Ä^C\^  denn  die  Chordal- 
ebenen von  A^A.,  und  (\(\  fallen  zusammen-,  im  zweiten  und  dritten 
Büschel  sind  solche  Gruppen  A^D^  und  B^C-^.  Die  Radicalaxen  der 
Engeln  A^^  A^  nnd  der  ihnen  im  Sten  Büschel  entsprechen  ^3,  so  wie 
der  einander  entsprechenden  Kngeln  B^B^B^  und  CiC^C\  liegen  in 
der  gemeinsohaftlichen  Tangentialebene;  es  giebt  folglich  auch  in  je- 
dem von  drei  projectivischen  Engelbfisdieln  8  Grappen  von  je  3  En- 
geln, deren  Badicälaxen  mit  den  beiden  ihnen  entsprechenden  Engeln^ 
welche  sich  in  den  anderen  Bflscheln  ebenso  gmppiren,  zn  je  dreien 
in  einer  £bene  liegen. 

Sind  zwei  Engdbttschel  durch  die  (Handlungen 

gegeben ,  so  sind  die  Chordalebenen  von  je  entsprechenden  Engeln 
mit  einer  festen  JT,  0: 

{K^-K^)-\-k{K^-K^)=zO 

Die  Badicalaze  der  drei  Engefai  JTa,  Ki»  nnd  JT,  besehreibt  demnach 
eine  Flidie,  deren  Gleichung 

ist,  und  welche  somit  eine  Regelflächc  zweiter  Ordnung  sein  wird, 
im  allgemeinen  also  ein  hyperbolisches  Paraboloid  oder  einfaches 
elliptisches  Hyperboloid,  welches  nur  dann  in  einen  Kegel  übergeht, 
wenn  die  beiden  Radicalaxen  der  festen  Kugel  mit  den  beiden  Bü- 
schehi  sich  achneiden,  welcher  Schnittpunkt  dann  die  Spitze  des  Kegels 
zweiter  Ordnung  ist;  die  obige  Fläche  wird  ein  Cylinder  sein,  wenn 
die  Badicälaxen  parallel  sind. 
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Das  Radicalccntrum  von  4  Kugeln,  von  donon  zwoi  Kf—O,  K^—^) 
fest  sind,  und  die  beiden  anderen  zwei  projoctivisdien  Bdschelu  an- 
gehören, boschreibea  daher  stets  eine  Gurve  zweiter  Ordnung,  nämlich 
don  Schnitt  der  obigen  Regelfläche  mit  der  Chordalebene  A'^— A^=0. 

Nun  werden  aber  die  beiden  zu  und  gehörigcu  Radical- 
axen  je  eine  Kegeltliiclu!  /.weiter  Ordnuupt  beselireiben ;  da  aber  von 
ihrem  Schnitte,  dem  tn^onictrischeu  Orte  des  Radicalceutrums  der  4 
Kugehi  eine  ebene  Curve  der  zweiten  Ordnung  schon  gefunden  ist, 
so  muss  zu  demsclbeu  entweder  noch  eine  zweite  ebene  Curve  ge- 
hören, oder  die  beiden  Flächen  mttssen  sich  in  der  vorhin  gcfundouen 
Gnrvo  borUhren.  Sei  ein  Punkt  der  zweiten  Gnrve  P,  80  lauen  aich 
durch  ihn  in  den  beiden  Begelflächen  je  2  Gerade  ziehen,  von  denen 
je  eine  deijenigen  Geradenacliaar  angehört,  ans  welcher  die  Fläche 
als  Gesammiheit  der  Badicalaxen  entstanden  gedacht  ist;  sind  die 
beiden  Ghordalaxen  gtt9t  bo  werden  sie  die  Chordalebene  K^^K^^O 
in  zwei  Punkten  /j,,  schneiden,  welche  beide  Radicalcentra  der  4 
Kngeln  A'j,  K^,  Ky  und  A';.-  sein  müssten.  Dies  ist  unmöglich,  und 
es  muss  daher  entwed(M-  P  in  die  in  der  P^bene  Ky—K^  =  0  gelegene 
Curve  C  fallen,  wodurch  diese  doiipoll  gezählt  wird,  oder  es  müssen 
2^11  P-i  zusammen-  und  in  C  hineinfalUni ;  dann  haben  die  beide^  Regcl- 
flächeu  eine  Erzeugende  geminnschattlieh  und  folglich  noch  eine  zweite, 
Dasä  dies  aber  hier  nicht  möglich  ist,  ersieht  man  auf  folgende  Weise : 
Pp  ist  Chordalaxe  der  Kugeln  Ä'^,  A';.,  A';.-  und  ebenso  A'^,  A';.  A';/. 
Die  4  Kugeln  A'^^,  A'4,  ATa,  Aa'  haben  demnach  ein  unbestimmtes  Ra- 
dicaloentmm,  ihre  Mittelpankto  liegen  in  derselbeii  Ebene;  wenn  non 
wol  in  2  projectivischen  Reihen  R  nnd  R*  (den  Hittelpunktsreihen) 
zwei  Paare  sidi  entsprechender  Punkte  liegen,  die  mit  2  anderen 
Punkten  {P^Pi)  in  einer  Ebene  liegen  [das  Erzengniss  der  beiden 
Beih^  eine  Regelfläche  zweiter  Ordnung,  gicbt  mit  P^P^  zwei  Schnitt- 
punkte; die  durch  denselben  gehenden  zur  einen  Geradenschaar  ge- 
hörigen Erzeugenden  bestimmen  die  betreffenden  Punktepaare  auf 
;?j7?2],  so  werden  die  4  Chordalaxen  parallel,  im  allgemeinen  aber 
nicht  zusammenfalleu.  Man  erhält  daher  den  Satz: 

Die  Regelflächen  zweiter  Ordnung,  welche  die  Ghordalaxen  zweier 
beweglicher  Kogefai  von  projecliviachen  Bttacheln  mit  je  einer  von  2 
festen  Kugehi  hesehreiben,  bertüiren  sich  in  einer  Gurre  zweiter  Ord- 
nung, welche  in  der  Chordalebene  der  beiden  festen  Kugeln  liegt,  und 
der  geometrische  Ort  des  Radicalceutrums  der  vier  Kugeln  ist. 

Wien  im  Februar  1880. 
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XXV. 

Untersuchungen  über  algebraische  Gleichungen. 

Von 

Alfred  Siebel. 

VovtMlMUff  VM  H.  yra.  in  T.  LZI. 


Artikel  TU.  (§  86-|  46.) 

Bestimmaug  der  reellen  Wurzeln,  wobei  das  F(^x) 
in  §  2  von  der  Form  ist. 

§  d5. 

Gonstrnction  der  Wurzeln. 

Die  reellen  Wurzeln  unserer  algebraischen  Gleidning 
n  tcn  Grades  /(x)  0  lassen  sich  als  Abadssen  der  Durch- 
schnitte zweier  CoTTen 

wo  6  >•  0  constniiren. 

Die  erste  Curve  ist  couvex  für  jedes  da 

Wir  wollen  die  Coustauteu  so  bestimmen,  dass  dies  auch  mit 
der  zweiten  der  Fall  ist. 
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Sitb0l:  üatenuAmgm  übvr  e^draüdi«  Gkiehwufm.  395 
-  (l  +  ilnb)  ^  +  ibib)*  ^-^^  H- . . .) 

giebt  Bubtrahirt: 

für  jedes  x^h  wenn 

Q,nbf  —  kf"{h)  >  0,    (Z»6>3— ifc/"'(Ä)  >  0,  ...  (inÄ)"— ifc/»(A)  >  0. 


wo 

«>0, 

ferner 

± 

ikn^m  das  absolut  kleinste  unter  den  (pos.  neg.)  Gliedern 
der  Reibe  A^,  Jli^-i,  . . .  iiw, 
von  der  Form  hf-m-^        («  »  0 


(2) 


so  ist: 


fllr  «^c:  P"(a;)>0  und  2f"(rB)>0  mithin  jede  der 
beiden  Gurveu  convex,  wenn 

(3)      k  h^c 

In»  »  a  >  0,  d.  h.  6  —  €•'>  1 

+ 

k  absol.  <<  oder  =  knjg. 

Die  Bezeichnungun  haben  wir  so  gewälilt,  dass  die  Aehulichkeit 
zwischen  den  vorliogenden  Formeln  und  denen  dem  Fall  F(x) 
k(x~hy  eatsprocbüudüu  zu  Tage  tritt,  und  werden  dies  auch  in  der 
Folge  tun. 


•  %  •  •  •  • 
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§  36. 

Trouuung  der  Warzolu  in  pos.  Sinne. 

I.  Sei     beliebig  gegeben  und  denke  man  sich  die  Corve 

(1)   wo  a>Ü   und  c^a?! 

oonntniirt,  ferner  den  Punkt  %  mit  den  Goordinaten     nnd  = 

wo  k  absol.  <  oder  =-  i  —  *,  je  nachdem  /(«?,)  ^  O 
sodass 

>  0. 

Von  Iß  ziehe  man  auf  der  pos.  Seite  der  Ordinate  die  Tangente 
$7"  an  die  Gurve  und  bezeichne  die  Abscisse  des  Berahrungspunktes 
T  mit 

X. 

Es  ist  ^ 

-Fla?)  — =  i^£-x^)F\x) 

d.  h. 

kflx  ) 

»  «•(*-'.)(a(«--x,)-l+ea(.r.-x)) 
Statt  a(aB— «|)  flihren  wir  die  Unbekannte 

8 


ein  und  erhalten 


*  '  a 

^{«)-l  +  (»--l>««-ji,  ,>0 

0>>O,  «^«1,  &  wiein  (2). 

II.  Nach  Artikel  II.  §  6.  ergeben  sich  die  zur  Trennung  aus- 
reichenden Kriterien: 

1)  Genügt  =  der  Bcdiu{ruug  ^{z)^  p{\og%>{z)  ^log/)),  so  liegt 
im  Intervall  (aj^jc)  höchstens  eine  Wurzel  von  f\x)  =  0. 
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2)  Ist  (/.'  ciuo  einfache  Wurzel  und  betindet  sich  a:,  hinreichead 
nalie  auf  der  negativen  Seite  derselben,  so  fällt  x  auf  die  positive  — 
mit  anderen  Worten :  Ist  ein  unterer  Näherungswert,  so  ist  x  eine 
obere  Grenze  von  iv,  vorausgesetzt,  dass  \p(z) — p  hinreichend  klein. 
(Vergl.  Art.  III.  §  10.) 

Nach  §  B.  III.  2)  and  %  9.  I.  (5)  eigiebt  sich,  dass  es  genttgt 
P  <C  1,  «  *      zq  nehmen  *). 


§  37. 

Der  Verlauf  der  Functionen  und  log^s  (§  36.  II.) 
für  «  >>  0  erhellt  aus 

1)  ^,=i»»-f~|»8^.g^^^....>0  (-Ofttr»-0) 

V»  =  »e^  >  0      '  (    w     M       »»  ) 

^",==(«-|-l)fl«>0 

2)  logV2!^0      ftr  »^1 

dz^  InlÖ.  i^z)^  '  ^ 

=      „      (1 <  0    (=  0  fttr  «  =  0) 

Zugleich  erkennen  wir,  dass  und  wit;  man  die  Bedingung  für  z 
in  §  36.  II.  leicht  mittelst  einer  Tabello  über  ^«  oder  besser  logtj>« 
eirfüllen  kann. 


*)  Anmorknng.   Kriterien  für  die  Trennung  in  negativem  Sinne: 
1)  bt  e  <  «t  so  liegt  swiichen  Xf  ond  dem  griterten  der  Worte  e  und 
—  ^  keine  oder  ^ne  Wurael  ». 

S)  Ist  e  <  ur  <  «1,  so  art  —  ^       untere  Gnmae  von  w  falls  «| 

binrticbenil  klein,  wo  p  wie  in  I.  (3)  und  <^\. 
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Httlfstabelle. 


0,010 
15 
20 
25 
30 
35 
40 
45 
50 
55 
60 
65 
70 
75 
80 
85 
90 

0,095 


4,298 
3,945 
3,693 
3,498 
3,338 
3,203 
8,085 
2,982 
2,889 
2,804 
2,727 
2,656 
2,590 
2,529 
2,472 
2,417 
2,366 
2,318 


0,10 
15 
20 
25 
30 
35 
40 
45 
50 
55 
60 
65 
70 
75 
80 
85 
90 

0,95 


2,272 
1,905 
1,641 
1,432 
1,259 
1,110 
0,979 
0,862 
0,755 
0,658 
0,567 
0,482 
0,402 
0,327 
0,256 
0,188 
0,123 
0,060 


Anmerknng.  Iats<Cl80  ist 


2 


1,0 

1,5 

2,0 

2,5 

3,0 

3,5 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 


und  es  befriedigt 
obigo  Bedingung  xj/z  <^  p. 


2  +3  <  »»  <  2+2 


0,000 
0,511 
0,924 
1,285 
1,615 
1,923 
2,217 
2,774 
3,305 
3,818 
4,319* 
4,812 
5,297 
5,777 
6,253 
6,725 
7,194 
7,661 


§  38. 

Wahl  von  c  und  a. 

(1)  Sei 

'80  wird  in  §  36.  I.  einfacher 

p^I^'^±  Ca'.cn  =       (siehe  §  35.  (2J) 

daher 

tpz 

(2)  »-«i+T^-y±^ 


Bei  bestimmteil 
hat  X  seinen  grössten  Wert,  wenn  dies  mit 

der  FaU  ist 

Diffarentlirt  giebt 

wo 

Die  beiden  ersten  Derivirten  hiervon  sind 

G,'(z)  e'(z^  —  (s  —  2)z) 

G,"{z)  =  -  e'{z^ —{8-  4)» — <« — 2)) 

Ans  Vorstehendem  resoltirt: 

1)  Ist  «  =  2,  so  ist 

^  0    wenn  a  ^  0 

<0     „     „  „ 
F,\z)  <  0      „      z  >  0. 
Daher  nimmt  Ft{z)  von  «  =  0  bis  «  —  oo  ab  . 

(F,(0)  =  2,  l«i(oo)-.0) 

2)  Ist  «  >  2,  so  ist 

6!s'(z)>0     für     s<s— 2 

<  >  

(Dies  ist  die  Abscisse  des  Wendepunktes  der  Corre  y  ^'«(s)  nnd 
liegt  zwischen  «—3  nnd  «—2). 

<?f(«)  »  0  hat  nnr  dne  pos.  Worxel 

m 
«0 

und  zwar  zwischen  «~2  und  «—1  (siehe  das  Weitere  §  40). 
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=  =  in 

Fs'(z)  >  ü    für    «  <  z, 

<  > 
folglich  wächst  Ft(z)  von  2  »  0  bis  «  « 


nnd  nimmt  ab 


ni 

Sä 


'  Sei,  je  nachdem  f{xi)  (=  c»)  ^  0 


im  Intervall 


a  a«  o«  entspreche  «  —  st 


(3) 


m 


1» 


a  —  a«. 


Jenes  grösste,  vorteilhafteste  x  sei  bezeichnet  durch 


die  zugehörigen  a  und  2  seien 

os  nnd  ««, 
die  flberhaupt  vorteillialtesU;ii  a,  s,  x 


«  V  V 
O)     il,  0. 


Dann  ist 


(4) 


»  m 
%  =  dem  mittleren  der  Werte      «■',  «• 

V 


in 


n 


= 


Die  Intervalle  (09  a$')  bestimmen  wir  wie  in  Art  IV.  §  14,  das 

a 

indem  wir  Nachsteheudes  beachten. 


§39. 

I.  ZuuiUhst  ist  zur  Bestimmung  von  a  im  Art  IV. 
§  16.  Folgendes  nachzutragen. 
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Unter  Beibehaltung  der  früheren  Bezeichnungen  sei  die  Reibe 
der  bei  wacbseudem  a  aaieiuanderfolgeudeu  Ausdrücke  für 

*r-i.  .  .  .  *r, 

WO  nach  %  14 

Die  Intervalle,  in  welchen  «  « r— «  . . .  bezeichnen  wir  wie 
firüher  mit  (o«  a$')  . , ,  wad  setzen  statt  a$.r  zur  Ahkttrzaug 

a$ 

Zur  Verallgemeinerung  der  Formeln  sei  s. 

•  m 

Mit 

s 

werde  das  a  anter  allen  a  zwischen  og  und  tu'  bezeichnet 


Ist  zunächst 


«<r— 2  and  t>0 
—     —  o«,*  a, 


so  ist 


1/0 


0 


m 


Cm 


I 

m  m 
z  =  z$,r ,    »1  ~  «Irr» 

TeU  LXY.  26 


Digitized  by  Google 


402  Siehelt  üntemuAunge»  über  tdgAnoHJ»  Glei^ungtn, 

Sei 


a  a 
m 
at 


BO  folgt 


r\P 


wo 


daher 


wo 


-r  =-  - ,  sei  —  £ 


Wegen 


—  uud  —<H<—f- 


ist  eine  obere  Grenze  von  B 


da  2<j»<fl- 

Hienws  folgt 

1)  ff  >  1  bedingt  t  >  1 


d.  k 


mm  m 

bt  o«  <C  (ts'}  so  at  ^  at  mübin  ow^ou  •  • . 
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2)  V  <  1  bedingt  a  <  1 


mm  in 
Ist  at  >  at  80  a«  >  a»   somit  ...  ag'^  ag  ... 


»  » 
Om      as  .  Oy  s  Oll' 


(8)       <  _  _  . »   . 


«  » 
^  —  at 

während 

im  VI  » 

1)  falls  Os      a,   :  ag...u  =  a^.,.« 
2)    „    at<^at  i  €tg...t  —  Of«^ 
Diese  Formeln  gelten  auch  l'ür 

Dieselben  besagen: 

l       a  isl  ein  ganz  bestimmtos  a 

I  den  Fall  §  16.  (2)a  ausgeschlossen  ikn»  =  k^  für  jedes  a). 
Man  findet 

im  V    .  m 

1)  wenn  ot  ^  ot      o«'  :  a 
m  nt 
2)    „    Ob  >  as,t  ':>at  :  „  —  a»,t   (§  16.  Bspl.  II.) 

»» 

II.   Zur  Bestimmung  von  a  in  §  38. 
Seien 

kr  .  '  *  kg  . .  .  ktf    kt  .  .  .  ku  .  ^  .  km 

± 

die  Ausdrücke,  welche  kii  =  ke  bei  wachsendem  a  der  Reihe  nach 
annimmt. 

Wegen  $  14.  ist 

r  . . .  ^  flf  . . .  ^  •  ^  * . . .      I»  . . .  ^  f»  ^  2. 
Die  Bedentong  von 

Oy...! 

sei  wie  ad  I.,  fem» 

m 

og  =  0. 
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Ist  « >  2 


so  ist 


o«'  =  o<  =  at,t  =  a 


a«  -»  1/  «! 


flu 


0te 


Die  YerbAltiiisBe 


ergeben  sich  aus 


ö  =  -     Uüd    r  =-  jif 


«1« 

in 

m 

wo 


Daher 


m 
fjnie 


(1) 


wie  ad  f» 


(6) 


«  ist  in  Jedem  Fall  ein  ganz  beatimmites  a. 

§  40. 

Die  poidtive  Wnnel 

m 

(siehe  S  88.)  von 
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WO  «  >-  2,  liegt  zwischen         nad  « — 1,  und  ist  in  diesem  Intervall 

O'(»)<0  and  ö^'(«)<a 

Nach  Euler  finden  wir  die  nähere  obere  Grenze  von 

»—1—3*77  IT  =-  « — 1  


öf(»— 1)    •  *   (#— ly-i* 

Dieselbe  ist  grösser  als  ' 

und  66  entsteht  die  Frage,  oh  auch    stets  > 
Es  ist 

c(j')  =  .(i-(;^I5i)<o 

wenn 

oder  « — 1  •»  i  gesetzt 
am  so  mehr,  wenn 

Dies  ist  der  Fall  fOr  <  >  3,  w&hrend  <  2  und  <  3  die  Tor- 
letste  Ungleichheit  erfüllen. 

Folglich  ist  auch  i'  eine  obere  Grenze  von  ^ 
Die  grOsste  Wurzel  von 

d.  i.  _____ 

(2)  ai-^^^=-4 — *  >'-2 

ist  eine  untere  Grenze,  da        =  «  >»•  0. 
Beidee  zosammengesogen: 

m 

(3)  '  i  —  »B  liegt  zwischen  5^  und 

m 

Hülfstabelle  über  2« 


m 

1  * 

« 

«« 

3 

1,36 

6 

j  4,75 

4 

2,56 

7 

!  5,80 

5 

3,67 

8 

i  6,83 
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§  41. 

I.  Beispiele  zur  Trennong. 

Bspl.  I.  (§  16.  Bspl.  I».) 

/(a;)  —     -  8(ks+1998a>''—  14937s4>ö0C0  ->  Q, 
die  kleinste  Wnnel  m  trennen. 

+ 

Für  *j  =-  c  —  0  ist  f{zi)  =  5000  >  0,   ^  =  &m 

*^4"4!1'  211998 
t4—        für    a-a,-|/^  — 0,0775 

a  —  o,,    ^«»Jb^.öOQO  — 0,0075,     «  =  0,116 

»  =  -  =  1,496. 

Zwischen  0  und  x  liegt  folglich  höchstens  eine  Wurzel,  und  da 
f{l)  <  0,  so  in  (0,1)  eine,  in  (1;  1,496)  keine.  Dies  ist  nahezu  dss- 
selbe  Resultat  wie  in  §  16. 

Bspl.  II.  (§  16.  Bspl.  P.) 

Die  sweltkleinste  Worzel  der  Gleichung 

(0)  M  =  0  (wie  in  Bspl.  I.) 

zu  trennen  und  zwar  von  der  unteren  Grenze  «4  =  1  aus. 
Die  nach  1  transformirte  Gleichung  lautet 

(1)  ** — 76«»-fl764««-- 11177«— 8018  -=  a 

/(»j  =  —8010  <  0,   4  —  ifc^  —  ~"318Ö 

8018  »      m  •  m  c** 

fff»  «=-       a',  a     a  «     entspreidiend  s  » 0»  1,4,  4  i. 

a 

1  /48Ö 
«  =  K8W8-2>62»0,54 

»  =  1+-  =  3,6 
» 

während  sich  nach  §  16.  xss  4,75  ergab. 
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Wir  fanden  in  §  16.  weiter,  dass  die  Gleichung  (0)  zwischen 

5  und  11^36 
12  „  15,75 

höchstens  je  eine  Wurzel  besitzt. 

Die  sich  analog  nach  dem  vorliegenden  Modoa  ergebenden  Inter- 
valle sind 

(5;  9,:w) 
(12;  14,8) 
also  wieder  kleiner  wie  in  §  16. 

Bspl.  III.  (§  16.  Bspl.  I«.) 

/Xx)  =  x*'\-  48x3  +  462x»— 1763«+ 104  =  0 
£in  Intervall  (0,  x)  mit  höchstens  einer  Wurzel  zu  bilden. 

«^«c-0,  A«i)  =  104>0,  k'^Cfi 
*4^4I»  *»"3!48'  ^"'2!462 


k^^k^  für  a«aM—  ^  —  0,0883 


-*«    M         £i4,a-|/^=  0,1609 

_  t  ^  

77 


24 

also  wegen  §  14.  Hülfssatz  I.  ««'         "77  =  0,311 


sodass  sich  h  wie  folgt  darstellt: 

^        1  24 

12        77  * 

^  ==        *4  *S  *» 

m  8  m 

Weiter  ist     =  c«y7  >  03.2  >     =  0. 
Daher  nach  §  39.  H.  (6), 

»  24 
a  =  a  =  03,2  = 

^i-ib|.104»  0,0109,    «  —  044 


d.  L  wieder  annähernd  dasselbe  Resultat  wie  in  §  16. 


ÜV 
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Bspl.  IV.  (§  16.  Bspl.  II.) 

Ein  Intervall  (0  x)  zu  berechnen,  das  nicht  mehr  als  eine  Wurzel 
in  sich  schliesst. 

Man  findet 

10 

—  -g^  —  a5,4<«4  — 6^9<a4'— +00, 
folglich  nach  §  39.  U.  (6)^: 

a  —  5,59 

und  ist  daher  die  Feststellung  der  Intervalle,  in  welchen  k  =°  und 
k^k^j  sowie  die  Untersuchnng  dieser,  d.  h.  die  Ermitttelnog  von 

m 

s  —  #4  —  3,6 

*  8 
«  8  0  s:  -  =s  0,465, 

a 

kleiner  als  das  in  |  16.  gefondene  »  =  0,492. 

Bepl.  T.  (S  16.  BspL  III) 

Jlx)  =  «1*— 2»»i+a;io+3a;9+5«6— 3a!*+««+0.a!  +  l  =  0 

»  wie  vor  za  bestimmen. 

Es  ergiebt  sich  j 

12   

l/l4! 


«14  >  «t»  daher  a  -=  a,,  ^  =  y 
a;  »  a;  »  0,36, 

>s  in  §16.  —0,345. 

n.  Vorstehende  Beispiele  zeigen,  dass  das  x  nach  §  38. 

j  <  a  nach  §  16. 

sdn  kann  und  woHen  wir  im  Fügenden  vertadien,  elnfibche  Merk- 
male fttr  das  Eintreten  des  einen  and  des  anderen  Falles  aolrastelleB. 
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Die  Bedingungen,  mit  denen  wir  aus  za  beschMtigen  haben,  sind 


V 


Die  lateinischen  Buchstaben  bei  dem  voriiegenden  „Modus  II.** 
mQgen  durch  die  entsprechenden  deutschen  ersetzt  werden;  da  wo 
Yerwechselnngen  mit  den  gldehlaatenden  Bezelcbnuigen  bei  dem 
froheren  ,,lf odos  I/^  stattfinden  kdnnen.    Hiemach  ergiebt  sich  die 

m 

Bedentang  von  a,  ^     at  ...  Statt     ...  werde  kürzer  ...  ^  gesetzt, 

I  43. 

Sei  wie  früher  die  nadi  «  Transüormirte  von  /(»)  •—  0 

IHcljenigen  Glieder  nnter 

welche  dasselbe  Yorsdclieii  wie  cm  haben,  seien 

(1)  eH-^»B^  •.•  Cn—ts^y 

so  dass 

der  Fall,  dass,  wie  in  §  41.  Bspl.  0. 

die  Anzahl  der  Glieder  in  (1)  =1 
lässt  sich  leicht  erledigen. 


Es  ist  nftmlieh 


X  —  «1 


t— «1 


r   


WO  J  «  |. 

Daher 


» 

fttr  jedes  3  >  0,  mithin  anch  Klr  |  —  ^  d.  h. 
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§  43. 

Die  Anzahl  der  Glieder  in  §  42.  (1)  sei  »  2. 

I.  Ans  Art  IV,  §  13.  folgt; 

Zwischen      ^  c  und  x  liegt  höchstens  eine  Wurzel 
von  /(«)  =  0,  wenn 


(1) 


»  —  %+a(»— 1) 

,    falls  qp.c^;  ^        .—;-»(  ^ )— !^  -5; 


ferner  ans  $  16.  (siehe  §  39. 1.) 

ik) -Vft  ^  -  ^^^^^^ 


lj2,iir-2  •       sei  —  i  C 

wo 

a  SS      wenn  a 

m 

n.    Aus  §  36.  resultirt: 

Zwischen  x^'^  c  and  s  bat     «  0  höchstens  eine  Wurzel, 

wenn 


(1) 


a>0,  a«-fl!^V§ 


i«  >  1      <?H  1  Cn 

r>  ^'^»  .*s<,ii=;'"'-,is::;'"' 

ferner  aus  S  3®.  IL: 

Hat  C  die  Bedeutung  wie  in  I,     ...  wie  in  $  41.  IL 

(2)       <  ^  =  ,     y  =  i^^^  >  ß   (wegen  §  39.  U.  (1)), 


1r 
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80  ist 


(3) 


a  =  Ol  wenn  C^ß 


411 


>y 

ß<C<y 


in.  Darstellung  von  v  (§  41.  IL) 
(1)  V 


wo 


X — flSj  M — 1 

 «a.-— - 

£— »1  a 


r  0 
a  =  «,    a  =  Q. 

Die  Ausdrucke,  weiche  die  reclite  Seite  in  (1)  annimmt,  wenn 


man 
a  = 


m  mm 

as.r  und « « a«,  Qr,  cit  setzt,  seien  f   04,  «5, 


V  stellt  sich  wegen  I.  (3)  und  II  (3)  wie  folgt  dar: 
1)  2 

Da  o  —  0,  /}    0,  80  ist 


2)  t>2 
FaU 


t»-  falls  C^y. 


Aufeinanderfolge  von  «,     y  C   ||  g 
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Man  findet 


wo 


»    t 


wo 


■"{<(>  2)  *   ^''^  ^® 

t  


wo 


m 


wie  vor. 


m  <f   

•a  r  —  1        r  1  //Y/'\* 


wo 


•  m 

(r— a) ...  (>-t4-i>('''.r-i)'--'  «ät 

Bei  gegebenen  <  und  r,  unabhängig  veränderlichen  Coefficieaten 
Ci      cn  kann  man  sich  die     ...  t;«  als  Fauctioueu  you 

r—t 


ausgedrückt  denken,  mithin  setzen 

unter  V  eiae  stetige,  endliche  Function  verstanden. 
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Die  in  Bezug  auf  rechtwinklige  Achsen  hierdurch  dargestellte 
Carve  setzt  sich  aus  Bögeu  von  vier  der  Curven 

Ui^V^iO   ...  n^-^  F,(C) 

zii8amiiien. 


$44. 

I  Untersnehimg  der  Bedingungen  «i  >>  1  ...     ^  1. 

£s  ist 

«t  >  1  je  naclidflin  Fg(»)  >  0 

wo 

F,  (z)  =  T^(A(a  —  1))  —  (Ar  q>r{z\ 

^lU  +  i')  =  ^2y'+^82^*-i-  ...  Af^+  ... 

•  Vtrp^r  i8t..4p  =  (p  — 1)^P(1— >0 

nient  aar  ■ 

(r— #  _ 

Fi{»)  =  0  hat  a)  keine  Wurzel  >  1 

b)  eine  solche 

c)  3       „        Ml*  nnd 

ad  a)  ist        1  iür  jedes     mithin  für  jedes  C 
>  >  < 

(1)     \  „c)       <i  „  v<«<»"«    „  Ct'<c<q!'. 

>  w    f)  <?<^'  oder 


wo 


VC)'  Vij 
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Fall  a)  findet  z. B.  statt,  wenn  *— —  2,  r>4}«=»3,  r>7; 
•  -4,i:>14. 

b)  w«nn  $    r— 2  und  >  1,  d.  h.  «  —  2  nnd  r  >  8. 

Für  r  «  4  und  r  ~  5  erhält  man  »i' 2,12  bezttgl.  »  2,87. 

c)  wenn  *>1  nnd  <r— 2,  d.  h.  «>2  nnd  r>«+l. 

Ist  z,  B.  <  -«3»  r -  6  80  V-  V-  3^ 

7  1» 3j  •• 
4        7            2,..  8,.. 

8  2|  4, 

»o  >>  1  wenn  /»(e)  >  0 
<  < 

—  (rm)Am(«— 1)"»— ^»),   WO  »  —  r 

+ 

2m  Im"*""* 

i'iCa)  =  0  hat  Eine  Wurzel  »g'  >  1  und  es  ist 
(2)  ii*<l  wenn  CKO^'-p^ 

Ist  z.  B.  r  —  3  80  aj'  -=  1,8 
4„  2^ 

<  < 

„  wie  F^i»),  m  —  t 


i?'3(a)  =  0  hat  höchstens  2  Wurzeln  >  1. 
Sind  dieselben  m^'  nnd  n^",  die  entsprechenden  C  i      und  C«",  so 
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Sie  beb  Uatanu^ungeH  fii«r  alg^traitdie  C^tiiAungm.  4X5 

!«i  >  1  wenn  C^'  <  C  <  C^" 
«  _  = 

<      »     C  ^        oder  C  y  C^". 

Ist  speciell  « =  3,  so  A<  =  5,73  , 

i^s(«)  (r-l>'+r.8'-i+Q5,7».(«~l)3~l. 

Diese  Gleiehung  hat,  falls  r  <  18  zwei  Wurzeln  >  1,  getrennt  durch 

l+^THl-         z.  B.  r  —  4»  6,  6,  80  ist  1,2;  1,2  and 

»,"-6,68;  2,9;  1,8. 

»4^1  wenn  F^i^)  ^  0 

—  AiW— 8*,   1  wie  in  §  43. 
Fiii)  »  Ü  hat  a)  keine  oder  b)  2  pos.  Wurzeln  z^^'  und 
ad  a)  ist  «4  >  1 

b)         <  1  wenn  C^<,C<,C^" 


(4) 


wo 


sonst  y  1 

Fall  a)  findet  z.  B.  statt,  wenn  t  =  3  und  r  —  4,  5,  6,  15. 
Ob  Fall  b)  möglich  ist,  sei  dahingesteUt 


(5)  »5  >  1  wenn  C  >  i> 

<  < 

(Z>  ist  nur  abhängig  von  r  und  t). 


(6)  >  1  falls     >  1. 

(B  wie  1>  eonstant). 

n.  Die  Bedingongen  «  >  1  in  besonderen  Fftllen. 

< 
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&)  t  =  2. 

Ist  r  s=  3,  80  ist  VjHC)  >  1  fttr  jedes  C,  also  auch  f)lr  C  —  y 
d.  i        >  0,  folglicb  v,  -  F,(C)  >  1  ftr  C>  y,  sodass  v>  1, 

Ist  r— 4;  6;  6  soist »  >  1  wenn  logC  >  log  C^'  =-  0,79  —  1 ; 
1,003;  1^. 

Im  Folgenden  haben  wir  es  mit  Fall  I.    in  $  43.  III.  sn  ton: 

C  =  0       a       ß       y  CO 

V  ^ 

Es  möge 

Cr      Cij      Cm  CiY 

jedes  C  in  den  sich  folgenden  IntoraUen  von  C  reprftsentlren,  sodass 
0  <  C!r  <  a  n.  s.  w. 

b)  /  >  2,  r  =  <+l. 

Es  ist  1)  =  Fj(C)  >  0,  mithiu  2)  V{ß)  >  0,  3)  >  0 
und  4)  K(C'iii)  >  0. 

Ans  3)  und  L  folgt  5)  r(Crr)  >  0. 

Ferner  ist  wegen  £  >  0:  6)  F(a)  >  0  und  7)  V{Ci)  >  0. 

Ans  2),  6)  ond  I):  8)  F(<7xd  >  0. 
„  7),  8),  4).  6):        r(C)  >  1.  ?>  «. 

Ebenso  in  den  Fällen  t  =  3,  r     5  und  <  »  4,  r  6. 

c)  «  =s  8,  r  —  6. 

Maü  tiudet  log  6'/ =  0,52,  logC',"=  2,27,  log  C'g' =  2,31,  logjS  = 
0,08—1,  logy  =  l,37. 

Daher 

uud 

F(0)=  K(a)  =  V£>l,    F(iJ)>l,    K(y)<  1,    F(oo)  >  1. 


*)  Ob  Uie  FSUe  II.  nnd  III.  eintreten  können,  iMsen  wir  dahingestellt 

sein. 
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1)  t>  =  ViC)  ^  1  f ür   cy  und  Q' 

2)  <  wenn  C\'  <C<  c^' 

3)  >     „      <7<Ci' oder  >  C^', 

ad  1),  2),  3)  i  <  j. 

> 

In  dieser  Weise  l&sst  sich  leiclit  fttr  beliebige  t  und 
r  ein  für  alle  Mal  feststellen,  ob  Modus  L  oder  II. 
grössere  Intervalle  liefert. 


§  45. 

I.  Die  Anzahl  der  Glieder  in  §  42.  (1)  sei  beliebig,  femer  <>  2, 
und  cu  hinreichend  klein,  und  zwar: 

t  


Nach  f  39  I  ^  (6),  ist 


0      in  9  m 

a     or  e  =  fl«. 

Es  folgt  hieraus: 

(1)  «  »     ^  -j/it;  >  1  je  nachdom  E>  1   (§  43.  UI.) 

<  < 

Bsple.:  1)  «  -=  3,  r  =  5.  2)  «  =  3,  r  «-  6. 

E>1  daher  v  >  1,  s  >  £  (S  44.  H) 

Anwendung.  Ist  /(a>)  —  0,   f'(co)  >  0, 

/"(«>)  >  0        /Hco)  N  N 

>0  teils  >.  <0  >Ü 

SO  gilt  (1)  für  jedes  c  =-Xi,  welches  hinreichend  nahe  auf  der  nega- 
tiven Seite  der  Wurzel  o  liegt. 

Ebenso  wenn 

/'(«»)  <  0,  /"((»)  <;ü^.^/H(tf)  >  u^^^^^^^A»)*^^"^  >  0. 

<0  Mb  >.  <0 

T«tt  UV.  27 
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II.  Jode  Gliederzahl  sei  >  2,  jedoch  nehme  bei  Modus  II. 
k  ^  ^„,2  uud  die  Ausdrücke  ly  und  kt  an.  (Bspl.  V.  in  §  41.  I.): 
d.  h.  es  soi  für  jedes  der  9  in  §  42. 

a)  Aq>Q 
WO 


Die  analogen  Bodiogaugen  bei  Modus  I.  sind  zasammongefasst  in 


CT"' 

(2)  >  Ol  -  prr^' 

Da 


9.  (r-0!^-g 

so  hat  (1)  die  Bedingungen  (2)  zur  Folge,  sodass  bei  Modas  I.  eben- 
falls nur  k  ^  kr  uud  k  =  kt  in  Betracht  kommen. 

Der  vorliegende  Fall  ist  somit  auf  den  in  g48.  znrttck- 
geführt. 

§  46. 

Wendet  man  S  8.,  Krit  ÜL  spedell  anf  die  Gorven 

%ix)^Fix)—kf(x)  an,  wo  a  >0,  /c  •=  (oder  <)  iS.g  felis 
/(^)  >  0  (siehe  §  35.  (2)),  so  erhiUt  man  folgende  Kriterien 
zar  Annfthernng  an  die  Wurzeln: 

1)  in  pos.  Sinne. 

liegt  zwischen  ast  nnd  x  —  ^^üe  Wnrzd  von  f(»)  —  0. 

2)  in  neg.  Sinne. 

Ist  <E|  >  «,  «  <  0  and  Gin)  <  0,  so  bat  /(«)  =  0  zwischen 

flCj  und  «  \ 


keine  Wurzel,  je  nachdem  x^^O. 


Digitized  by  Google 


Siehel:  UtaersuekungeH  übm-  algtAraück«  GUidkungen,  419 

Spedelle  Lfismigeii  sind: 
wo  I;  wie  oben,  und  zugleich  it/'C^i)  <  F*M  <d.  i.         >  0). 


Dio  bisherigen  Kriterien  lassen  sich  aoeb  auf  transceudente 
Gleichungen  ausdehnen,  wir  kommen  hierauf  nfther  zurUck. 


» 


t1* 
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XXVI. 

Neuer  EUipsograpli. 

Von 

Herrn  D.  Sidersky,  stud.  pbiL  in  Berlin. 


Das  Instrument  hat  dcD  Zweck,  eine  Ellipse  entweder  nach 
gegebenen  Achscnlängcn,  oder  weuu  eine  Achse  und  ein  Brennpunkt 
g^eben  sind,  zu  construiren. 

Dasselbe  beruht  auf  folgender  kinematischen  Betrachtnng: 

Man  nehme  zwei  einander  gleiche  Linien  AB  =  CD  (Fig.  1.) 
und  verbinde  sie  mit  einander  durch  zwei  andere  (längere  als  die 
ersten)  einander  kreuzende  Linien  AD  —  BC\  so  wird  man  leicht 
bemerken,  dass,  wenn  man  eine  der  kürzeren  Linien,  z.  B.  AB^  fest- 
hält und  die  zweite,  nämlieh  C!D,  in  Bewegung  bringt,  das  Yiereck 
ABCD  immer  ein  gleichschenkliges  Trapez  bildet,  dessen  Schenkel 
AB  und  CDy  und  dessen  Diagonalen  AD  und  BC  sind.  Beieichnet 
man  den  Durchschnittspunkt  der  Diagonalen  mit  JS,  so  wird  AE  »  CE 
und  SE  «=»  DE  sein;  weshalb 

AE-\-nh      AK-\-lJK  =  AÜ, 

d.  h.  die  Summe  der  Entfernungen  des  Punktes  E  von  A  und  D  ist 
immer  constant  und  zwar  gleich  einer  der  Diagonalen  AD  =  BC. 
Also  ist  der  geometrische  Ort  des  Punktes  E  eine  Ellipse,  deren 
iC-Achse     AD  ^  BC,  und  deren  Brennpunkte  A  und  B  sind. 

Der  EUipsograph  besteht  ans  vier  platten  Stftben,  welche  paar- 
weise gleich  sind,  von  denen  AB  ^CD  die  kürzeren,  und  AD  —  BC 
die  l&ngereu  sind.  Die  Breite  aber,  sowie  die  Stärke  sind  bei  allen 
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gleich,  und  zwar  die  Stärke  =^  der  Breite.  An  einer  der  Ecken 
hat  jeder  Stab  eine  kleine  Charnieröffiiung,  und  zwar:  AB  und  BC 
in  jK,  ad  und  CD  in  D.  In  einer  geringen  Entfernung  von  dieser 
Oeffonng,  wie  in  Fig.  2.  dargestellt  ist,  hat  jeder  Stab  einen  langen 
prismatischen  Schlitz,  dessen  Breite  =  \  der  Breite  des  Stabes  ist, 
so,  dass  durch  die  Kanten  des  Schlitzes  die  Breite  des  Stabes  in 
gleiche  Teile  geteilt  ist  Dieser  prismatische  Schlitz  verlängert  sich 
Ms  zu  einem  kleinen  Abstände  von  der  Ecke  des  Stabes.  Die  Stftbe 
AB  und  BC  (Fig.  3.)  sind  mittelst  eines  nach  Fig.  5.  eingerichteten 
Charniers  in  B  verbunden.  P^bcnso  sind  AD  und  CD  durch  ein 
solches  Charnior,  über  dessen  Eigenschaften  noch  weiter  gesprochen 
wird,  in  D  verbunden.  Die  Verbindung  der  Stäbe  AB  und  AD  in 
A,  sowie  die  YerljindnnjT  der  Stäbe  BC  und  (JD  in  ist  aber  auf 
eint'  andere  Art  einrr«  richtet,  nämlich  diirch  dazu  geeignete  Vorrich- 
tungen. Letztere  bestehen,  wie  Fig.  4.  anzeigt,  aus  zwei  auf  ein- 
ander liegenden  Kuben  a  und  die  in  den  prisniati-schen  Schlitzen 
der  Stäbe  genau  einpassen,  aber  auch  herumgeschoben  werden  können. 
Auf  der  oberen  Ebene  des  obenliegcnden,  sowie  auf  der  unteren  Ebene 
des  nntenliegenden  Kubus  ist  eine  dttnne  Platte  befestigt,  deren  Breite 
dem  Enbns  gleich  ist;  die  Länge  aber  ist  der  Breite  des  Stabes  gleich 
und  hat  an  einem  der  Enden  eine  rechtwinklig  ansgebogene,  quadrat- 
förmige  Verlängerung,  in  welcher  eine  kleine  Schraube  e  sitzt  Jeder 
Kubus  in  dem  Schlitze  jedes  Stabes  und  die  auf  ihm  befestigte 
Platte  bedeckt  ein  wenig  die  Breite  und  die  Stärke  des  Stabes  (von 
einer  Seite).  Mittelst  der  Si  hraube  c  kann  der  Kubus  a  an  einer 
beliebigen  Stelle  des  Sclilit2es  befestigt  werden.  Die  beiden  Kuben 
a  und  ,  von  welchen  n  im  Schlitze  des  Stabes  AD,  und  im 
Schlitze  des  Stabes  An  herumcresrhob(Mi  wird,  sind  miteinander  durch 
ein  einfaches  Charnier  verbuiiden,  \V(ulureli  AB  und  AD  um  den 
durch  diese  Vorrichtung  fostgost'dlten  Punkt  A  sich  frei  herumdrehen 
könuen.  Ebenso  sind  BC  und  CD  durch  ein  in  ihren  Schlitzen 
herumgeführtes  Charnier  verbunden.  Also  kann  man  die  Länge  der 
Entfernungen  AB,  CD^  AD  und  BC^  ganz  beliebig  bestimmen. 

Die  Lage  der  Stäbe  ist  folgende:  AB  und  BC  liegen  auf  AB 
und  unter  CD,  und  kreuzen  einander;  und  zwar  liegt  AD  unter  BC. 
Im  Kreuznngspnnkte  K  d(T  Schlitze  der  Stäbe  AD  und  BC  sitzt 
eine,  ans  zwei  auf  eiuanderstehenden,  in  die  Schlitze  genan  passen- 
den, durch  ein  Charnier  mit  einander  verbundenen  Cyliudern  be- 
stehende Vorrii  htuug  (Fig.  0  ),  bei  welcher  von  oben.  d.  h.  über  dem 
in  BC  gehenden  Cyliniler,  ein  Griff,  und  von  unten,  nämlich  unter 
dem  in  AD  gcliendcn  Cviiuder  eine  Stelle  für  Bleistift,  Reissi'cder  etc. 
augebracht  sind.  Das  feslsitzendc  Charnier  B^  und  das  in  den  Schlitzen 
der  Stäbe  AB  uud  AD  herumführende  Charnier  A^  besitzen  von  unten 
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zwei  Stifte  (oder  Nadeln),  welche  daza  dienen,  das  Instrument  auf 
dem  Papier  festzuhalten. 

Um  die  Ellipse  nach  den  gegebenen  Achsen  zu  zeichnen,  macht 
man  AD  —  BC—  der  grossen  Achse,  und  AB  —  CD  =  dem  Ab- 
stände der  beiden  Brennpunkte  der  betreffenden  Ellipse  (was  leicht 
zu  finden  ist,  wenn  die  Achsen  bekannt  sind).  Dann  setzt  man  die 
Stifte  A  und  B  in  die  Brennpunkte  ein  und  bringt  den  Punkt  E  in 
Bewegung,  wodurch  der  untensitzende  Bleistift  (oder  Reissfeder)  die 
Ellipse  beschreibt. 

Es  ist  noch  zu  bemerken,  dass,  wenn  E  m  die  Endpunkte  der 
grossen  Achse  fallen  soll,  die  Punkte  A,  B^  C,  D  und  E  in  einer 
graden  Linie  liegen  müssen,  d.  h.  je  zwei  Stäbe  müssen  die  andern 
zwei  vollständig  bedecken.  Das  kann  aber  nur  in  einem  Falle  ge- 
schehn,  nämlich,  wenn  A  seine  Stellung  zwischen  B  und  C  nimmt, 
d.  h.  wenn  E  in  den  bei  A  betindlichen  Endpunkt  fallt.  Tni  zweiten 
Falle,  d.  h.  wenn  B  zwischen  A  und  D  kommen  soll,  kann  der  Stab 
AD  wegen  des  Charniers  B  nicht  genau  uutcr  BC  hinuntergehen 
und  die  Ellipse  wird  nicbt  mit  einem  Male  beschrieben  werden  kön- 
nen. Um  dieser  Unbequemlichkeit  auszuweichen  sind  für  B  und  D 
geeignete  Ghamiere  nach  Flg.  5.  dng^chtet;  d.  h.  jedes  Gbamier 
ist  von  beiden  Seiten  knrbelartig;  die  äusseren  Teile  des  Stiftes 
nftmlich,  die  in  den  Oefinongen  der  Stttbe  sitzen,  liegen  in  einer 
graden  liinie,  der  mittelste  Teil  aber  ist  durch  zwei  Querlinien  mit 
den  äusseren  verbunden,  so  dass  AD  zwischen  die  Querlinien  kom- 
mend, vollständig  genau  auf  AB  und  unter  BC  liegen  kann.  Die 
Länge  der  Querlinien  ist  etwas  grösser  als  die  Hälfte  der  Breite  der 
Stäbe  und  die  Cliarnicre  sind  so  eingerichtet,  dass  sie  bei  leichtem 
Druck  in  Bewegung  kommen. 
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XXVU. 

Miscellen. 


1. 

Bemerkungen  betreffend  die  Auflösung  eines  Knotens 
in  rierter  Dimension. 

Im  T.'«:vxiy.  Bande  der  Sitzungsberidite  der  k.  böhmischen  Aka- 
demie der  Wissenschaften  erschien  kOrzlich  ein  Artikel  von  H.  Dnrdge: 
„Ueber  die  Hoppe'sche  Enotencnnre.**  Sie  schliesst  sich  an  meinen 
Artikel,  T.  LXIV.  des  Archiys  S.  224.  „Gldchnng  der  Onrre  eines 
Bandes  mit  nnanflösbarem  Knoten  nebst  AnflGsnng  in  4  Dimension**, 
an  nnd  untorsucbt  mehrere  Fragen,  auf  die  jener  nicht  eingegangen 
Trar.  Namentlich  ist  darin  der  Nachweis  geführt,  dass  die  Carve  bei 
Uebergang  in  den  Kreis  im  Dreidimensionenranm  einmal  und  nur 
einmal  einen  Doppelpunkt  bildon  muss,  und  dieser  analytisch  dar- 
gestellt. Wird  hierdurch  die  üntcrsuehuiii?  wesentlich  vervollständigt, 
so  scheint  mir  dagegen  der  vorhergehende  Nachweis,  dass  der  allen 
4  Coordinaten  bcigegehcne  Factor  /(O,  welcher  zur  Erhaltung  der 
unveränderten  Länge  der  Curve  dient ,  nicht  unendlich  gross  wird, 
eher  entbehrlich.  Der  gedachte  Fall  würde  der  einer  Curve  sein, 
die  in  ehien  Punkt  degenerirt,  was  schon  ohnedies  unzulässig  ist, 
nnd  sichtlich  nie  eintritt,  weil  f&r  keinen  Wert  von  t  alle  Coordina- 
ten nnabhfingig  von  u  werden. 

Sehr  erwünscht  musste  es  mir  sein,  dass  der  Verfasser,  und 
zwar  gleich  anfangs,  einen  Fehler  zur  Anzeige  bringt.  Die  1.  Coor- 
dinate  ist  nämlich  angegeben  mj  =  uyi.\\tf{t).  Da  dieser  Ausdruck 
während  des  Uebergangs  nie  auf  seinen  Aufaugswert  zurückkommt, 
so  ist  die  Curve  ebenso  lange  nicht  geschlossen. 
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Der  Fehler  ist  am  einfachsten  dadarch  zu  berichtigen,  dass  man 
setzt: 

w  =»  sinwsmi/CO 

Da  jedoch  alsdann  die  Goordinate  im  Intervall  der  u  jeden  Wert 
zweimal  annimmt,  so  wird  der  Nachweis  erford^lich,  dass  den  2  Wer- 
ten von  u  kein  Doppclpunkt  entspricht,  d.  h.  dass  nicht  gleichzeitig 
j-,  !/,  z  ihre  Werte  bcltaltcn,  wenn  man  — cos«  fttr  cos»  snbstituirt 
Die  2  Werte  von  x  haben  die  Differenz 

C08l»(3  +  C080/tO 

die  nur  für  w  R  od<T  u  — ^  3R  vorschwindet.  Für  beide  aber 
fallen  die  2  Werte  von  u  selbst  zusammeu,  so  dass  kein  Doppel- 
punkt entsteht 

Femer  ist  ein  Einwand  zn  nntersnchen,  der  mir  mündlich  zu- 
gekommen ist  Man  kann  n&mlich  fragen,  ob  das,  was  von  der  Cnnro 
als  Repräsentant  des  Bandes  nachgewiesen  ist,  sich  auch  anf  das 
körperliche  Band  anwenden  lässt 

Wir  denken  das  Band  als  eine  Schnur  von  kreisförmigem  Quer- 
schnitt, jene  Gurve  als  ihre  MitteUinie.  Die  bisher  angenommene 
Undehnbarkeit  kann  hier  nm  der  Biegung  willen  nicht  beibehalten 
werden.  Dann  ist  der  Factor  f(t)  flberflüssig  und  sei  =  1.  Aussei^ 
dem  steht  einer  Torsion  der  Schnur  bei  unverändertem  Querschnitt 
dann  nichts  entgegen. 

Zuerst  ist  zu  frageu,  ob  die  Gestalt  der  Mittellinie  eine  Durch- 
dringung verschiedener  Teile  der  Schnur  zur  Folge  hat  Da  die 
Minima  der  Sehnen  zwischen  Punkten  der  Mittellinie,  die  durch 
endlichen  Bogen  getrennt  sind,  nnr  endlich  oder  null  sein  können, 
letzterer  Fall  schon  bei  der  Bestimmung  der  Mittellinie  ausgeschlossen 
ist,  so  kann  bei  hinreichender  Dünne  der  Schnur  eine  Durchdringung 
nicht  eintreten.  Bei  Sehnen,  welche  zugleich  mit  dem  Bogen  ver- 
schwinden, ist  der  Fall  der  notwendigen  Durchdringung  nur  denkbar, 
wenn  der  Bogen  einen  Rückkehrpuiikt  cntliält.  Ein  Rückkehrpunkt 
setzt  voraus,  dass  er.  8?/,  dz,  dw  zugleich  verschwinden.  Für  öw"=0 
wird  cosu  =  0,  gleichzeitig  hiermit 

da;  —  q:^(3-f  cosOdt» 

folglich  tritt  während  der  Variation  der  Curve  nie  ein  Rückkohrpunkt 
ein;  zu  Antaug  und  zu  Ende  derselben  ist  dies  schon  vorher  bekannt. 

Eine  zweite  Frage  ist,  ob  das  stetige  Angrenzen  der  Teile  der 
Schnur  während  der  Variation  fortbestehen  kann.  Die  Anordnung 
der  Körperelcmeute  zu  Anfang  und  zu  £nde  kann  man,  solange 
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man  von  der  Schliessung  absieht,  so  denken ,  dass  die  Schnur  aus 
unendlich  vieh'ii  Fä(ieu  besteht,  die  der  Mittellinie  parallel  sind,  und 
ihren  Abstaud  von  derselben  nie  ändern.  Im  Artikel  XXIII.  ist  ge- 
zeigt, dass  eine  gleiche  Coustruction  auch  hei  4  Dimensionen  für 
eine  bcliobigo  dreifach  gekrümmte  Curve  möglich  ist.  Lässt  man 
also  die  Auordtmng  während  der  Variation  fortbestehen,  so  wird  das 
Angrenzen  der  Elemente  weder  longitndinal  noch  transTersal  verändert 

Die  Anordnung  bedarf  jedoch  einer  Moditlcatiou,  wenn  man  in 
Betracht  zieht,  dass  Anfang  und  Ende  der  Schnur  fest  verbunden 
sind.  Ist  die  Mittellinie  ein  Kreis,  wie  sie  zuletzt  werden  soll,  so 
sind  offenbar  auch  alle  Parallelen  Kreise,  Anfang  und  Ende  jedes 
Fadens  fallen  zusammen.  Dass  auch  die  Parallelen  der  ursprüng- 
lichen Mittellinie  nach  zweiter  Erreichung  des  Querschnitts,  von  dem 
sie  ausgegangCD,  in  ihrem  Ausgangspunkte  eintreffen,  ist  weoigsteiis 
kein  Grand  ersichtlich.  Ist  es  nicht  der  Fall,  so  ist  der  stetige 
Uebergang  ans  dem  ursprünglichen  Zustand  in  den  schliesslichen  un- 
möglich. Ja  sogar  der  FaU  ist  unzulässig,  wo  zwar  alle  Parallelen 
geschlossene  Curvcn  sind,  aber  erst  nach  einer  oder  mehreren  Win- 
dungen um  die  Schnur  ihron  Ausgangspunkt  wledererreicben. 

Nehmen  wir  an,  dass  eine  vom  Punkte  (c,  <p)  ausgehende  Paral- 
lele zur  Zeit  t  nach  Durcblaufnng  der  Schnur  in  den  Punkt  (es,  tp•^-S) 
fUlt,  wo  6  positiv  oder  negativ,  •<  oder  =  oder     4R  sein  kann, 

so  lässt  sich  der  Endpunkt  durch  Rotation  des  Endschnitts  s  ^  l 
um  den  Winkel  — ö  auf  den  Anfangspunkt  («^  9)  zurückführen,  und 
wenn  man  zugleich  allen  Querschnitten  eine  proportionale  Rotation, 

d.  h.  um  den  Winkel  — y   erteilt,  so  erhält  man  diejenige  tordirte 

Lage  der  Schnur,  in  welche  sie  kommen  muss,  wenn  sie  von  der 
circuiäi'ea  Riugform  aus  bis  zu  der  Kuotcucurvu  deformirt  wird. 

Geht  man  umgekehrt  von  der  anfänglich  gegebenen  Enotenform 
aus,  so  sind,  wenn  (yt/z)  der  laufende  Punkt  der  Mittellinie,  (xf^QZ^) 
der  entsprechende  einer  beliebigen  Parallele  im  Abstand  c  ist,  die 
Gleichungen  der  letztem: 

—  a-^eiXeos  ~  ^  Bintp) ;  etc.  (1) 

und  zwar  bedeuten  anfänglich,  also  im  Räume,  AT  und  A',  die  Rich- 
tungscüsiuus  der  Haui)t-  und  IJinorniah»,      den  Torsionswinkel. 

Wir  mttssen  nun  auf  den  Fall  Rücksicht  nehmen,  dass  eine  Pa- 
rallele einen  geschlossenen  Faden  nicht  repräsentirt  oder,  wenn  es 
der  Fall  ist,  mit  der  Mittellinie  im  Kettennexus  steht,  geben  also, 

wie  oben  gezeigt,  durch  Substitution  von  9— y  fttr  9  allen  Normal- 
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schnitten  die  genügenden  Kotationeu,  welche  den  Anschluss  ohne 
Kettfiiuiexiis  herbeiführt  Dann  werden  die  Qtelehiingeii  e^im  Fatos: 

ass  flj-f-c  I Z cos ^g)  —      —  -X,  sin  (9'"" ^^)]  i  ^  (^) 

Dieselbe  Form  besteht  fort,  irenn  bei  der  DeformatioB  die  Hittel- 
linio  in  4  Dimension  ausweichend  drei&ch  gekrflmmt  wird.  Denn 
in  dem  dt  Art  XXIIL  ist  gezeigt,  dass  die  Parallele  einer  dreifach 
gekrümmten  Cnrve  Gleichungen  von  der  Form  (1),  nur  mit  andrer 
Bedentong  von  JE,  JT,,  9,  bat  nnd  durch  Hinznfügang  eines  dem  Bo- 
gen proportionalen  Incrementes  zu  <p  in  eine,  die  Urcurve  in  con- 
stantem  Abstand  umwindende  Curvo  übergebt.  Die  Grösse  S  ist  dann 
Function  der  Zeit  t  und  verschwindet  am  Ende  des  ganzen  Vorgangs. 

Betrachtet  man  jetst  in  61.  (2)  ^,  0  als  Parameter,  so  wird, 
wenn  «  von  0  bis  I,  9  von  0  bis  4R,  e  Ton  0  bis  zum  Radius  des 

Querschnitts  variirt,  für  jeden  Zeitpunkt  des  Uebergangs  der  dnreh 
(2)  bestimmte  Punkt  (x^y^z^)  das  ganze  Volum  der  Schnur  erzeugen, 
nnd  die  materiell  identisehen  Elemente  die  ganze  Zeit  hindurch  in 
gleicher  Ordnung  auf  einander  folgen.  Hiermit  ist  aiuh  d\o  zweite 
Frage  erledigt  und  bewiesen,  dass  die  körperliche  Schnur,  als  dehn- 
bar und  tordirbar,  aber  mit  unveränderlichem,  normal  bleibendem 
Querschnitt  gedacht,  die  Bedingungen  der  Knotenauflösaug  erfüllt 

B.  Hoppe. 


2. 

Znrtekftthmng  der  vollst  iludi  gen  Oleichung  vierten  Grades 
auf  eine  reelprofce  CUeiehnng  swelten  Grades. 

Die  Gleichung  vierten  Grades  sei 
Hat  man 

1  #2  1 

so  argiabt  sich 


Setzt  man  in  Nr.  1) 


»> »  — • 
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so  entsteht  nach  Fortschaffuüg  der  Neuner: 

Diese  Gleichung  nach  x  geordnet  giebt 

o;  x  -j-ax   ^  |-  2  >  4 

Diese  Gleichung  ist  mit  der  Gleiebung  Kr.  1)  identisch,  wenn 

6)  4(25-|-ü)4-a«  — «2  =  4ä 

7)  2as-\-{a  —  t^)v       =  2c 

8)  (2*4-«)»— =»4<i. 


Ans  6)  folgt: 


oder  wenn  mau 


4i  —     —  A  setzt: 


9)  %-\-v 
Ans  Nr.  9)  und  7)  ergiebt  sich 


4 


oder  wenn 


4*^ 


aA—^  »  £  gesetzt  wird, 
10) 

Setzt  mau  die  Werte  von  2«+ü  und  v  aus  Nr.  9)  und  10)  in  Nr.  ö) 
ein,  so  ergiebt  sich 

11)   (*»+^)2**  —  (a<8-f  Ä)a  =  64A« 

oder  geordnet: 

12)  «»-1.(2^— a*)«*-|-(il«— 2aÄ— 64d)<»— B«  — 0. 

Aus  welcher  Gleichung     bestimmt  werden  kann. 
Ans  Nr.  2)  nnd  3)  hat  man: 

 g-  Oder 
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13)  ^+(iii^f«±|-?l±i:.  ffieraue 

14)  a,  -  \{^{aTt)  ±  y±8K-.8(2*+i»)-f-(aT*)*)- 
Führt  man  für  v  und  2«-ft^  die  früher  gefandencu  Werte  ein 

16)  "-i  (-  («T  0  ±  |/±  Hie^b?)  _  2(««+^)  +  (aT «)') 
oder  nach  einer  einfachen  Umformang; 

-  i  (- («±0  ±  J/±  y -««-(24-««)). 

«*— 6ir»+12«s«— 14«-f-8  =  0, 

«ß— 12<*-|-432i»— 16()Ü  =  0;   «»  —  4. 


AB 

Ist 

80  wird 


Die  Werte  von  tr  werden 

2±y3  und  l±»y2. 

Für  (Ion  Fall,  dass  die  Gleichung  vierton  Grades  oiuo  roducirte  ist, 
also  0  =  0  wird,  ergiebt  sich,  wenn  man  in  der  Rcsolvcuto  ^  43* 
setzt 

16)  264-2624  +  (4«— 4<i)3«— «»  — 0  und 

17)  ar-  j(±.±J/t~-«^-26). 

Die  Gleiehnngen  Nr.  16)  und  17)  sind  dieselben  wie  bei  der  Am- 
pöre*8chen  Formel. 

Ich  füge  noch  einige  Bemorkungen  über  die  Zorloguug  der  Glei- 
chung vierten  Grades  in  Factorcu  zweiten  Grades  bei. 

Wenn 

fls*-|-'"*'+*»*+<»+<'  (»*+tt«+j>)(«*4*«»+5) 
ist,  so  mnss: 

18)  «+»  =  a 

qu  -\-pv  —  e 

ttv '=  h — (p-\-q)  und  p.q  =  d  sein. 

Damit  die  Gleichungen  in  Nr.  18)  zasammon  bestehen  können,  mnss 
die  Determinante: 


19)      T'',  ^''"''1=0 


sein,  alsdann  ist 
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Setzt  maE  in 

f«^6«'+12a:>— 146+3  =  0,  da  ^  =  8.1 
p  =  3  asd  s  — 1, 

so  ergiebt  Bich 

 A  41 

-8,   8j  ^' 

also 

fflS*— 6«3-i-l2x=*--14«+3  -         2a4-3)(»»  — 4a;-|-l). 

Ist  die  Gl^chmig  vierten  Grades  redndrt,  also  a  —  0,  so  hat  man 
nach  Nr.  18)  und  19)  zur  Bestimmung  von  p  nnd  q  die  folgenden 
Gleichungen: 

21)  (p — «)*(j>+« — h)  —     und  p.g  —  d  oder 
((pH-9)*~-^)(p+«-»)  « 

Setzt  mau  p-fa  =  ^       beachtet,  dass  pq  ^  </,  so  orhält  man: 


oder  geordnet: 

23)  4<i5-f-4id—c2  —  0. 

Man  hat  alsdann 

24)    «*+6a;^+ca:4-rf  =»  +1»)  (»*-f  ^IZ^«  +  «)• 

bt  a  nicht  gleich  Null,  so  hat  mau  wegen 

die  Resolvente 

a«rf— oö-f    «        4d)(»— i) 

oder  geordnet 

Kiol,  den  15.  Nov.  1879. 

Ligowski. 


3. 

Lttsiiug  einer  Classc  von  Aufgaben  der  Sphärik. 

Es  seien  a,  6,  c  die  drei  Seiten  nnd  a,  y  die  entsprechend 
gegenttberliogenden  Winkel  eines  sphärischen  Dreiecks,  in  welchem 
gegeben  sind 
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a-\-'a^  2Ä  «-|-a  2il 

J)  ß'^b'^2B     oder     II)  ß-^b^üB 
y4-e  —  2C  y—c— 2<7 

a-}-a  =  2A  a  —  a  =  2A 

Oder  ni)  ß—b'-»  2B    oder     lY)  ß—b-^^B 
y_0«.2(7  y— c— 2C 

so  setze  mau 

im  Falle  I): 

A-^B+C  n 
 2  ^4+^ 

2Vamö<iOB(A—d)co%iB—ö)  cos(C—6) 
tgqp  «  t^^cosl;  tgl}  —  tg^cosl;  tg#  tgC'coal 

so  wird 

a  — ^ — g> '    b^B — ij '     c  =  C — ^ 


im  Falle  II): 

Ä+B-\-C  n  .  - 
 2  =  4-*-* 


_  2y8md8in(^— ^)8in(Jg  — a)C08(C->g) 
siniisin^cosC 

tgC 

t«9  =  sm|tgil;  tgii  =  sm|tgiöi    *ß^  =  üi| 

80  wird 

im  Falle  III): 

 2  -4+^ 

^  2yco8ge08(^  —  d)  cos(^— d)  8in(C--  6) 
siiiilsinfGosC 


so  wird 


flf-9»+^.     jJ-,+B.  y-C+* 


im  Falle  lY): 

-^1  =  ^-4 

.  _  2yco8<8in(d— il)8in(J«-'fl)BiB(^— C) 
COB  A  cos  BeoBC 

»gV-^aj'  «M-sil' 

80  wird 

Zur  allgcmciiipn  Entwickclung  bedeuten  «,  «"  drei  Werte, 
welche  entweder  -{-1  oder  —1  sind. 

Ist  nnn  gegeben: 
80  setze  man: 

ferner: 

o^  sing  sinft  sine  _ 

^  sin«     sin/? "~  siny * 

so  folgt  ans  3)  nnd  3) 

*«^=rFÄ*«^i  tg^^j^^-^tgi^i  tg^„__tgc 

Nun  setze  man  aas  2)  die  Worte  von  a,  a,  ^,  6,  y,  c  in  die  Gagnioii- 
sehe  Gleichung 

cosacos6cosy4~^s^c<^si^cosc     sinasin/S — sinasin^ 

so  erhält  man: 

(cosul  OOS  j9  cns  ^  OOS  i| -f- sinil  sin  i?  sin  9  sin  i7)cosCcos^ 
— (sin  ^  cos  5  sin  cos  17  -}-  cos  ^  sin  J9  cos  9  sin  i})8inCsin  ^  =: 

(sin  AwaBeoB(pcoBii'\'eoBAooBBtm^sisiiill) 
H-(608ilsin^sin9C0Si}-f:SinjäG08^00S9sini7) 

oder 
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l+tg-4tg-ötgg»tg^  — (tgiltg(p+tg-ötgiy)tgCtg*  — 

cosCcos«      \    2    y  cosCcos»      V    2  / 

Führt  mau  in  diese  Gleichung  die  Werte  von  tggo,  tgj^,  tg^  aus  4) 
ein,  so  erhält  mau : 

+  {  T  -j  -Sic"  Vi+ä +iHF?*j  |/  ^  +  li+7^j  's 

Es  ist  jetzt  zu  setzen  im  Falle: 

««1  «=1  «—1  t  =  —  1 

I)  «'==1      H)  «'«1      m)  «'--1    IV)  «'  —  1 

«"-1  e"  1  «"-.-1   1 

Da  die  weitere  Boliaiullung  dieser  einzelnen  Fälle  eine  ganz  ähnliche 
ist,  so  wird  es  ausreichen,  den  ersten  derselben  durchzuführen. 

Im  Falle  I)  erhält  man  ans  5)  die  Gleicbaog: 

oder 

Hieraus  folgt: 

(j^)*— 1  =  tg»^tg*C+tg«Ätg«C+tg«^tg»Ä+21g«^tg«Btg»C 

^  COSA  cosi^  cosC 

Sei  der  Kürze  wegen  die  linke  Seite  « tg^l,  so  wird  nach  leiehter 
Umformong: 

tg*| .  cosM  eos*Ä cos'C  =  (sin  c  i_  sin il  sin     — cos'^l  co8*ir 
Setzt  man  hier 
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80  erhftlt  man  entweder 

tg*|C0S*-4C0S^i/  COS=^C'=  4sinÖ€0S(yl  — Ö)  COS(i^  — 6)c'0S(C'— Ä) 

oder  =  4  cos  (J  sin  (A  —  <5)  sin  (d  —  B)  sin  (A  —  6) 

Ans  der  ersten  Gleichung  folgt: 


^     2y8iüdco8  jA  —  d)cos  {B—  d)  cos^C—  d) 
^  cos-^lcosi^cosC 

Die  zweite  Ldsang  ist  zu  verwerfen,  da  sie  auf  ein  Dreieck  fikhrt 
mit  den  Seiten  o,  5,  0  und  den  Winkeln  tc—o,  ßy  n-^y. 

Auf  dieselbe  Weise  lassen  sich  die  Lösungen  fttr  die  andern 
Falle  herleiten.  Meissel. 


4. 

Die  Summe  grlcicliartiß-er  Potenzen  Yon  den  Wurzeln  einer 
algebraischen  Glcichun!?  als  Function  der  Ooefflcientcu  derselben 
(xleieJiuug  und  umgekehrt.   (Neue  Methode  der  Ableitung). 

I.  Bezeichncu  wir  die  Summe  der  Vaiialioncn  rter  Classc  von 
den  Elementen  e,,     . . .  Sn  mit  Vr: 

bezeichnen  wir  femer  die  Snmme  der  Variationen  rter  Glasse  von 
den  Elementen  Cj,  . . .  tt-i,  c<h>i  . . .  t«  mit  Vr^i  so  haben  wir 
dann  die  Identität 

Vk+i  -  Ve,F»,M  (1) 

als  mathematischen  Ausdruck  des  Satzes,  dass  aus  den  Variationen 
itcr  Ciasso  die  Variationen  (^--f-Utor  Classc  gebildet  werden,  indem 
man  zu  jeder  Variation  jedes  Element  setzt,  das  sie  noch  nicht  ent- 
hält. Ferner  haben  wir 

Wenn  nämlich  e«  als  1  ter,  2ter  . . .  iter  Factor  zu  allen  Complexioncn 
von  Vk-.i,H  hinzugefügt  wird,  so  entstehen  dieTanationen  ibter  Glasse, 
welche  enthalten.  Die  k  Complezionen  i&ten  Grades  aber,  welche 
Ton  derselben  Gomplezionen  (1;— l)ten  Grades  entstehen,  sind  ein- 


Teil  LXT. 


SS 


4S4 


ander  gleich,  und  folglich  ist  Ä  f«!';-!  „  Jiloich  der  Summe  der  Va- 
riationen hier  Classe ,  welche  £„  enthalten.  Da  I  *,«  hingegen  die 
Summe  der  Variationen  /,  ter  Classe  repräsentirt,  welche  das  Element 
e«i  uicht  euthalteu;  so  ist  diu  Kichtigkeit  yüu  (2)  klar. 


Ava  (2)  folgt 


•      •      •  • 


Vermöge  dieaer  fielationen  gebt  (1)  aber  in 

H-  ...  4-(-l)*A:(ifc-l)  ...  2.12;£^+»  (3) 
II.  lietrachteu  wir  jetzt  Cj,     •  •  •     als  Wurzeln  der  Gleicbnng 

Da  Vr     rlCr,  so  hat  mau  als  Cousequenz  von  Relation  (3) 

Schreiben  wir  mm  nach  einander  0,  1,  2  . . .  k — 1  an  die  Stelle 
Ton  k^  80  erhalten  irir,  wenn  zor  Abkflrzung  2§n*  -*  Sr  gesetzt  wird 


oder 


•     •  • 


foi^ 


C,  1 


0 

1 


0 
0 

1 


kCk    O-l    a-2    Qt-9  . 
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£x  1  0 


0 
0 
3 


£k     ^k-l  ^i-S 


J.  Farkas. 


5. 


Mittlerer  vcrticaler  Druck  des  syuimetrischeu 
Pcudel»  auf  sciuc  Axc. 


Ich  betniehte  hier  als  symmotrisch  ein  jedes  Pendel,  dessea 
sämmtlicbe,  zur  Aze  senkrechte  Schichten  ihre  Schwerpunkte  in 
einer  und  derselben  Ebene  der  Axe  haben. 

I.  Ist  (i  der  Abstand  des  Schwingungspunktes  von  der  Axe,  und 
bekommt  das  ruhende  Pomiel  eine  momentane  horizontale  Winkel- 
geschwindigkeit v,  so  ist  die  ADtangsgeschwiudigkoit  des  Schwingungs- 
punktes Qir.  Setzen  wir  gu-  =  V2a*',  wo  a  die  Acceleratiou  bedeuten 
möge,  so  hat  das  Pendel  dann  bei  einem  Ausscblagswiukcl  q)  die 
Winkelgoscbwiudigkeit 


Ist  m  die  Masse  einer  unendlich  dUnnen,  zur  Axe  senkrechten 
Scheibe  und  r  der  Abstand  des  Schwerpunktes  derselben  von  der  Aze, 


die  Fliehkraft  deraelbeD,  deren  Bichtung  mit  der  Geraden  zusammen» 
fiUlt,  welche  vom  Schwerpunkte  auf  der  Aze  senkrecht  steht  Die 
verticale  Gomponente  dieser  Kraft  und  des  Gewichtes  der  Scheibe 
sind  fcoBfp  und  macosV ;  folglich  ist  der  verticale  Druck  der  Scheibe 
bei  dem  Ausschlagswinkel  <p 


»  ■*  ;-V'2a{«  —  ß(l  — cos^)}- 


80  ist 


her  verticale  Druck  des  ganzen  Pendels  ist  also 
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wo  /'  offenbar  das  Gewicht  des  ganzen  Pendels  bedeutet.  Ist  er  der 
Abstand  dos  Schworpuuktes  des  gauzou  Peudels  von  der  Axe,  so  ist 

a£mr  =  aP,  Schreiben  wir  noch  zur  AbkflrzoDg  =  «,  als* 
dann  haben  irir 

a 

5  a=  2P  -  (C08g>+tt)C08y-|-/'C08*9  *). 

Die  Daner  dieses  Druckes  ist 


2o  ycosqp-j-w' 

Der  mittlere  verticale  Druck  Q  w&hrend  der  Zeit  die  erforderlich 
ist,  nm  zn  dem  Ansschlagswinkel  9  zn  gelangen,  ist  g^ben  durch 

t 


folglich  haben  wir 


(1) 

^-TKü/  cos9Vcosg,+«c^9-f--(/2^^  V^S^*^* 
Dies  darf  anch  so  geschrieben  werden 
_  /3eo6Vfg»eo»y- 1  ^    ,  £ l/I 

CO 

ainV 


.  _P0?— ff)  /*  rin»y 
«y2a^  y  ycosg?-|-tt 


0 

wOTon  man  sich  wohl  sehr  laicht  ttberzeogen  kann.  Ferner  hat  man 

3C08*<p+2MC08g>  — 1  ,       ...     ^/  , 

 ^7 —       —  dq>  =  2d{amq>  ycosqo-i"")) 

yco8^p+« 

VcosIHF»  r 

also 


*)  a  >  0,  da  im  Falle  9  =  0  die  irertieale  Compoiieiite  dei  Gewichtes 
coqstant  P  ist. 
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(2) 

Q  — PH — 7  1/ --8m9>ycoa9P+tt  "-a— -  /  -7^=-^=^  <|y 

'    t  r  oQ     ^       ^  iy2ä^  J  Vcosy+i* 

II.  Untersuchen  wir  jetzt  die  zwei  besondereu  Fälle,  weuu  ttäm- 
Ucb  « <C  &f  £  i«,  wo  im  ersten  Falle  das  Pendel  rabig  hin  und 
her  sdmingt,  im  sweiteii  tüm  dandbe  Imtliidig  im  Krdse  herum- 
läuft. 

1.  Gesetzt  «<C^  zwar  «  =  ^(1— cosa),  eo  hat  man 
u  -»^-^  s  ~  cos«,  und  ftlr  eine  halbe  Schwingimg  erhalten  nit 

ty^aQj  ycosqp— cos« 
Schreibt  mau  siu^      Bm^sinipj  so  kommt 


Ol  «  ^-'4P^^%iu''^^  8in«^|/l-8iBi|8in»,^d,|,  (3) 

oder 

-P-  2p(l  -  ^)  8in^  X  ^ 
1.3  .  .  4«   l/i:?Vy  •  6?   l/l-3.5\nr.9  .  £ 

Aus  (3)  liest  man  unmittelbar  dcu  Satz: 

Der  mittlere  verticale  Druck  des  rnhig-hin  und  her 
schwingenden  physischen  Pendels  ist  während  einer 
halben  Schwingung  kleiner  als  sein  Gewicht 

Wenn  q  '=>     dann  wird      —  P,  das  ist: 

Der  mittlere  verticale  Druck  des  ruhig  hin  und  her 
schwingenden  mathematischen  Pendels  ist  während 
einer  halben  Schwingaug  gleich  dem  Gewichte  des» 
selben. 

2.  Ist  4  >  f^,  dann  findet  man  tBae  einen  halben  Umliuif  sehr 
leicht 
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0 

oder 


/l^..(2tt-l)y   2(gH-l)   /  Q  V  , 

\    1.2..n    )  (n-fl)  " 

Der  mittlere  verticale  Druck  des  hernmlanfenden 

f  physischen  «     ,  .     .  .        .     .  . 

*     u      Pendels  ist  während  eines  halben 

(  mathematischen 

,      (klein  er,  als  .      _     ..^j  i. 

Umlanfes  {   .  das  Gewicht  desselben. 

(  eben  so  gross,  wie 

^  J.  Farkas. 


6. 

Beehensehetna  für  die  Terwandlung 
einer  Qnadratwnrsel  in  einen  Kettenbrueh. 

Die  Vorwandlung  der  yz)  in  einen  Kettenbruch  beruht  der 
Hauptsache  nach  bekanntlich  dai;9.ut  ,  dass  der  Kadicand  D  in  der 
Form 

dargestellt  werden  kann.  Es  ist  nämlich  nur  nötig: 

SOn-l  =  ^nK-^Tn 

On     =  Om-I — r,i 

einznsetsen.  Zugleich  gelten  dann  auch  die  Formeln: 
2an -=  Öh^m  — »*»    und    a«_i-f-o»  =  ^n^«. 

Für  n  —  1  sei  ao  die  grösste  in  Vl>  =  yv-fdo^i  enthaltene 
ganze  Zahl     —         und  do  Bei  immer  —  1. 


'I*- 
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£s  folgt  üim  aus: 


für  xn  der  Wert: 

etc.  .  .  .  und  er^iobt  sich  somit  die  Eutwickclung  einer  Quadratwurzel 
in  einen  regehnässigen  Kettenbruch ,  wenn  man  für  die  PMenieute  k 
immer  die  grösston  in  den  Brüchen  enthaltenen  Zahlen  wählt,  also 


Ist  nämlich  -  ein  positiYer  echter  Brach,  so  wird  A^+i  0; 

sind  dn  und  on^i  positive  Grössen  und  letztere  ^  so  gilt  das- 
selbe auch  tta  dn^i  and  o». 

Denn  aus  » 
kaiin 

geschlossen  werden,  weil  ^  c ;  ist  nämlich  entweder  du  und 
dieses      e,  oder  dn  >-  oof  ^^^^  <^ber  ist  Arn  notwendig  »  1  und  nun 

mass  e  <C  «^o  ^i^^»  ^oi^  schon  oh-i  ^  «6  voraosgesetzt  war.  Aas  der 

Ungleichung  an-i  <C  ^»«^'n  ergiebt  sich  aw(=  önAj«  —  on—i)  als  positive 
Grosse  and  weil  ^  >*  0,  mass  nun  aoch     i  positiv  sein,  folglich 

mithin  auch: 

<^  ^  «0» 

In  Bezog  auf  dn^i  ist  noch  za  bemerken,  dass  es  ^  2a^,  aber 
^  oq— om      ^th)  sein  mass,  denn  aus  on-h^iH-i     <(o  würde 


1 

ot?  -|-  (20»  -J-       Ä»f  1  <  V 


folgen.  Nun  ist: 
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2an  =  B»kn  —  rt, 

und  das  stets  positive 
also 

t 

da  kn  zum  Miadestens  =  1  ist,  folglich  müsstc  am  so  melir 

sein,  was  uicht  statt  hat 

Aus  diesen  Relationen  lässt  sich  ein  neues  Rechcuschcma  fttr  die 
Entwicklung  einer  Wurzelgrösse  in  einen  Kettenbruch  aufstellen, 
welches  namentlich  bei  grösseren  Radicanden  bequem  ist,  indem  die 
Erhebung  der  Grössen  a  aufs  Quadrat  hier  unnötig  wird. 


Schema. 

2ao 


öl 


2a, 


^2  =  ^o-h^ih^ 


•'s  fl_i._ 


etc.  > 


y  Z)  =  (oq,  ^1,  i;,,      . . .  2ao  . . .) 
Jedoob  ist  KU  beachten,  daas  die  Quotienten  kf^ 


nicht 


sondern 


Null  oder  negativ  werden;  andernfalls  erhielte  man  einen  unregel» 
mftsiigen  Kettenbruch. 


L<^2j  Lös. 


. . .  sind,  also  nie 


Die  Divisionen  sind  so  lange  fortzusetzen,  bis  ein  Best  »  0 
wird,  dann  hat  man  entweder  die  halbe  oder  die  ganze  Periode;  im 
letzteren  Fall  erkennt  man  den  Absehfaiss  der  halben  Periode  daran, 
dass  zwei  auf  einander  folgende  Dirisoren  dn  und  Bn+i  einander  gleich 
werden. 

Aus  den  Gleichungen,  welche  das  augegebunu  Schema  repräsen- 
tiren: 


öl 

2«! 

=  Si*i 

—  «"l 

=  02^2 +  '•2 

Bs 

—  »•2 

2a3 

=  hh- 

—  »•3 

B, 

=  r^k^-^df 

2a^ 

—  »•4 
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folgt  nämlich,  dass  die  Divisoren  ri  und  die  Reste  r  sich  in  umge- 
kehrter Reiheufolgo  wiederholea  (letztere  jedodi  mit  entgegengesetzten 
Zeichen). 

1)  sob&ld  irgend  ein  r  SS  0  wird 

etwa  vq  =  0,  so  84         und  falls     =     gewählt  wird 

also     -»  —  rj,  dann  aber 

— r^+as  — etc. 

2)  sobald  zwei  auf  einander  folgende  Divisoren 
gleich  sind 

etwa  83  «-  d«.  Nun  folgt,  falls  h^h^  gewftblt  wird,  ans 

Soj  —  83/^3  — rs  =  B^k^-^r^^ 
für     der  Wert  —  rs,  also 

85  =  —  »-3^:3 -j- 83  =  etc. 
Beispiel  1)   21«(4)^4-&«  Od'^4,  di^ö,  89  =  1 


V21  =  4 
8 


6 


1 

2 

_4 
—2 


3 

3|6i2 


3 

|6 
|4 
2 


1 

21 


4 


1/21  ^  (4,  1,  1,  2,  1,  1,  8  .  . .) 


1/29=  5 


10' 


'2 


29 

=-(5)»+4,   00  =  5, 

Öl 

=  4, 

8o  =  l 

3 

2 

3 

ö 

1 

!  41 
^1  6|1 

-1 

moiio 

1 

—1 

—2 

2 


y29  =  (5,  2,  1,  1,  2,  10  . . .) 

Dass  die  Element©  k  in  der  andern  Hälfte  der  Periode  in  der 
Tat  wieder  dieselben  werden,  nur  in  umgekehrter  Reihenfolge,  ergiebt 

sich  ans  dem  Satze,  dass  die  grösste  in  ^^"^^  enthaltene  a 


der  grössten  in 


enthaltenen  ist. 
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Es  sei 


dann  iat  ~!,'^^  genau  —  1^  also  mnss 


CS  kann  aber  nicht  >  1s  sehif  da  wie  oben  gezeigt,  Oq — on-^i  < 
ist  Mithin  ist  auch 


lu  der  Theorie  der  rcducirteu  Formen  von  positiver  Determi- 
nante D  (vgl.  Dirichlet  Zahlentheorie  §  78)  beruht  das  Verfahren 
benachbarte  roducine  Formen  zu  finden  darauf,  dass  der  mittlere 
Coefficiont  a„  einer  der  Form:  {  +  ^»—1,  ««-i,  T^«}  benachbarten 
Form  so  zu  bestimmen  gesucht  wird,  dass  «„  =  an-i mod. ön  und 
«0 — du  <,  ««  <  «o4-i  ist; 


durch EinfUinnig  der  Grosser,,  bereits  bestimmt,  also  erseheint 
jener  Algorithmus  verein&cht 

Wie  sich  aus  vorstehendem  Schema  die  Periodicität  und  Sym- 
metrie der  Teilnenner  k  ohne  weiteres  erkennen  liess,  so  können 
auch  andre  hieher  gehörige  Sätze  mit  Hilfe  dieser  Relationen  be- 
wiesen werden,  z.  B.  der  Satz,  dass  p^—q^D  =  ±id  wird,  wenn 

I  ein  Näherungswert  des  Kettenbrachs  yz). 

Beweis  mittelst  Scbluss  TOn  n  aof  n-f-l* 
Es  gelte: 

und 


Uultiplidrt  man  die  lotste  Gldchung  mit  ht*  und  addirt: 


8U+i  wird  dann  « 


Hier  ist  nau  sowohl 


als  auch 


"Iv 
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und  aasserdem  das  2£f»fiacbe  von  K,  worin 

E  =  [üQ  A-, . . .  k'u-i]  [oq  Ar, ...  k«-2]  —  [Atj  ...  t„_i]  [Ä-j ...  kn-2]D 

= (-  (_i)«-2 

ist,  so  erlifilt  man  links: 

und  rechts: 
das  ist: 

Denkt  man  »ich  die  Divisionen  des  Schema  für  2ao  auf  einander 

folgende  Radicanden  ausgeführt,  so  wird  man  die  Frage  nach  den- 
jouigcu  Radicauden ,  für  die  eine  besonders  kurze  Periode  eintritt, 
leicht  beantworten  können,  doch  kann  dies  auch  aus  der  ICelaüou 

...         —  J5r[*, ...  in] 

gefolgert  werden,  welche  gelten  muss,  wenn 

yz)s=  Voo'+Jsr—  («Ol  *i»  *i ...  *«,  2öb ...) 

eine  Periode  von  n-\-l  Ii^emeuten  haben  soUj 

"  fei— 1  -—      ,  .  , 

Königsberg,  den  4.  I^ovember  1879. 

Hermes. 


7. 

lieber  das  Gesetz  der  SSalenverJUngang. 
Schaleranfgabe. 

(Fig,  1.)  AB  sei  die  Axe  einer  Säule,  AIJCD  ihr  halber  Längen- 
durchschuitt.  Dann  gelten  nach  Yignola  für  die  einzelnen  Strecken 
dieser  Figur  die  Werte: 

BC"  16,        — 2d5'5 
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(nach  einer  beliebigen  Einheit  gemessen). 

Die  Gnrve  CD  ist  nach  folgendem  Gesetze  gebildet: 

Die  Geraden  DF  nnd  CE  treffen  sich  nahezu  in  einem  Punkte 

0  der  in  G  auf  AB  errichteten  Senkrechten. 

Eiu  beliebiger  Strahl  des  Strahleubüsclicls  vom  Mittelpunkte  O 
treffe  die  Axo  AB  iu  X  Man  verlängere  OX  um 

Es  ist  dann  X'  eiu  Punkt  der  BegrenzungscarTO  CD. 

Da  nun  DF  und  CB  die  im  ersten  Drittel  O  der  Säolenaxe  auf 
derselben  errichteten  Normalen  nicht  in  zwei  zusammen  fallenden 
Punkten  O,  sondern  in  zwei  getrennten  (DF  in  Oj,  CE  in  O,) 
treffen:  kann  die  Aufgabe  vorgelegt  werden,  die  Goinddenz  der  Punkte 

01  und  herzustellen,  indem  von  einem  der  gegebenen  YerhAltniss- 
werte  Umgang  genommen  werde. 

Es  werde  zunächst  gefordert,  duss  statt  DA  =^  15  eiu  solcher 
Wert  gewählt  werde,  für  welchen  DF  uud  CE  sich  iu  einem  Paukte 
O  der  im  ersten  Drittel  G  der  Axe  erriäiteten  Kormaten  treffen. 

Man  erhält  ans  dem  rechtwinkligen  Dreiecke  CBE 

BE  =  yi9i^  — 18*  =  7  0553368 

Femer  ist: 

GOiGE  BCiBE 

Die  Kechnung  gibt: 

GO  —  233 -2091 

Nachdem  uun  GO  bestimmt  ist-,  würde  sich  DA  aus  den  beiden 
Dreiecken  DAF  und  OGF  mittelst  einer  biquadratiscben  Gleichung 
iiuden  lassen.  Mit  Anwendung  der  regnla  falsi  gelaugt  man  zu  dem 
Werte: 

DA  =  15- 1489. 

In  der  Praxis  empfiehlt  sich  femer  unter  Beibehaltung  des  Wertes 
DA  «  15  eine  Verschiebung  der  Normalen  GO^  so  dass  die  MaxI- 
malschwellung  der  Sftule  nicht  genau  im  ersten  Drittel  ihrer  Höhe 
sich  zeigt 

(Fig.  2.)   Wir  erhalten  dann  den  Punkt     wenn  wir,  die  Werte 

Dil  — 15,   DF— C!£7=r:19i 
BC— 18^  AA  — 295-5 


.  kjiu^uo  Gpogle 
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vorausgesetzt,  DF  and  CE  bis  za  ihrem  Schnittpoiikt  O  verlftngera. 
Setzen  wir  dann: 

G  liegt  auf  der  Axe  vli^  uud  ist  clor  Fiisspunkt  des  von  O  auf  die 
Axc  gefällten  Lotes,  liegt  also  nicht  mehr  im  ersten  Drittel  der 
Säulcoaxe.  Wir  haben  dann: 

7  055d868 
«-12  1974496 

Femer  ist: 

«     15    ie  18 
Die  Elimination  von  a;  gibt: 

5t«ji  B-  6«y 

cL  i. 

Td'immy  »  30  -2766840» 

Wir  haben  also  zwei  Oleichongen  zur  Bestimmung  von  y  und  ».  Ihre 
Anflösnng  gibt: 

89-84841 
»  -  186  *39877 
a;»  229-2267 

Es  wird  also: 

Böt-tt+y- 96  -9038. 

Wien,  December  1879. 

Emil  Hain. 


8. 

Ue1»er  den  Scliwerpniikt  des  Tlereekk 

Aus  den  von  Herrn  Nöggerath  über  diesen  Gegenstand  im  vorigen 
Hefte  des  Archivs  pag.  218.  ff.  mitgeteilten  Beeoltaten  Iftsst  sich  eine 
interessante  Folgerang  ziehen. 

Bezeichnet  man  ntodich  die  Goordinaten  der  vier  Eckponkte  des 
Yierecks  dnrch  «|,  y^;  »9,  y%\  ^  y«;  y«;  die  des  Dnrehschnitts- 
pimktes  der  Geraden,  wdche  die  Uittelponkte  gegenflberliegender 
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Seiten  des  Vierecks  verbiuden,  mit  fo,  l)^-,  und  endlich  die  des  Schwer- 
puuktes  mit  £g,  ^j,  so  hat  mau  die  vier  Gleichungen; 

&  r"  4        I    9» —         4  » 

&~  3  '    ^  8  ' 

wddie  sich  in  folgende  zwei  zusammenziehen  lassen: 

oder  anders  geschrieben: 

woraus  sich  ergibt,  dassi  n  jedem  Viere  ckderDurchsc  hnitt  s- 
punkt  der  Diagonalen,  der  Durchschnittspunkt  der  Ge- 
raden, welche  die  Mittelpunkte  gegeuübcrliogendor 
Seiten  verbinden  und  der  Schwerpunkt  in  einer  geraden  , 
Linie  liegen,  und  zwar  so,  dass  die  Entfernung  dos  er- 
sten und  dritten  Punktes  durch  den  zweiten  im  Yer- 
hftltniss  von  3  zu  1  geteilt  wird. 

Bensheim,  August  XöbO. 

Dr.  StolL 


9. 

Bie  Anzahl  Sn  der  innerhalb  eines  ^^Kcks  fallenden 
Schuittpuukte  i»eitter  Diagouulcu. 

Auflösung. 

(n\      n(ii-l)(«~2)(n  -3) 
1X2X3X4 

Beweis. 

IHe  Anzahl  der  Schnittpunkte  seifOr  das  (n— l)Eck  Sn  i.  Be- 
rehnea  wir  die  Anzahl  der  fttr  das  n£ck  zu  dieser  Zahl  neu  hinzu- 
kommenden Sehnittpunkte 

Ist  ABCDEF  wa  (»— l)Edi,  N  das  nte  hinzugekommene  Eck, 
so  sei  IfC  die  erste  Ton  ^ ausgehende  Diagonale.  Diese  wird  von 
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allen  von  d  nusgohcuden  Diagonalen,  also  mit  1 X  (n  —  3)  Schnittpunk- 
ten durcbschnitten. 

Die  zweite  Diagonale  NB  wird  von  Diagonalen  ans  C  nnd  D 
durchschnitten.  Es  fallen  aber  nnr  y  n — 4  Schnittpnnkte  in  die  Flache 
des  «Ecks  (NC  und  Bd)  kommen  in  Abrechnung.  Also  3(ii— -4) 
Schnittpankte. 

Die  dritte  Diagonale  NA  gibt  auf  dieselbe  Weise  3(n  — 5) 
Schnittpunkte. 

Und  die  letzte  Diagonale  gibt  (» — 3) XI  Schnittpunkte.  Da- 
her ist 

«  — lX(n-3)  +  2(«— 4)-f  3(«— ö)-|-...(»-3)Xl 
Nun  Ist  aber 

l)-|-2(»-2)-i-3(n--3)-h...+(n-2)X2-|-(n- 1 )  X  l-f«(n-») 

-  «  X  ^(«-D -^n^  =  —2  1X2X3"^ 

_  n(n+l)(»-l)  _ 
~     1X2X3       V  3  / 
So  ist 

lXn+2(«-l)+  ...+«X1  =  ("1^') 

eine  Formel,  die  man  auch  aus  der  Tabelle  aller  Gombinationen  von 
Elementen  zur  dritten  Glasse  ablesen  kann. 

Und 

-{•!'} 

Daraas  folgt 
Dft  aber 

eine  Formel,  die  man  ebenfalls  aus  einer  Tabelle  aller  Gombinationen 
von  n  Elementen  zur  7/1  ten  Classc  ablesen,  oder  aus  der  Formel 

(w)  ~^  (  I»  ) 

ableiten  kann,  so  ist 

«■-(:) 

Aschaffenbuig. 

F.  Englert,  Gymnasialabiturient 
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10. 

Ifemer  Beweis. 

"Wenn  für  alle  Worte  der  vLiänderlichen  Grösse  qp  die  Gleichung 

-f-ö,  sin  cj;  -\-  (I.,  sin  2gi  -f-  ...  an  sin  vcp  =  0 

BtÄtttiudet,  dann  ist  jeder  einzelne  Coefticicnt  a  gleich  Null. 

Setzt  man  g)  =  0  in  oben  stehende  Gleichung,  dauu  findet  man 
sogleich  oq  —  0.   Fttr  alle  Werte  von  (p  gilt  also  auch 

ai8m9-)-asrin294~     onSinn^  =  0. 

Sei  uun 
Dann  ist 

9\nptpt{€ii  sin qPx4' % sinS^,  +  . . .  ansin nqpjX^^  —  <;^,)  =  0 
8iü2jgjg(a»sing>2  4-«2sin292+  ...  «»sinnqpgjCqpa — gjg)  =-  0 

8inj)g)M,-i(a,8inqpm-i  +  a2sin29«-i+  ...  n„ sin ny«i-i)(jr — (pm-i)  =0 
Addirt  man  diese  Gleichnngen,  so  giebt  der  Grenzwert  fttr  unendlich 
znnehmeiideB  m  und  unendlich  abnehmende  DiffN^zen  g^i, 
^'a'"^  •••  ^  —  Vi»— II 

n 

woraus  folgt,  wenn  p  eine  ganze  Zahl  •<  oder  «  «  ist: 

Op  I  sinVv«^  —  0  oder 

ap .  2"===  0,  woraus 
ap  =  0. 

Ebenso  lässt  sich  beweisen ,  dass  wenn  für  alle  Werte  der  veränder- 
lichen Grösse  <p  die  Gleichung 

ätattfindet,  jeder  einzelne  CoeÜffcient  gldch  Null  ist. 
Dann  findet  man  auf  gleiche  Weise 

IT 

y 

woraus  folgt 

»' 

ap     GOi&^tpdtp  —  0  oder  op  »  0. 

0 

Utrecht,  2.  October  188a  Dr.  W.  Kapteyn. 
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Litterarischer  Bericht 

ccLvn. 


Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Siitcls  aritliiiictica  integra.  Eia  Beitrag  zur  Geschichte  der 
Arithmetik  des  IG.  Jahrhunderts.  Von  Jul.  Giesing,  Obcrleliror 
an  der  Köuiglichen  Realschule  zu  Döbeln.  Döbein  1879.  C.  Schmidt. 
96  S. 

Das  Wort  „mtegra**  ragt,  dasB  gegenüber  den  zahllosen  Rechen- 
bacbem  seiner  Zeit  StiMs  Werk  als  erstes  die  Bestimmiing  hatte, 

die  gcsamnite  Arithmetik  vollständig  zu  umfassen.  Der  nähern  Aus- 
kunft über  dasselbe  geht  voraus  eine  Reihe  gesammelter  biographi- 
scher Notizen,  welche  allein  vorliegen,  um  daraus  Bruchstücke  von 
Stifels  Leheusgcschichtc  zu  entnehmen.  Kr  ward  1480  d.  l'J.  April 
in  Esslingen  geboren.  In  seinem,  der  sciirit'tstellerisclien  Tätigkeit 
vorausgeliondeii ,  wechselvoHei»  Leben  als  Pfarrer  mit  wiederholten 
Unterbrechungen  erweckt  besonders  sein  freundycliattliches  Vcrhält- 
niss  zu  Luther  Interesse.  Anfangs  ergab  er  sich  sehr  dem  Hange 
aus  Wort-  und  Buchstabeuzählung  in  Sprticheu  zu  weissageu,  verwarf 
denselben,  verfiel  ihm  aber  viel  später  noch  dnmal.  Seine  erste 
grössere  Arbeit  war  die  Ansgabe  des  Euklid,  den  er  entgegen  frü- 
herer kritischen  Verkürzung  wieder  herstellte,  lieber  deren  Verhält- 
niss  zur  arifhmetica  integra  sagt  die  Schrift  kein  Wort,  während  sie 
von  beiden  beständig  promiscne  spricht  Doch  wird  als  Fortschritt 
hervorgehoben,  dass  Stifel  die  Ranmgrösse  als  Zahl  anffasste,  mithin 
der  Geometrie  von  Dcscartes  vorarbeitete.  Dies  wünle  indes  im 
Euklid  erst  vom  5.  Buche  an  Platz  haben,  von  dem  bis  dahin  noch 
nicht  die  Rede  ist.  Von  der  arithmetica  integra  heisst  es  hier  zn- 
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erst,  dass  sie  die  Zahlen  in  rationale  (numed  veri)  und  irrationale 
(ficti)  einteilt,  erstere  wieder  in  abstracti  und  denominati.  Ueber  die 
Methode  wird  mitgeteilt,  dass  algebraische  Aufgaben  dadurch  zur 
Lösung  gelangen,  dass  man  durch  regelmässiges  Proburen  das  Gesetz 
der  Variation  einer  resultirenden  Zahl  findet,  welche  eine  gegebene 
sein  soll,  von  derselben  aber  anfangs  differirt  (rcgnla  üedsi),  also 
wesentlich  verschieden  von  einem  Durchprobireu  bis  zum  Zutreffe]]. 
Es  werden  nun  ausführlicher  durcligegangeu  1)  die  arithmetische,  2) 
die  geometrische  Proportion,  .S)  die  Wurzelausziebung,  4)  das  Ver- 
hälfiii  s,  5)  die  astronomische,  6)  die  musikalische  Progression.  Der 
vollstämiigo  Titel  des  Werkes  ist:  Arithmetica  Integra,  Authore 
Michaele  Stifelio ,  Cum  praetatioue  Philippi  Melanchthonis,  Noi'im- 
bergae  apud  JoU.  Petrejum.  Anno  Christi  M.  D.  XLIIII.  Cum  gratia 
et  privilegio  Caesareo  atque  Regio  ad  Sexeuuium.  H. 

Zur  Geschichte  der  Theorie  der  elliptischen  Transcendenten  in 
den  Jahren  1826  —  29.  Von  Leo  Königsberger.  Leipzig  1879. 
B.  G.  Tenbner.  104  S. 

Die  Wahl  dieses  kleinen  Zeitraums  ist  dem  Verfasser  einerscdts 
durch  das  50jährigc  Jubiläum  der  fundamenta  nova  theoriae  functio- 
nuin  cllipticarum  an  die  lland  gegeben,  andrerseits  fand  er  in  dem- 
selben die  wichtige  Epoche  der  Eutwickelung  der  Theorie,  wo  sich 
der  Uebergang  von  der  durch  Legeudre  zur  Reife  gebraeliten  ersten 
Gestaltung  zu  der  neuen  Auffassung  durch  Jacobi  und  Abel  vollzog. 
Es  war  offenbar  nicht  möglich  die  Erscheinungen  aus  diesen  4  Jahren 
zu  beleuchten  ohne  auf  die  vorausgehende  Geschichte  Rdckblicke  zu 
tun.  So  wird  denn  die  ganze  schöpferische  Tfttigkdt  Legendre*s  ein- 
gehend charakterisirt,  und  als  wesentlich  unterscheidend  gegenfiber 
den  Arbeiten  der  Yorgfingor  aufgestellt,  dass  durch  ihn  zuerst  die 
elliptischen  Integrale  um  ihrer  selbst  willen  untersucht,  als  besondere 
Functionen  definirt,  ihre  nicht  weiter  zu  reducirenden  Gattungen  er- 
mittelt, und  ihre  Eigenschaften  studirt  werden,  während  es  sich  vor^ 
her  nur  um  Relationen  zwischen  Curvenbogcn  u.  s.  w.  handelte,  zu 
deren  Berechnung  sie  dienten.  Der  Verfasser  lässt  den  Umfang  der 
lange  Zeit  von  ihm  allein  ans  Licht  gezogene  Eigenschaften  über- 
l)lick<'n,  welcher  sich  bis  zur  Dehandhing  des  Multiplications-  und 
Divisiüiisproblenis  erstreckt.  Das  Bedeutondste,  was  Legeudre  gelöst 
vorfand,  war  das  von  Eulcr  entdeckte  Additiunt-tlieoreui.  Die  ent- 
schieden elegantere  Lösung  von  Lagrauge,  die  iudes  Legcndre  nicht 
adoptirte,  wird  hier  nur  ganz  beiläufig  erwfihnt  Der  Zeitfolge  nach 
sollten  nun  die  Arbeiten  von  Gauss  besprochen  werden;  der  Yerfasser 
zieht  es  jedoch  vor,  nachdem  er  die  längst  vorausgegangene  £nt- 
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deckang  der  doppelten  Periodidtftt  dureli  ihn  constatirt  hat,  erst  von 
Abel  nnd  Jacobi  zu  handeln.  Es  folgt  unn  die  denkwürdige,  in  der 
Geschichte  der  Wissenschaften  einzig  dastehende  Zeit,  wo  nnter  dem 
wetteifernden  Zusammenwirken  dieser  zwei  Mftnner  eine  grosse  Ent- 
deckung nach  der  andern  ans  Licht  kam,  und  die  Theorie  in  kurzem 
zu  einer  Vollendung  gefOhrt  ward,  wie  sie  durch  den  Zuwachs  in 
den  nächsten  50  Jahren  nicht  wesentlich  grösser  weiden  konnte; 
während  als  Dritter,  Legcndre,  in  beständigem  Verkelir  mit  ihnen, 
ein  tätiger  Teilnehmer  blieb.  Von  einem  Verkehr  mit  Gauss  i>t  nicht 
die  I\cdo.  Die  Behandliin^sweise  deutet  darauf",  dass  die  Schrift  als 
eine  im  Detail  begründete  Schilderung  aufzufassen  ist,  dazu  bestimmt 
dem  Leser  eine  lebeiuligt;  Vorstellung  von  den  Vorgängen  zu  geben 
und  namentlich  die  Beziehniim'ii  zwischen  den  Personen  zu  charak- 
terisiren.  Jede  einzelne  Darsiellung  wird  mit  der  Mitteilung  einer 
Stelle  aus  einem  Briefe  verbunden,  iu  welcher  sich  dieselben  gegen- 
seitig ttber  ihre  Arbeiten  aussprechen.  Der  Verfasser  findet  zwischen 
beiden  den  Unterschied,  dass  Abel  sj^ine  Untersuchung  auf  die  ?or- 
liegenden  Integrale  concontrirte,  Jacobi  hingegen  allgemeine  Eigen- 
schaften der  Functionen  im  Auge  hatte.  Die  gegenseitige  Mitteilung 
soll  sich  mit  der  Zeit  mehr  und  mehr  gemindert  haben.  Zum  Sehluss 
werden  die  gleichzeitigen  Bcsultato  der  Untersuchuni/en  von  Gauss 
vorgeführt,  die  wol  als  ganz  selbständige  anzusehen  sind.  H. 

Bnlletino  di  bibliogruüa  e  di  storia  delle  scienze  matcmatiche  e 
fisiche  pubblicato  da  U.  15  one  o  m  p  agn  i.  Tomo  XII.  Itomu  1879. 
Tipogratia  delle  scienze  matematiche  c  tisicho. 

Der  Inhalt  der  ersten^  6  Hefte  ist  folgender. 

1.  bis  4.  Heft.  Antonio  Favaro:  Ueber  das  Leben  und  die 
Werke  von  Prosdocimo  de'  Bcldomandi,  Paduanischem  Mathematiker 
des  15.  Jahrhunderts. 

5.  Heft.  P.  Riccardi:  Neue  Materialien  zur  Geschichte  der 
mathematischen  Facultiit  der  alten  Universität  Bologna.  —  Gustaf 
Ene ström:  !Notiz  über  die  Correspondenz  Johann  I  BernouUi's.  — 
T.  Zebra  wski:  Einige  Worte  in  Beü-etf  der  Note  von  Herrn  Maxi- 
milian Curtze  über  die  Schreibung  des  >'aiiieiis  und  über  das  Vater- 
land Witelo's.  —  Luigi  DalT  Oppio:  Bericht  über  die  „Fisica 
tecnolügica,  elettricitä  e  maguetismo,  elettrometallurgia,  acceusione 
elettrica  delle  miue,  illumiuaziouc  ellettrica,  tolefoni  eoc*'  von  Ri- 
ualdo  Ferrini.  Neapel,  Mailand,  Pisa  1878.  Ulrich  Hoepli.  — 
F.  Hultsch:  Bericht  Aber  seine  Ausgabe  der  erhaltenen  Teile  der 
Sammlung  des  Alexandriners  Pappus  mit  lateinischer  Interpretation 
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und  Comincntareii,  in  3  Bündcu.  Berlin  1878.  Woidmauii.  Aus  dem 
Deutscbeu  ins  Italienische  übersetzt. 

6.  Heft.  Stcinsehnoider:  Udxr  Johannes  de  Lineriis  (Live- 
rüs)  und  Johannes  Siculus.  —  Ii.  Boucompagni:  Ueber  die  von 
Bernartlino  Baldi  geschriebeneu,  noch  nicht  lierausgegebenen  Lebens- 
beschreibungen dreier  Mathematiken-  (Johannes  iJauck,  Johannes  de 
Lineriis  und  Fra  Luca  Pacioli  da  Borgo  San  Sepolcro).  Ks  folgen 
die  3  Lebensbeschreibungen,  dann  in  einem  Anhang  Documcuto  in 
Betreff  der  letzten. 

Publicationsvcrzoiclmisse  im  2.,  4.  und  6.  Heft. 

Im  254.  litt  Bor.  ist  der  Wortlaut  dreier  Briefe  von  Lagrauge 
mitgeteilt,  von  denen  der  Fürst  Boncouipagui  Photolithographion  ver- 
anstaltet bat,  nebst  nähern  Angaben  von  Genocchi  ttber  die  beiden 
ersten.  Ueber  den  dritten,  an  Ganterzani  gerichteten,  findet  sich  in 
den  Atti  deUa  Reale  Accad.  delle  Sc  di  Torino,  Vol.  XIV.  von  dem- 
selben Autor  jetzt  Folgendes  gesagt. 

„Canter/ani  ward  geboren  in  Bologna  den  2').  August  1734  und 
starb  ebenda  den  li^».  März  1819.  Er  ward  ITGU  zum  Professor  dvv 
Mathematik  an  dieser  Universität  ernannt,  folgte  17t)B  dem  berühmten 
Francesco  Maria  Zanotti  als  Si;cretär  am  Istituto  di  Bologna,  gieng 
1789  auf  den  Ruf  des  Staats-Secretärs  Card.  Böucompagui  Ludovisi 
nach  Born,  nm  Aber  die  beabsichtigten  Reparaturen  au  der  Kuppel 
von  St  Peter  sein  Gutachten  zu  geben,  und  ward  1817  zum  Präsi- 
denten einer  Section  des  Istituto  Francose  gewtthlt,  welche  ihren  Sitz 
in  Bologna  hatte.  Auch  ward  er  in  die  Gesollschalt  der  Vierzig  auf- 
genommen, und  in  derra  Abhandlungen  XIX.  physikalische  Abteilung, 
p.  141 — 171  las  man  die  Lobesschrift  dos  Piaceutinfn*  Marchese  Fot- 
dinandü  Landi ,  auf  welche  ein  Verzeichuiss  der  gedruckten  und  un- 
gedruckten Werke  ('anterzani's  folgte.  Unter  den  ungedruckten  fanden 
wir  einige  Schediasmi  ad  uso  dell'  emincutissimo  Boucompagni,  eiuo 
Schrift  Sul  principio  delle  velocitä  virtuali  und  eine  Uebersetzung 
eineB  grossen  Teils  der  analytischen  Mechanik  von  Lagrauge,  mit 
Randglosseu  versehen,  u.  s.  w.  (p.  170—171.). 

Es  ist  zu  bemerken,  dass  in  keinem  gedruckten  Werke  die  Er- 
wählung Lagrange's  zum  Mitglied  der  Bologner  Akademie  sich  er- 
wähnt findet.  Im  6.  Band  der  Commentarii  dell'  Ist.  Bol.  zusammen- 
getragen vom  Secretär  Cauterzani  wird  Lagrange  genannt,  aber  nicht 
als  Mitglied  d(>r  Akademie  bezeichnet-,  daselbst  wird,  wo  vom  Priucip 
der  kleinsten  Wirkung  nach  Maupertuis  die  Rede  ist,  behau])tet,  dass 
es  in  einigen  Buzieliungen  der  grösste  Mathematiker  Leonhard  Euler 
bewiesen  hat,  „deui(^ue  in  plerisque  omuibus  is  qui  jure  italorum 
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Gcometnurnm  princeps  nniic  habetur,  LudoTicas  Lagrangins."  Vorher 
wird  im  1.  Bande  der  Comm.  (Bol.  1731.  p.  18)  qrstematisch  fest- 
gesetzt, die  Namen  der  aggregati  all'  Accademia  wegzulassen."  (Es 
folgt  die  Stelle). 

Aufs  neue  hat  der  Fürst  Boncompagni  ciu  Facsimilc  eines  Briefes 
herstellen  lassen.  Der  Wortlaut  folgt  liieruächst  U. 


Lettera  inedita  di  Carlo  Federico  Oanss  a  Sofia  Germain,  pub- 
blicata  da  B.  Boncompagni.  Firenze  1879.  Calcografia  e  auto- 
grafia  Aohille  Paris. 

V^otrc  lettre  du  20  Fevricr,  iiiais  qui  ne  ni'est  parvenue  que  lo 
12  Mars,  a  ete  pour  moi  la  source  d'autant  de  plaisir  quo  do  sur- 
prise.  Gombien  Tacquisition  d*une  amlti4  anssi  flateuse  et  prödeuso 
ostrelle  douce  mon  coenr;  Tinterdt  vif,  que  Vous  avez  pris  k  mon 
sort  pendant  cette  gnerre  fnneste  merite  la  plas  sinc^  reconnais- 
sance.  Assur^ment,  Totre  lettre  an  G^n^ral  Pemety  m'eüt  6t6  fort 
ntile,  si  j*avais  6t6  dans  le  cas  d'ayoir  recouis  ä  one  protection  sp6- 
delle  de  la  part  du  gouvemement  Ihui^is.  Henreusement  Ics  6vene- 
meus  et  ies  suites  de  la  gucrrc  uc  m'out  pas  touch6  de  trop  jusqn' 
ici,  bienque  jo  suis  pcrsuade,  qu'  ellcs  auront  uoe  grande  iuflucnco 
Sur  le  plan  de  ma  vie.  Mais  commoiit  Vous  d^^crire  mon  admiration 
et  mon  etonnemont,  cn  voyant  sc  iiH'taiiior}thost'r  mon  correspondaut 
estinie  Mr.  Lcblanc  eu  cet  illustre  p'  rsnnnau«'.  qui  donne  un  exeniple 
anssi  hrillaiit  de  ce  que  j'  anrois  pt  iiic  do  croire.  Le  goüt  pour  les 
sciencos  abstractcs  eu  geiiei  al  et  surtüut  pour  les  mysteres  des  nom- 
bres  est  fort  rare:  on  ue  s'en  etouuc  pas,  les  cliarmes  euclianteux 
de  cette  SttbUme  sdenco  ne  se  decelent  daus  tonte  leur  beautö  qu'  k 
ceux  qui  ont  le  courago  de  l'approfondir.  Mais  lorsqu*  une  personno 
de  ce  scze,  qni,  par  nos  moeurs  et  par  nos  pr^jug^s  doit  renoontrer 
infiniment  plus  d'obstades  et  de  difficult^s,  que  les  hommes,  k  se 
familiariser  avec  ces  recherches  äpineqses,  sait  n^smoins  franchir 
ces  entravcs  et  p6n^trer  ce  qu'elles  ont  de  plus  cacb6,  il  hat  sans 
dontc,  qn'  eile  ait  le  plus  noble  coura^^c,  des  talens  tout  k  ftat  ez- 
traordinaircs,  le  genie  sup^rieur.  En  e£fet  ricn  ne  ponrroit  mc 
prouver  d'une  matiicrc  plus  flateusc  et  moins  equivoqne,  quo  les  at- 
traits  de  cette  science,  qui  ont  cmbelli  ma  vie  de  taut  do  jouissanccs, 
ne  sout  pas  cbim^riques  que  la  predilectiou,  dont  Vous  l'avez  ho- 
noree. 

Les  notes  savantes,  dont  tontes  Yos  lettres  sont  si  richement 

remplics,  m'out  donn^  mille  plaisirs.  Je  les  ai  ^tudi^es  avec  atten- 
tion, et  j'adnüre  la  facilit6,  avec  laquelle  Vous  avez  p^n^trö  tontes 
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'  les  branches  de  rArithm^tique,  et  la  sagacit^  avec  laqueUe  Yens  avez 
80  g^n^ralisOT  et  perfectionner.  JeVous  prie  d'envisager  comme  nne 
preuve  de  cette  attention,  ai  j'ose  ajouter  nne  romarqae  h  uu  cn- 
droit  de  Yotre  derni^re  lettre.  II  me  semble,  qae.la  propositiou  in- 
verse,  saTOir  ^,si  la  Bomme  des  puissanccs  u°^"»»  de  dcnx 
nombres  quclconqucs  est  de  la  forme  hh-\-ufj\  la  sonimc 
de  ces  nonil)rcs  eux  -  iii  u  nies  scra  de  la  inrnu>  forme''  est 
enoiic6e  uu  peu  trop  geueralemeut  Voici  uu  exeuiple  üü  cutte  r^glo 
est  cu  defaut: 

15114.8"  -  8649  955  859  375  +  8  589  934  592  » 
8658  345  793  967  «  1595  826*4-11  -7^  391« 

Neans  moins  15-}~8  =  23  ue  peut  «e  reduire  sous  la  forme  a-j--|-ll;yy. 
II  eu  est  de  meme  de  la  propositiou:  si  l'uu  des  facteurs  de  la 
formule  yy-\-nzz  (u  ctant  uu  uonibre  preuiier)  est  de  la 
forme  (1,0,«),  l'autre  appartient  uec cssairement  a  la 
memo  forme.  Votre  demoustratiou  ue  prouvo  quo  ce,  qu'  aucuue 
antre  forme  ind^finie,  quo  teile  qni  est  iqoiTalente  k  (1,  (),  »), 
multipli^e  par  la  forme  (1,  0,  n),  nc  pent  donner  le  produit  (1,  0, 
n),  mala  cette  d^monstratlon  ne  s'^tend  pas  snr  les  nombres  d6f  inis. 
Soit,  ponr  le  d6tenninant  — n,  C  nne  dasse  de  formes,  qnelconque 
mais  ni  äquivalente  ä  la  pnndpale,  ni  k  nne  Jintre  dasse  aneeps, 
soit  D  la  classe  r^sultante  de  la  duplication  de  C  (qui  scra  diff^rcDte 
de  la  prineiptie),  enfin  soit  D'  la  classe  opposee  k  D.  II  s'ensuit, 
qae  de  la  composition  de  C-\- resulte  la  classe  priucipale. 
Ainsi  si  les  deux  uombrcs/,  g  pcuvent  etro  rcpreseutes  par  une  forme 
de  la  classe  C\  et  le  uombre  h  par  une  foniie  la  classe  le 
produit  ./>/ X peut  so  riMluire  a  (1,  Ü,  n);  mais  ih  est  facile  quo  fg 
ne  se  reduit  pas  seiikuient  a  ou  />',  mais  aussi  h  (1,  0,  n).  Nous 
avons  douo  ici  le  cas,  qu'  uu  factcur/y,  et  le  produit  />/./<  sont  de 
la  forme  (1,  0,  «),  saus  quo  pourtant  l'autre  fucteur  y  apparticuue 
n^cessairement.  Au  reste  on  voit  fadlemont  qne  le  premier  factcur 
doit  ^tre  compo66,  sans  cela  la  proposition  sentit  juste.  Dans  Tex- 

15"4-8** 

emple  ci  dessus  le  facteur   —  onveloppe  io  diviseur  67. 

Depuis  cinq  ans  des  travaux  astronomi(tucs  —  aux(]uels  pour  lo 
dirc  en  passaut  je  dois  surtout  l'beureuse  Situation,  dont  j'ai  joui 
peudaut  la  vie  de  uotrc  duc,  le  victime  malbeureux  de  sou  attachemeut 
fid^lo  k  la  maisou  de  Prussc  —  m'ont  cmpeehe  de  uie  delivrer  autaut 
qu*  anparavant  k  ma  pr^dilection  ponr  rArithm^tiquo  et  les  antres 
branches  d'analyse.  Je  n*ai  pas  pourtant  n6glig6  cello  d  tont  k  fait. 
Tont  an  contraire  j*ai  rassemble  pen  k  peu  nn  grand  nombre  de 
recherches,  qni  nn  jonr  fonrniront  nn  antre  volumo  —  si  non  deux 
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—  certaincment  pas  moins  interessant  qae  le  premier.  MSme  dans 

Ic  deruier  liivor  j'ai  reussi  il  y  ajoutcr  une  branche  enti^rement  nou- 
velle.  C'cst  la  theoric  des  residus  cubiqm-s  et  des  residns  biquarres, 
portee  a  uu  dcgre  de  pcrfectioii  v  a  celui.  qu' a  atteiiit  la  theoric 
des  residus  qnarres.  .To  iiicts  cctt  •  theoric  (|ui  repaiul  un  noiiveau 
jour  snr  les  residus  quarres  parmis  k'S  recherehes  les  plus  curieuses 
dout  je  nie  sois  janiais  occup^.  J(!  iie  saurais  \'ous  on  donner  uuo 
id^e  Sans  ecriro  un  mcnioiro  exprcs.  Voici  pourtant  quclquo  th6o- 
rdme  special,  qui  poarra  servir  d*un  petit  ^chantinon. 

T.  Soit  p  un  nombre  premier  de  la  forme  '^u-\-l.  Je  dis  quo 
2  (f.  a.  d.  -\-~  et  — 2)  est  residu  euhi(iuo  de  si  ;>  sc  reduit  k  la 
forme  a-a--j-27i/?/;  quo  2  est  non  residu  eul)ique  de  /),  si  4;;  se  reduit 
t\  cettc  forme.  P.  E.  7.  13.  19.  :n.  37.  43.  Gl.  G7.  73.  79.  97.  Vous 
ne  trouverez  quo  31  =  4-|-27,  et  2=4^  (mod.  31)  2  =  (—9)^ 
(mod.  43). 

II.   Soit  p  un  uombre  premier  de  la.  forme  8n-|-l.  Je  dis  quo 

-\-2  et  — 2  seront  residus  ou  non-residus  biquarres  de  />,  suivant  co 
quc  p  est  ou  u'est  pas  de  la  forme  xx-\-Q>\y)/.  Par  ex.  parmi  les 
iiombres  17.  41.  73.  89.  97.  113.  137.  Vous  ne  trouvez  quo  73  = 
9+64,  89  =  25-f  04,  113  =  49-f  64,  et  25^  =  2  (mod.  73),  5*=2 
(mod-  89),  20*  =  2  (mod.  113). 

Les  dömoDstrations  de  ces  thdor^mes  et  de  ceux  qui  sont  plus 
g^^ux  sont  intimement  li^es  4  des  recherehes  delicatcs.  —  Voici 
uno  antre  propoaition  relative  aux  residus  quarres,  dont  la  demon- 

stration  est  moins  cachec:  je  ne  l'ajoute  pas,  pour  no  pas  Vous  dc- 
rober  Ic  plaisir  de  la  developpcr  Vous-menu»,  si  vous  la  trouverez 
digne  d'occuper  quelques  momens  de  Votro  loisir. 

Soit  p  QU  nombre  inremier.  Soient  les  j»— 1  nombres  inftrienrs 
k  p  partagös  an  denz  dasses 


Soit  n  un  nombre  queleouquc  uou-divisiljle  i)ar  p.  IMultipliez  tous 
les  noinbn's  A  par  «:  prenez  en  les  moindres  residus  selon  le  nio- 
dule  p,  soient,  entro  ces  residus,  «  appartenants  a  A  et  ß  ajiparte- 
nants  a  Ji  de  sorte  que  a-\-ß  —  —  1).  Je  dis,  quo  est  residue 
quarre  de  p,  lorsque  ß  est  pair,  non-r^sidu  lorsque  ß  est  impair. 

On  pout  tirer  de  cetto  proposition  plusieurs  cons^quences  trÄs- 
remarquables;  cntre  autres  olle  donne  le  nioien  d'etendrc  rinduction, 
par  iaquclle  on  rassemble  des  cas  sp6ciels  du  theordme  foudamental 


a: 

B. 


1,  2,  3,  4,  ...  \{p-\) 
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aussi  loiu  qii'  ou  vcut,  ce  qui  uo  pourroit  se  fairu  par  les  metho- 
dos^xposees  art.  116—124. 

J'ai  donno  daus  mon  onvrago  dcux  d^monstrations  rigonrenseB 
de  ce  funenx  fh^oröme  et  j^en  pomdde  encore  trois  antres  toutes 
ontidrement  diff^rentes  entre  eQes;  denx  d'entre  elles  mdme  peuvent 
dtre  condnites  de  deux  dUförentes  mantöres  chacane:  aiiiai  je  ponr- 
rois  soatenir  qne  je  pevz  le  dömontrer  de  sept  mani^res  diff^rentes. 
Lcs  autres  d^onstrationB  qne  je  pr^f^erois  ponr  Megance  anx  deux 
dorniges  dans  mon  oavrage  seront  publikes  anssitot  que  j'ay  trouvorai 
l'occasion.  A  propos,  daus  la  prcmi^re  d6iuoustration  qai  se  trouve 
dans  la  IV.  section  il  s'est  glisse  une  faute  leg6ro  que  je  n'ai  aper^uo 
qu'  apres  qu(;  je  ue  pouvois  pittS  Tmdiquer.  II  üaut  douc  fairo  la 
correcüon  suivaute. 

p.  146.  (cas  (4))  1.  21  lisoz  comme  il  snit:  „Facilc  vero  per- 
spicitur ,  ex  ista  acquatiouc  deduci  possc  haec  a'pRh  . . .  (a), 
ioAÄa' . .  .  ±ahRp  . . .  (y).  Ex  («)  scquitur,  perinde  Ut  itt  (f), 
h  Tel  ntriusquc  a',  p  vel  nentriuB  residumn  osse.  Sed  caans  prior 
ideo  est  impossibilis,  quod  ex  hRa'  et  iß)  sequeretnr  aRa'  contra 
hypoth.  Quamobrem  necessarie  est  kNp  ideoqne,  per  (y),  al^,  Q. 
E.  D  « 

Au  rccto  ä  la  page  144  il  sc  trouvc  uue  faute  d'impressiou  non 
iudiquee,  savoir  art  139  liguc  3  au  lieu  de  ±^aNp  il  faut  lire 
±ARp. 

J'anrois  r^pondu  plas  tot  k  Yotre  lettre,  mais  la  d^onverto 
d'nne  nonvelle  plan^  par  Mr.  Olbers  m'a  un  peu  distrait  Par  le 

premicr  cssai  qne  j*ai  fait  snr  son  orbite,  je  trouve  son  mouTement 
considdrablement  plus  vite  que  celui  de  Cer^s,  Pallas  et  Jniiou,  sa- 
voir  978"  par  jour.  L'iucliuaison  de  l'orbite  de  7**  6'.  L'exceutri- 
cite  0,  1.  Getto  plau(^te  a  beaucoup  plus  de  elarte  quo  Ceres,  Pallas 
et  Juiiou,  et  j'esperc  a  la  trouver  parini  les  obsorvatious  de  Thistoire 
Celeste,  peut  etre  ineiiie  pariiii  Celles  de  Flanisteed.  Je  vieus  d'achc- 
ver  un  ouvrage  etendu  sur  les  metliodes,  qui  nie  sunt  propres,  h 
dcterminer  les  orbites  des  planetes.  Mais  qu<)i(iue  je  Tai  ecrit  eu 
allemaud,  jo  trouve  beaucoup  de  difüculte  d'  y  eugager  un  libraire. 
La  guerre  a  suspendn  tont  connexe ,  plusieurs  de  nos  plus  grands 
libraires  Tont  refusi.  Je  snis  ä  pi  esent  k  traiter  avec  nu  antre  qni 
se  montre  an  pen  plns  conragenx.  S'U  tronvera  son  oente  k  cette 
entreprise,  pent-6tre  il  sera  encourag6  par-l&  k  risqner  la  pnUlcation 
d'nn  second  volume  de  mes  disqnisitiones. 

Coutiuuez,  MademoisoUe,  de  mc  favoriser  do  Yotre  amitie  et  do 
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Yotre  ooirespondanco,  qai  fout  mon  orgneil,  et  soioz  persuadöe,  qne 
je  suis  et  serai  toujours  avoc  la  plns  haute  estimo 


Neue  Theorie  ilcs  liniij,'inäre)i  in  der  Fuiictioüt'nrt.'clinuii,!^  und  der 
Aualvtischen  Geenietrie  von  W  il  Ii  e  1  m  F  r  i e  d  r  ich  S c Ii  ii  1  e r.  Pro- 
granun  zu  dem  .Jahresberichte  der  k.  bayerischeu  liealschule  Preising 
pro  1877/78.   56  S. 

Um  oinon  imaginären  Paukt  mit  den  coinplexcu  Coorditiateu 
2  +    i't't'll  im  Iviiiinie  darzustellen,  coustruirt  dorVur- 
fasselr  zuerst  den  roeUou  Punkt  (xyz)  und  trägt  dann  von  ihm  aus 

nach  der  durch  v  |  bestimmten  Richtung  das  Stflck  VlH-  »r+S^ 


ab.  Offenbar  ist  dies  weiter  nichts  als  die  Construction  und  Verbin- 
dung der  2  Punkte  (j//:)  und  y-\-V>  ^-\-^)-  Strecke  von 
crsterm  zu  letzterin,  für  conjugirte  Punkte  entgegenjj;osetzt  gononinien, 
nennt  er  Potenz  und  sagt,  ein  imaginärer  Punkte  sei  dargestellt  durch 
einen  reellen  Punkt,  eine  Richtuug  uud  eine  Potenz ;  verschwinde  die 
Potenz,  so  könne  die  Bichtuug  noch  bestimmt  bleiben;  in  diesem  Fallo 
nonrt  er  den  Punkt  einen  Curvenpunkt  Der  Begriff  der  Derivation 
oiner  Function  mttsse  erweitert  werden;  er  definirt  sie  als  den  Quo- 
tienten der  imaginSxen  Teile  von  Function  und  Argument,  so  dass, 

wenn  x  =  a-\-iöj  und /(x)  A-\~/ß,  /'(x)  =  ^  sein  wurde.  Ein- 
zige Voraussetzung  sei  also  die  Darstellung  von  f{x)  in  der  Form 
yi-f-»-ö;  mit  der  Stetigkeit  habe  der  Begriff  nichts  zu  tun.  Zu  er- 
innern ist  hiergegen,  dass  ohne  Stetigkeit  oder,  was  derselben  gleich- 
kommt, ohne  einen  Curvcnzug,  der  eigentliche  Derivatiousbegriff  sich 
unter  den  neuen  nicht  subbumiren  liisst-,  dann  aber  hat  letzterer 
keinen  Ansuruch  ihiraul'  eine  Erweiterung  zu  heisscn  und  kann  in 
Betreff  der  Eeistungen  den  erstem  iiiclit  ersetzen.  Noch  andere  Be- 
griffe tiudet  der  Verfasser  Grund  zu  erweitern,  z.  B.  den  der  li.x- 
ponentialfuuction  «*  auf  ^+2m/;rx  Ungeachtet  aller  hierin  enthalte- 
nen Willkür  sei  dem  Verfasser  die  Berechtiguug  dazu  nicht  bestrit- 
ten, wenn  er,  was  er  in  der  Tat  verspricht,  eine  erwiesenermassou 
widerspruchslose  Theorie  daraus  herleitet  Wenn  er  aber  erwartet, 
dass  ihm  ein  Leser  auf  dem  Wege  der  Herleitnng  folgen  soll,  so 


Bronsvic  ce  30  April  1807 
jour  de  ma  naissance. 


Votre  plus  sincere  admirateur 
Cb.  Fr.  Gauss. 
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hfttte  er,  ii.  E.,  anch  versprechen  mfisBen,  dass  durch  die  Theorie 

etwas  für  die  Wissenschaft  gewonnen  sei,  und  diei  hat  or  niclit  gctaa. 
Die  der  Reihe  nach  behaiidoltou  Themata  sind :  Geometrische  Bedou- 
tuDp:  der  arithmctischcu  Opcrationeu ,  das  Imaginäre  in  der  analyti- 
schen Geometrie,  Prüfung  dieser  Tuterpretation ,  die  Potenzfunction, 
die  Exjmneutialfunctiüu,  Al>lcituug('ii  der  einzelnen  Functionen,  die 
ersten  Lehrsätze  der  Functiüneurechnuiig,  allgemeine  Eigenschaften 
einer  Function  einer  comploxen  Veränderlichen;  analytische  Geome- 
trie: die  reelle  Curvc  1.  Ordu.  (Gerado),  die  complexe  Curve  l.Ordu., 
imaginäre  Gerade  durch  reellen  und  complexeu  Punkt,  complexe  Curve 
1.  0.  durch  2  complexe  Punkte,  Coordinaten  dura*  imaginären  Ge- 
raden, die  reellen  Curven  2.  0.  H. 


Arithmetik,  Algebra  und  reine  Analysis. 

Vorlesungen  ttberWalürscheinliehkeitsrcchnnng  von  Br.A.  Meyer, 
ord.  Professor  an  der  Universität  zu  Lfttticb.  Deutsch  bearbeitet  von 
Emannel  Gzuber.  Leipzig  1879.  B.  G.  Teubner.  554  S. 

Die  gegenwärtige  deutsche  Ausgabe  ist  das  Resultat  einer  zwei- 
maligen Bearbeitung  des  im  Manuscript  hinterlassenen  Originals. 
Diesem  gieng  voraus  das  von  A.  Meyer  selbst  herausgegebene  Werk 
,,Thewie  analytique  des  probabilitte  a  posteriori'S  Die  erste  fran- 
idsische^  Ausgabe  ward  von  F.  Folie,  dem  das  Manuscript  anvertraut 
war,  veranstaltet.  Es  wurden  einige  Bechenfehler  berichtigt,  einige 
ErUftmngen  eingeschaltet,  eine  Lücke  mit  Hülfe  der  Aufzeichnungen 
eines  Zuhörers  ergänzt,  eine  neue  Einteilung  eingeführt,  die  beiden 
Fehlcrtheoiien  von  Laplace  und  Bienayrae  an  das  Ende  gesetzt  und 
ein  Auszug  aus  den  Sterblichkeitstafeln  von  Quetclet  hinzugefügt. 
Nach  Folie's  Aussage  enthält  das  Werk  vollständig  die  bedeutendsten 
Arbeiten  über  Wahrscheiidichkeitsrechnuug  von  BernouUi,  Moivre, 
Laplace,  Poisson,  Gauss,  Eucke,  Bienayme  u.  A.  Als  eigne  Pro- 
ductiou  Meyer's  führt  er  an  Verallgenieineruugeu  von  Problemen  mit 
Hülfe  der  höhern  Analysis  und  Diflerenzenrechnung,  einen  Beweis  des 
BeruouUi'schen  Theorems  nebst  Verallgemeinerung,  den  Rechnungs- 
gaug  bei  Entwickelung  der  Formeln  von  Laplace  und  zahlreiche  An- 
wendungen der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  auf  Bevölkerung  und 
Versicherungswesen.  Beim  Theorem  und  Problem  von  Poisson  wird 
von  Folie  darauf  aufmerksam  gemacht,  dass  den  Näherungsrechnungen 
kein  Vertrauen  zu  schenken  sei.  Mit  der  Uebersetzung  waren,  zu- 
folge der  Vorrede,  neue  Veränderungen  verbunden;  namentiich  bat 
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das  Capitel  fiber  Anagleichnngsrecbnnng  eine  darchgreifende  Um- 
arbeitong  und  Erweiterung  er&hren,  wobei  die  Bedttifniase  ftr  die 

uewöhnlichen  Fälle  Augenmerk  waren.  Den  im  Original  behandelten 
Aufgaben  ward  jene  Uber  Functionen  direct  beobachteter  Grössen  nnd 
ein  Abschnitt  über  Ausgleichung  bedingter  Beobachtungen  hinzuge- 
fügt •,  neben  der  Ableitung  der  vorteilhaftesten  Werte  der  Unbekannten 
hat  der  Bearbeiter  aucli  der  Gcuauigkeitsbestimmung  und  den  Rech- 
nuuf^scoiitrüloii  Iirtuiii  gegeben  und  den  einzelnen  Abschnitten  voll- 
ständig durclig(>füiirte  Beispiele  aus  verschiedenen  Gebieten  der  An- 
wendung angeschlossen.  In  den  Entwickelnngen  wurden  nach  Helmert's 
Vorgang  die  wahren  Fehler  vcn  den  plausibeln  geschieden.  Auch  das 
Capitel  Aber  Anwendungen  der  Wahrscheinlichkeitsrecbuung  anf  Sterb- 
lichkeit u.  8.  w.  ist  nen  bearbeitet  gemSss  den  Fortschritten  ans  den 
letzten  Jahren.  Als  selbständige  Arbeit  giebt  Cznber  an  die  Ent- 
wickelnng  der  mittlem  Daner  der  Eben,  des  Witwen-  nnd  Witwer- 
Btandes.  Der  Inhalt  des  Büches  ist  (abgekflnt)  folgender:  Gmnd- 
r^ieln,  Wahrscheinlichkeiten  wiederholter  Versnche,  Bemoulli's  Theo- 
rem, mathematische  und  moralische  Hoffnung,  Wahrscheinlichkeiten 
der  Ursachen  und  künftigen  Ereignisse,  Satz  von  Bayes,  Satz  von 
Laplace  über  die  Wahrscbeinlichkeit  der  Mittelwerte  von  Beobach- 
tungen, Theorie  der  OcobachtunLrsfehler,  Wahrscheinlichkeiten  bezüg- 
lich auf  das  Menschenleben,  Leb(!nsversicheruugcu,  Wahrscheinlich- 
keiten von  Zeugenaussagen  und  Urteilen,  Fehlertheorien  nach  Laplace? 
nach  liieiiaynic,  Ausdehnung  des  BernoulUi'schen  Theorems  auf  Fac- 
toriellen  von  Binomen,  Anmerkuugeu  und  3  Tafeln.  H. 

Generalisation  du  logarithme  et  de  TexponentieUe.  Par  J.  Farkas, 
Budapest  1879.  F.  Küiau.   121  S. 

Der  Yerfiisser  behandelt  die  Theorie  der  elliptischen  Integrale 
in  der  Form,  wo  die  Function  unter  dem  Warzelzeichen  ein  Prodnct 
dreier  linearen  Factoren  ist.  H. 

luvarianti,  covarianti  e  coutravarianti  delle  fuuzioui  uniogenee, 
nota  del.P.  Giacomo  Foglini.  (cstr.  dagli  Atti  deir  Accademia 
Fontifida  de'  Nnovi  Lincei  XXXI.).  Roma  1879.  Tipografia  delle 
sdcnzo  matematicho  o  fisiche.  70  S. 

Die  Theorie  der  Invarianten  In!  hier  für  Studireude  in  klarem, 
leicht  verständlichem  Vortrage  bearbeitet.  H. 
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12 


£ntferanMA«r  B«ridU  CCLVIL 


Integration  partieller  Differential-Glcichuugon.  Von  Plrof.  Simon 
Spitzer.  Wien,  1879.  Carl  Gerold's  Sohn.  93  S. 

Im  225.  litt.  Ber.  ist  eine  der  Fortsetzungen  der  Schrift  des- 
selben Verfassers:  „Stadien  Uber  die  Integration  linearer  Differential- 
Gleichnngen'*  besprochen.  Die  gegenwirtige  Schrift  „Yorlesnngen  etc.^ 
unterscheidet  sich  von  den  „Stadien"  nicht  durch  den  Inhalt,  aber 
durch  eine  weit  sorgföltigere  Bearbeitung.  Der  durchgehende  Gre- 
sichtspunkt  ist  hier:  Wieweit  kann  jede*  Aiitjfalje  durch  die  einzelnen 
namhaften  Methoden  gelöst  werden?  eine  Frage  die  in  jener  dem 
Leser  meist  überlassen  war  zu  untersuchoii.  In  der  Vorrede  wird 
durch  eine  Reihe  von  Arlieiten  üher  dieselbo  lineare  Gleichung  2.  Ordu. 
mit  linearen  Cocfticienten,  deren  Autoren  siunnitlicli  die  Laplace'sche 
Methode  entweder  zu  grossem  Nachteil  ungenutzt  lassen  oder  an- 
wenden ohne  Laplacü  zu  nennen,  gezeigt,  dass  Laplace's  Arbeit  ganz 
vergessen  war.  Die  zweite  Schrift  „Integration  etc."  ist  ein  Versuch 
die  Lehre  von  den  partiellen  DifferentiiilgieiehQngen  nach  dem  ge- 
wöhnlichen Inhalt  im  Zosammenhang  darzustellen.  Hierzu  kommt  die 
Behandlung  oiuor  grossem  Zahl  specieller  Aachen,  Der  1.  Abschnitt 
betrifft  die  trinomische  totale  Differeutialgleichong.  Die  2  folgen- 
den die  linearen,  der  letzte  die  nicht  linearen  partiellen  1.  Ordnung. 

H. 


Vermisclite  Schriften. 

Nouvelle  Corrospondauce  mathöraatique.  R6digce  par  Eugene 
C  ata  lau,  Docteur  es  sciences,  Professeur  ä  Tuniversitc  de  Li^; 
avec  la  collaboration  de  MM.  Mausion,  Laisant,  Brocard, 
>icuberg  et  ^Idouard  Lucas.  Tome  cinquiöme.  Liege  1Ö79. 
K  Decq. 

Der  Inhalt  der  2.  UfiUte  des  fiandes  an  Abhandlungen  ist  fol- 
gender. 

Starküf:  Ueber  die  Integration  der  linearen  Gleichungen. 

Chadu:  Ueber  den  Kreis  der  9  Punkte. 

Keuberg:  Ueber  die  Krümmung  der  Liuieu. 

Ribaucour:  Ucbcr  die  einhüllenden  Curvcu  von  Kreisen  nnd 
die  einhüllenden  Flächen  von  Kugeln. 

ß  r  0  c  a  r  d :  Ucher  die  Häufigkeit  und  Gesammtzahl  der  Primzahlen 
(Forts.  Bd.  V.). 

Neuberg:  Ueber  die  homologen  Dreiecke  (Bemerkungen  d.  Red.). 


Läleran$eh«r  Btriekt  CCLVIL 


13 


Lucien  L^yy:  Darlegong  der  ersten  Eigenschaften  der  Flächen 

2.  Grades. 

Neüberg:  Ueber  die  homologen  Tetraeder. 
Neu  her  g:  Eigenschaft  des  Dreiecks  (Forts.  Bd.  III.). 
£.  Gatalan:  Eine  Eigenschaft  der  Zahl  865. 
Neuberg:  Ueber  die  OyUoide. 

P.  Mansi'on:  J^rincipien  der  Theorie  der  Deyeloppoiden  der 
ebenen  Gurren. 

Cr.  de  Lougchamps:  Ueber  die  kubischen  Unicursalen. 

E.  Catalau:  Ueber  die  Zerlegung  eiucs  Kubus  in  1  Kuben. 
J.  L.  W.  V.  Jenson:  Multiiiliiation  zweier  convergenteu  Reihen. 
S.  Kealis:  Fragen  aus  der  nuincrischen  Analysis. 
£.  Catalan:  Ueber  eiueu  tiruudrisä  der  descriptiveu  Geometrie. 
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€l«Mlileht»  der  Mathematik  mid  Phjtlk. 

Redte  Ubach  er,  F.,  geist.  Bedeut.  d.  Mochanik  u.  gesdiiclitl. 
Skizze  d.  Eutdeckuug  ihrer  Prinz.  MUnclieü,  liasscruiaim.  2  Mk.  4uPf. 

Methode  und  Frineipieu. 

Crookes,  W.,  strahlende  Materie.  Dtsch.  hrsg.  t.  H.  Gretschel. 
Leipzig,  Quaudt  &  H.   1  Mk.  50  Pf. 

K 1  e  i  n  p  a  tt  1 ,  H.,  d.  Sonne  n.  d.  Leben.  JKocblits,  Bode.  1  Mk.  20  Pf. 

LehrbttehiTy  Saiwilwngen  md  Tabellei* 

Boyman,  J.  R.,  Lehrbuch  d.  Mathematik.  2.  Tiil.  b.  All. 
Dttssehlorf;  Schwann.  2  Mk.  2&  Pf. 

Gandtner,  J.  0.,  u.  K.  F.  Juughans,  Sammig.  v.  Lehrsätzen 
n.  Ao%U>en  aus  d.  Planimetrie.  1.  Thl.  4  Afl.  Berlin,  Weidmann. 
2  Mk.  40  Pf. 

Ganss,  F.  G.,  ftlnfiitell.  vollst,  logarithm.  u.  trlg.  Tafeln.  20.Afi. 
Halle,  Strien.  2  Mk. 

II  arm  s,  Chr.,  d.  erste  Stnfe  d.  mathem.  Unterrichte.  1.  Abth. 
4.  Afl.   Oldenburg,  Stalling.   1  Mk.  25  Pf. 

Heis,  E.,  Sammig.  v.  Beisp.  u.  Aufgaben  aus  d.  al lg.  Arithmetik 

n.  Algebra.    54.  Afl.    Cölu,  DuMont-Schauberg.    ?>  Mk. 

Hermes,  0,  Saminlf,'.  v.  Aufgaben  aus  d.  Guuioinetrie  u.  obcucu 
Trigouometric.    Berlin,  Winckelmauu  <fe  S.    3  Mk.  GO  Pf. 

Jordan,  W.,  llülfstafelu  f.  Tachymetrie.  Stuttgart,  Metzler. 
8  Mk. 

^  Tables  tachym^triques.  £bd.  8  Mk. 
Martns,  H.  C.  E.j  math.  Anfg.  2.  Tbl.   Besnltate.  Leipzig, 
Koch.  4.  Afl.  4  Mk.  20  Pf. 


Ruland,  M.,  prakt.  Anleitg.  z.  gründl.  Uuterr.  in  der  höh. 
Mathematik.   3.  Thl.   Bonn,  Cohen  &  Sohn.   6  Mk. 

Sachse,  J.  J.,  Mathematik  f.  Lebrbildungsanst  n.  Lehrer.  2.  Thl. 
Leipzig,  Siegismnnd  <&  Y.  4  Mk. 

WittBtein,  Th.,  Lehrbuch  d.  Elementar-Mathem.  1.  Bd.  1. 
n.  3.  Abth.  n.  2.  Bd.  1.  n.  3.  Abth.  HannoTer,  Hahn.  7  Mk.  60  Pf. 


Arithmetik  y  Algebra  und  reine  An&ljrsiB« 

Bflttner,  A.,  d.  Elemente  d.  Bnchatabenrechng.  n.  Algebra. 
5.  Afl.  Berlin,  Stnbenraach.  2  Mk.  40  Pf. 

Heilerma;in,  H.  &J.  Diekmann,  Lehr-  n.  Uebnngsbnch  t  d. 
Unterr.  in  d.  Algebra.  3.  Tbl.  Essen,  Bftdeker.  1  Mk.  30  Pf. 

Schering,  E.,  Bestimm,  d.  qnadrat  Be8t*Charakter8.  QOttin- 
gen,  Dieterich.  3  Mk.  40  Pf. 

Qeemetrie. 

Ambrözy,  C,  Elemente  d.  Geometrie  n.  d.  geometr.  Zeichnen. 
1.  Thl.  BieUts,  Fröhlich.   1  Mk.  20  Pf. 

Amesedor,  A.,  üb.  vierfach  btTühreiido  Kegelschnitte  der  Cur- 
ven  vierter  Ordnung  m.  3  Doppelpunkten.   Wien,  Grerold's  S.  40  Pf. 

Bobek,  B.,  üb.  ebene  rationale  Cnnren  4.  Ordnung.  Wien,  Ge- 
rold's  S.    1  Mk.  60  Pf. 

Ebel,  M.,  prakt.  Anleitg.  z.  Gebrauche  d.  grapli.  Methoden  bei 
(^uorHchnittsberechnungen.    Freiburg,  Herder.    2  Mk.  6Ö  Pf. 

Glinzer,  E.,  Lehrb.  d.  Elemcutar-Geometrio.  1.  Till.  Hain- 
imrg,  Nestler  &  M.    2  Mk. 

Jaudecky,  V.,  Geometria  pro  vyi^i  gymnasiea.  3.  Vydani.  Dil 
1.  i.  2.  Prag,  Kober.  3  Mk. 

Junghänel,  A.,  Knrsns  z.  Einführg.  in  d.  Geometrie.  3.  Afl. 
Berlin,  Hempel.  60  Pf. 

Jnnghans,  K.  F.,  Lehrbuch  d.  ebenen  Geometrie.  1.  n.  3.  Thl. 
Berlin,  Weidmann,  ä  2  Mk.  40  Pf. 

Mink,  W.,  Lehrb.  d.  Geometrie.  7.  Afl.  Elberfeld,  Friderichs. 
3  Mk. 

Müller,  J.,  Elemente  d.  ebenen  Geometrie  u.  Stereometrie. 
4.  Ail.    Brauuschweig,  Vieweg  &  S.    1  Mk.  60  Pf. 

Reis  haus,  Th.,  Vorschule  z.  Geometrie.  1.  u.  2.  Abth.  Leip- 
zig, Teubner.    ;)  Mk.  2()  Pf. 

Wall  entin,  F.,  Grundlohren  d.  räural.  Geometrie.  Wien,  Ge- 
rold's  S.    1  Mk.  Gi)  Pf. 

Wiecke,  P.,  4  Kurse  in  d.  Geometrie.  Cassel,  Fischer.  ÖMk. 
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Trigonometrie* 

Gernertli,  A.,  Grundlehren  d.  ebenen  Trigoiiometrie.  4  Afl. 
Wien,  Gerold's  S.   2  Mk.  40  Pf. 

Hechel,  C,  Leitfaden  z.  Unterr.  in  d.  ebenen  Trigonometrie. 
Koval,  KlufTO.   1  Mk.  .')()  Pf. 

—  Lehrbuch  d.  sphär.  Trigonometrie.  2.  Afl.  £bd.  1  Mk.  öü  Pf. 

Prakttsehe  (ileometiie,  (ileodilsie. 

ßauerufüiud,  C.  M.  v.,  Klemcutc  d.  Vemiessuugskuude.  6.  AH. 
2  Bde.   Stuttgart,  Cotta.    18  Mk. 

FialkowBki,  N.,  d.  zeichnende  Geometrie.  Wien,  Pichler*s  W. 
&  S.  1  Mk.  20  Pf. 

Franke,  J.  M.,  d.  Omndlehren  d.  trigonometr.  Yennesag.  in 
reehtwinU.  Koordinatensystem.  Leipzig,  Teabner.  12  Mk. 

Kalender  f.  Mcsskuude  auf  d.  J.  1880.  Hrsg.  v.  M.  Clonth. 
Trier,  Litit/.    2  Mk.  s(i  Pf. 

Schubert  Ii,  IL,  d.  Elenioiitc  d.  geometr.  Zeichnens.  Milten- 
berg, Halbi|7.    2  Mk.  50  Pf,  coh)r.  3  Mk. 

Schulze,  C. ,  Hülfsb.  z.  Lösung  v.  Aufgabeu  a.  d.  Geometrie, 
Stereoui.  ii.  Gcotiasie.    Leipzig,  0.  Witfaud.    1  Mk.  50  PI'. 

Seebei  ger,  G.,  Gruudzügt;  d.  perspekt  Schatteulehre.  2.  Afl. 
Kegeusburg,  Coppeurath.   2  Mk. 

Meolianik. 

Somoff,  J.)  theoretische  Mechanik.  Uebers.  v.  A.  Ziwet  2.  Afl. 
Leipzig,  Tenbner.  6  Mk.  80  Pf. 

Technik. 

Schulze,  Ii.,  (1.  pliysikal.  Kräfte  im  Dienste  d.  Gewerbe,  d. 
Kunst  II.  d.  Wissensi  h.  Frei  uach  Guillemiu.  13.  u.  14.  Lfg.  Leip- 
zig, Frühberg,   a  1  Mk. 

£la8ticität,  Akusük  und  Optik. 

Eichler,  J.,  Fabenlehre  in  HO  Tafeln  m.  Lehranweisung.  Wien, 
SaUmayer.  7  Mk.  20  Pf. 

Astronenie  mid  Meteorologie» 

Annalen  der  k.  k.  Sternwarte  in  Wien.  3.  Folge.  28.  Bd. 
J.  1878.  Wien,  Wallishauseu.  11  Mk. 
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BeobaehtuDgen,  meteorolog.,  in  Deutschland.  Leipzig,  Tenbner. 
8  Hk. 

Fortachritte,  die,  d.  Astronomie.  Nr.  5.  1877  —  79.  Leipzig, 
Mayer.  2  Hk. 

Fortschritte,  die,  d.  Meteorologie.  Nr.  5.  1877  —  79.  Leiping, 

Mayer.   2  Mk. 

Klein,  H.  J.,  Anleitung  z.  Dnrchmnster.  d.  Himmels.  Braan- 
schweig,   Vieweg  &  S.   24  Mk. 

Kowalski,  Rccherches  aar  la  r6fractiou  astronomique.  St  Pe- 
tersburg, Kicker.   5  Mk. 

Nachrichten,  astronom.  Hrsg.  C.  A.  Fötors.  96.  Bd.  Nr.  1. 
(Nr.  2281.).    Ilaraburrr,  Mauke,    prcplt.  15  Mk. 

Oppolzer,  Th.  v.,  Lehrb.  d.  Bahubestimmg.  d.  Kometen  u. 
Planeten.   2.  Bd.   Leipzig«  Engelmann.  32  Mk. 

Reportorium  f.  Meteorologia  Bed.  t.  H.  Wild.  6.  Bd.  2.  HfL 
Leipzig,  Voss.   18  Mk.  60  Pf. 

Sirius,  18.  Jahrg.  1880.  (12  Hfte.).  L  Eft.  Leipzig,  Scholtse. 
prcplt  10  Mk. 

Sternfreand,  G.,  astronom.  Fflhrer  pro  1880.  5.  J.  Mfln- 
chen,  Liter.-art.  Anstalt  1  Mk. 

Struve,  0.,  M^snres  mlcrom^tr.  corr.  des  Steiles  donbles. 
Leipzig,  Voss,  ö  Mk. 

Nautik* 

Döring,  W.,  naut  Kalender  £  d.  J.  1880.  Papenburg,  Bohr. 

60  Pf- 

Jalirl)uch,  naut.,  d.  Ephemeriden  u.  Tafeln  f.  d.  J.  1882.  z. 
Bestimmg  d.  Zeit  etc.  Unter  Ked.  v.  Tietjeu.  Berlin,  C.  Ueymann. 
1  Mk.  50  Pf. 

Pbjslk. 

Ballauf,  L.,  d.  Gmndl  d.  Physik  eiern.  6.  L%.  Langensalza, 
Beyer  &  S.  1  Mk. 

Grüger,  J.,  Lehrbuch  d.  Physik.  4.  Afl.  Leipzig,  G.  W.  Kör- 
ner. 4  Mk.  50  Pf. 

Hoffmann,  F.,  Lehrbuch  d.  Physik.  2.  Afl.  Prag,  Tempsky. 
3  Mk. 

Reportorium  d.  Experimeutal-rbysik  etc.  Hrsg.  v.  Th.  Carl. 
16.  Bd.    (12  Hfte.).    1.  Hft.    München,  Oldenbourg.    prcplt.  24  Mk. 

Rio  mann,  B.,  Schwere,  Elektricität  u.  Magnetismus,  bearb.  v. 
K.  Hattendorf.  2.  Agg.  Hannover,  Rümpler.  6  Mk. 

Scktttte,  W.,  physik.  Bilder.  Leipzig,  Frohberg.  7  Mk. 
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Waebor,  R.,  Lehrbuch  d.  Physik  m.  Berücksicht.  d.  Technol. 
u.  Terminol.  2.  Afl.  Leipzig,  Hirt  <fe  S.  3  Mk.  50  Pf. 

Temisekte  SehrifleB. 

Ann&leB,  mathemat.  Hrsg.  t.  F.  Klein  n.  A.  Mayer.  16.  Bd. 
(4  Hefte.).  1.  Hft.  Leipzig,  Teabner.  prcplt.  20  Mk. 

Jahrback  flb.  d.  Fortocbr.  d.  Mathem.,  krag.  v.  C.  Okrt'mann, 
F.  Mttller,  A.  Wangerin.  9.  Bd.  Jakrg.  1877.  2.  HÜ  Berlin, 
6.  Beimer.  4  Mk. 

Linde  mann,  F.,  Untersucb.  üb.  d.  Biemanii-Bock'scken  Satz. 
Leipzig,  Teubner.    1  Mk. 

M61anges  mathem.  et  phys.  tirecs  du  bullotin  de  l'Acad.  imper. 
des  scicnc(!s  de  St.  P^tersb.  Tom.  V.  Livr.  5.  Leipzig,  Voss. 
1  Mk.  80  Pf. 

Mitteuzwey,  L.,  mathemat  Kurzweil.  Leipzig,  Kliukbardt^ 

1  Mk.  50  Pf. 

Reis,  P.,  Elemente  il.  Physik,  Metercoiogie  u.  mathemat.  Geo- 
graphie.  Leipzig,  Quandt  &  H.   4  Mk.  50  Pf. 

Sitznogsb^ckte  d.  matbem.-physik.  Classe  d.  k.  b.  Akademie  d.' 
WiBsensek.  zu  Mflncben.   1879.   3.  Hft   Mflneken,  Franz.  1  Mk. 

aopf. 

Sitzungsberickte  d.  k.  Akad.  d.  Wissensdi.  Matkemat-natanm. 
GL  79.  Bd.  1.  Abth.   1-5.  Hft.  Wien,  Gerold's  8.  9  Mk.  80  Pf. 

~   dass.   79.  Bd.   2.  Abth.  2-5.  Hft,   Ebd.   8  Mk.  60  Pf. 

—  dass.    79.  Rfl.    3.  Ahth.    3—5.  Hft.    Ebd.    3  Mk.  60  Pfc 

—  dass.   80.  Bd.   2.  Abth.    1.  Hft   2  Mk.  50  Pf. 
Zeitschrift  f.  Mathematik  u.  Physik,  hrsg.  v.  0.  Schlömilch, 

E.  Kahl  u  E.  Cantor.  25.  J.  1880.  l.  Hft  Leipzig,  Teubner. 
prcplt  18  Mk. 

Zeitschrift  f.  mathem.  u.  uaturwiss.  Unterr.  Hrsg.  v.  J.  C.  V. 
Hoffmann.  11.  J.  1880.  (6  Hfte.).  L  Hft  Ebd.  prcplt  10  Mk. 
80  Pf. 
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Lelirbucher,  Sammlungen  und  Tabellen. 

Lehrbuch  der  obeuon  Gcoinotrie  für  Schüler  höherer  Lehranstal- 
ten, mit  Anleitung  zur  geometrischen  und  algebraisclicn  Analysis  und 

einer  Auswalil  (heils  gelöster,  theils  nicht  gelöster  Aufgaben.  Von 
Dr.  K.  F.  Junghans,  Professor  am  Stadt-Gymnasium  in  Stettin. 
Erster  Theil.  Mit  31 G  -  Zweitor  Theil.  Mit  289  in  den  Text  cin- 
gcdrucktcu  Holzschnitten.   Berlin  1879.  Weidmann.   260  und  291  S. 

Der  1.  Teil  enthält  vollständig  die  Planimetrie  in  der  dem  Gym- 
nasialunterricht angemesseneu  Form  bearbeitet.  Obwol  vom  Verfassscr 
zum  Hülfsmittel  der  Kepetition  bestimmt,  wird  die  Doctrin  doch,  wie 
er  CS  für  notwendig  erklärt ,  in  vollkommener  Ausführlichkeit  vorge- 
tragen, ausreichend  um  sogar  minder  Begahten  zum  Selbstunterricht 
zu  dienen.  Citato  wollte  der  Verfasser  so  gut  als  möglich  vermeiden. 
l)ies  gtdit  so  weit,  dass  z.  B.  üerscll)e  Beweis  für  den  1.  Congrueuz- 
satz  factisch  zweimal  geführt  wird,  otVenhar  um  die  Reihe  der  Cou- 
gruenz  nicht  zu  unterbrechen.  Dass  der  Abfassung  keine  Kürze  auf- 
erlegt war,  hatte  natürlich  manches  Gate  znr  Folge.  Systematische 
Ordnung  und  Uebersichtliehkeit  zn  erreichen  war  deshalb  leicht,  ist 
abw  anch  in  anerkonncnswortor  Weise  geschehen.  Deutlichkeit  und 
Prädsion  dos  Ausdrucks,  worauf  gleichfalls  dieYorredo  Gewicht  legt, 
ist  mit  sichtlichem  Floisso  angestrebt  worden;  wenn  gleichwol  noch 
einiges  zu  bessern  bleibt,  so  ist  es  zu  unbedeutend  um  es  zn  nennen. 
Manchmal  verbindet  noch  ein  zweifelhaftes  „oder**  den  richtigen  und 
den  ungenauen  Ausdruck,  als  wolle  dei-  Verfasser  es  den  Lesern  ilber^ 
lassen  sich  darüber  zu  streiten.    Auch  den  Anforderungen  strenger 
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Logik  ist  infolge  der  Ausführlichkeit  etwas  grössere  Anfinerksamkoit 
zogewandt  worden.  Die  Paralleleutheorie  stutzt  sich  znm  Ueberfluss 
auf  drei  Axiome,  deren  jedes  zun  Beweise  der  beiden  andern  hin- 
gereicht hätte.    In  der  Propoitionslchrc,  deren  rein  arithmetischer 
Teil  hier  in  die  Geometrie  eingeschaltet  und  den  Proj)ortioneü  der 
Raums2;ios3eu  \ orausgeschickt  ist,  wird  der  Fall  der  Incommensura- 
hilitüt  nicht  nur  in  vollem  Masse  erürtcrt,  sondern  auch  die  Beweise 
rücksichtlich  desselben  durch  Auwendung  uncudlichkk'inor  Diüerenzen 
vervollständigt.   In  beiden  Punkten  findet  sich  jedoch  Uebcrmass  mit 
Mangel  auf  der  andern  Seite  verbunden.  Der  Begriff  des  Winkels 
wird  dreifiich  charakterisirt,  wiewol  die  3  Bestimmungen  nicht  gehörig 
geschieden ,  sondern  etwas  ineinander  geschoben  sind.  Der  Winkel 
wird  inerst  als  die  Winkelfignr  betrachtet,  die  Schenkel  beliebig 
lang,  was  leider  erst  im  nächsten  Satze  steht:  dann  als  sog.  Winkel- 
blatt, d.  i.  Region  der  unbegrenzten  Ebene.  Letzteres  ist  hier  ganz 
nnverständlich  ausgedrückt,  mit  den  Worten:  „Ein  Winkel  ist  der 
ebene,  nach  einer  Seite  hin  uid)t>grenzte  Raum  zwischen  zwei  beliebig 
langen  geraden  Linien ,  welche  von  demselben  Punkte  ausgehen". 
Beliebig  lange,  also  doch  immer  begrenzt  gedachte  Schenkel  können 
einen  Raum  weder  ganz  noch  einseitig  begrenzen,  denn  sie  sperren 
keinen  Punkt  der  Ebene  vom  andern  ab.  Was  aber  soll  der  Schüler 
bei  den  Worten  „nach  einer  Seite  hin"  denken?  Da  die  hier  gemeinte 
Bestimmung  des  Winkels  im  ganzen  Buche  keine  Anwendung  findet, 
da  sie  flberdies  ftr  Anfänger  und  logisch  nicht  ganz  feste  Individuen 
eine  Quelle  unklarer  Begriffe  ist,  so  hätte  sie  Qbeihaupt  wegfallen 
sollen.  Sie  scheint  nur,  weil  einmal  jene  Verpflanzung  eines  Begriib 
der  hohem  Wissenschaft  in  die  Elementarmathematik  sehr  verbreitet 
ist,  dazu  aufgenommen  zu  sein,  damit  die  Sache  auch  den  Lesern 
dieses  Buchs  nicht  unbekannt  bleiben  soll.  Das  Uebcl,  das  dem  Einen 
recht  ist,  ist  dem  Andern  billig.   Drittens  wird  aufgestellt:  Der  Winkel 
„giebt  die  Grösse  der  Abweichung  an,  welche  zwischen  den  Rieh» 
tangen  der  beiden  Geraden  stattfindet".    Dies  ist  richtig  und  zur 
Oricntirung  notwendig.    Nur  soll  mau  den  hinderlichen  Irrtum  fern 
halten,  als  ob  dadurch  die  Wiukclgrösse  delinirt  wäre.    Der  Satz 
spricht  nur  aus,  wozu  der  Winkel,  der  aber  noch  bestimmt  werden 
soll,  dient.    Durch  ihn  wird  erst  die  Richtung  ein  exacter  BegriflF, 
Sötern  er  jede  Verschiedenheit  der  Richtung  festsetzen  lehrt.  Dass 
nun  jener  Irrtum  auch  hier  waltete,  ist  freilich  positiv  durch  nichts 
kund  gegeben.  Wenn  aber  nach  aller  reichlichen  Chaiakterisirung 
das  die  wirkliche  Definition  der  WinkelgrOsse  enthaltende  und  ver- 
tretende Kriterium  der  Gleichheit  und  Ungleichheit  der  Winkel  durch 
Aufeinanderlegen  schliesslich  ganz  ansbleibt,  so  kann  doch  der  Leser 
nicht  anders  denken,  als  dass  der  Y erfosser  gemeint  habe,  der  Winkel 
sei  durch  das  Beigebrachte  bereits  definirt    Das  Fehlen  dieses  nn- 
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«iti>ehilicheii  Satzes  ist  um  so  auiSUIiger,  weil  er  in  der  Regel  selbst 
in  weit  compcndiöscm  Lehrbttchoru  zu  ^ndon  ist  Statt  der  Erklä- 
rung wird  also  hier  geliefert  1)  dio  Anschauung,  2)  eine  zugezogene, 
nicht  zur  Deutlichkeit  gebrachte  Spcculation,  3)  der  Zweck  des  Win- 
kels; über  alledem  wird  die  DetiiiitioQ  vergessen.  Ein  solches  Zuviel 
und  Zuwenig  findet  sich  nun  auch  in  der  Behandlung  der  Tiicoinmen- 
surabilitüt.  Mehrere  Sätze  ^Y(•rdcn  erst  für  den  Fall  coimiionsurabler, 
dann  iiu'unmuiisuraldcr  Linien  bewiesen,  letzteres  mit  Anwendung  der 
Grenzeneiüschliessuiig.  Dass  die  Kinschliessunjj:  des  Resultats  zwischen 
Grenzen  nicht  genügt  um  die  genaue  Geltung  des  Satzes  daraus  zu 
folgeru,  hat  in  der  Tat  insofern  Beachtung  gefunden,  als  hinzugefügt 
wird,  die  Differenz  der  Grenzen  nnendlich  klein.  Nicht  beachtet 
aber  ist,  dass  die  nnendlich  kleine  Differenz  zum  Beweise  der  ge* 
nanen  Oeltung  schon  allein  ausreicht  Die  Grenzencinschliessnng 
kann  in  manchen  Fällen  ein  Glied  des  Beweises  sein,  sofern  sie  das 
einzige  oder  leichteste  Mittel  ist  die  nnendliche  Kleinhdt  der  Dif- 
ferenz  zwischen  der  ideellen  und  berechneten  Grösse  darzutun.  Hier 
nnd  überall,  wo  diese  unmittelbar  auf  der  Hand  liegt,  ist  sie  über- 
flüssig, und  beeinträchtigt  das  Verständniss,  indem  sie  den  Gedanken 
auf  ein  falsches,  nichtiges  Bcweifimoment  ablenkt.  Ihre  traditionell 
gewordene  Auweuduiitr  erklärt  sich  wol  daher,  dass  Jiiau  ans  Resig- 
nation auf  exacte  Beweise  zufrieden  war  ein(!  aijpro.vimative  Geltung 
der  Sätze  innerhalb  bestimmter  Grenzen  festzust(>]len.  Da  dieser  Ge- 
sichtspunkt iiier  niclit  um  Platze  ist  und  wol  auch  nicht  gewaltet  hat, 
80  war  es  an  der  Zeit,  einmal  dieses  lauge  in  gedankenloser  Nach- 
ahmung geübte  Verfahren  falleu  zu  lassen  und  den  logischen  Gonnex 
in  seiier  natOrliehen  Ein&chheit  an*s  Licht  zu  stellen.  Hierzu  be- 
durfte es  wol  einer  etwas  grOssorn  Ausführlichkeit  in  der  letzten 
Folgerung.  Der  Yerfasser  hat  in  der  Vorrede  erklärt,  dass  er  in- 
directe  Beweise  soviel  als  mOglich  vermieden  habe;  er  hält  sie  also 
fär  weniger  leichtfasslich;  oh  er  darin  recht  hat,  mag  dahingestellt 
sein.  Der  exacte  Schluss  von  der  unendlich  kleinen  Diflferenz  auf  die 
genaue  Geltung  ist  aber  ein  indirecter  und  kann  kein  andrw  sein. 
Seiner  Ansicht  zufolge  konnte  der  Verfasser  nicht  voraussetzen,  dass 
ihn  die  Schüler  von  selbst  richtig  vollzögen,  er  musste  wissen,  dass 
beim  blossen  Hinweis  auf  die  unendlich  kleine  Differenz  der  Grund 
der  Bündigkeit  des  Schlusses  im  dunkeln  bleibt.  War  es  nun  viel- 
leicht gerade  der  Zweck  der  Kürze,  die  indirecte  Natur  des  Schlusses 
durch  das  Hinwegeilen  über  denselben  zu  verhüllen?  Dann  würde 
er  sich  zu  dem  Grundsätze  bekennen:  Besser  nicht  verstanden 
als  anf  indlrectem  Wege  verstanden.  Ueberflüssig  also  war  dio 
Approximation  von  zwei  Seiten,  wo  die  ein&ehe  dasselhe  tat; 
Hbögel  hingegen  trat  hervor  in  der  versäumten  Darlegung  des  wirk- 
liehen logischen  Zusammenhangs.   Der  Inhalt  des  1.  Teils  ist  der 
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gewöhnliche.  Den  2.  Tdl  bilden  Yerwendaogen  der  neuern  syntheti- 
schen Geometrie  für  den  Schnlnntcrricht  und  Aufgaben,  n&mlich  die 
Transversalen  des  Dreiecks ,  die  harmonische  Teilung,  Pole  und  Po- 
laren, Aehnlichkeitspunkto  der  Kreise,  die  Berflhrungsaufgabe  des 

Pappos  und  verwandte  Aufgaben ,  die  Berührungsaufgabe  des  Apollo- 
nius,  algebraische  Eigenschaften  der  Kreise  am  Dreieck,  algebraisch- 

jjoometrisclie  Berechnungen,  algebraische  Analysis,  Aufgaben  mit 
geometrischer  Analysis  ohne  und  unter  Anwendung  von  Proportionen, 
Aui'yalx'ii  mit  algchraischcr  Analysis,  Aufgaben  zu  alL^ebraisch-geomo- 
trischen  PjcriH  linuiigcn  uiui  das  Malfatti'scho  Prol)l('in.  I>io  Lösungen 
der  Aufgaben  sind  im  Anfang  durchgeführt,  weiterhin  nur  die  Ana- 
lysis angegeben,  auch  die  Berechnungen,  die  einfachsten  Fülle  ausge- 
nommen, durchgeftihrt.  Die  Aufgaben  beginnen  mit  den  fuudaineu- 
talen  und  schreiten  durch  Synthesis  fort;  willktttiiche  SpedaHsirnngen 
kommen  nicht  vor.  H. 

Lehrbuch  der  Mathematik  für  Gymnasien,  Realschulen  und  an- 
dere höhere  Lehranstalten.  Von  Dr.  Johann  ßobert  Boy  mann, 
Professor  am  Königlichen  Gymnasium  zu  Gobienz.  Zweiter  Teil: 
Ebene  Trigonometrie  und  Geometrie  des  Baumes.  Fünfte,  verbesserte 
Auflage,  besorgt  von  Dr.  Carl  Werr,  Gymnasialoberlehrer  zu 
Goblonz.  Dttsseldorf  1880.   L.  Schwann.  214  S. 

Das  Lehrbuch  zeichnet  sich  durch  grusst'  Austulirlichkcit  aus, 
sichtlich  mit  der  Bestimmung  joden  Gegenstand  vollständig  nach  allen 
Seiten  hin  zu  erörtern  ujid  auf  jede  mögliche  Frage  klare  Auskunft 
zu  geben,  aber  auch  in  dem  Sinne,  dass  es  sich  Conciuuifit  nicht 
zum  Gesetz  macht  und  Wiederholungen  nicht  verschmäht.  Durch 
eine  solche  Ausbreitung  des  Lehrstoffs  kann  den  Scfafllem  die  Be- 
herrschung desselben  erschwert  werden,  doch  möchte  dieser  Nachteil 
hier  kaum  zu  besorgen  sein,  weil  durch  strenge  Ordnung  und  Gleich- 
mässigkeit  der  Betrachtung  das  Bowusstseiu  stets  erhalten  wird,  dass 
es  sich  nicht  um  eine  Menge,  sondern  immer  nur  um  denselben  (Ge- 
genstand liandelt.  Der  Verfasser  hat  es  vorgezogen  jede  der  4  go- 
niometrischen  Functionen  gesondert  zu  behandeln  und  erst  dann  ihre 
Relationen  zuzuziehen,  wiihrcnd  man  wohl  auch  Grund  finden  kann 
umgekehrt  zu  Werke  zu  gehen,  namentlich  zuerst  beim  ersten  Qua- 
dranten zu  verweilen.  Die  Bi  rci  litigiuig  des  letztern  bestätigt  sich 
sogar  durch  eine  Iucüi)S('(iueiiz ,  zu  der  das  gewählte  Verfahren  ver- 
anlasst hat.  Da  im  Anfang  die  Winkel  unter  dem  Fuuetionszeichen 
durch  alle  positiven  Quadranten  geführt  werden,  da  ausserdem  nega- 
tive Winkel  erklärt  sind,  su  gehörten  offenbar  die  Functionen  der 
uegativen  Winkel  ebendahin;  diese  kommen  aber  erst  zwischen  den 
Relationen  der  verschiedenen  Functionen.  Ausdruck  und  Au&tellangen 
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sind  zum  grössten  Toil  corrcct.  doch  sind  die  Ansnahnieu  davon  nicht 
unerbehlicli.  Dor  stärkste  Fohk  r  ist  wol  die  uneingeschränkte,  auch 
nachträglich  uicht  verbesserte  Behauptung,  durch  die  gouioiuetrischen 
Functionen  seien  die  Winkel  bestimmt;  von  dner  Hehrwertigkeit 
steht  kein  Wort  da.  Alse  gerade  an  dem  Punkte,  wo  das  gedanken- 
lose Rechnen  irre  geht,  giebt  das  Lehrbuch  das  Beispiel  der  Vergess- 
lichkeit.  Femer  wird  zwar  auf  Seiten  der  Functionen  hinreichend 
erklärt,  dass  sie  als  Linienverhftltnisse  reine  Zahlen  sind  ^  auf  Seiten 
der  Winkel  aber,  wo  doch  ganz  das  gleiche  gilt,  die  Meinung  er- 
halten, als  seien  i  s  hciKunitt^  Zalih'n  vou  heterogener  Qualität.  Die 
Stnfe,  auf  wrUlier  drr  Schüler  der  Trigonomeüie  steht,  rechtfertigt 
oder  entschiildiLjt  diese  Darstellung  keineswegs.  Denn  ihr  geht  die 
elementare  Kreisbereelimne^'  voraus,  von  der  auch  das  Lelirliueh  vor- 
übergehende Anwendung  niaidit,  imiiiii  es  die  Winkel  gelegentlich 
durch  Kreisbogen  ersetzt.  llieniaeh  ist  es  auf  jener  Stute  sehr  wol 
bekannt,  dass  Grade  niehts  sind  als  Teilungszeichen  eines  Linieuver- 
hältnisse;-.  uändich  von  Kreis  und  Kadius,  mithin  reiue  Zahlen,  sugut 
wie  ^  trotz  der  Benennung  Zehntel  eine  solche  ist.  Die  vermeint- 
liche Heterogcneitftt  widerlogt  sich  sofort  durch  den  Ausdruck  des 
Kreissegments,  indem  er  die  Differenz  des  Gentriwinkels  und  seines 
Sinus  zum  Factor  hat  Eftme  aber  auch  der  betreffende  Fall  im 
Corsus  nicht  vor,  so  wäre  doch  eine  Behauptung,  wie  de  hier  in  einer 
Note  steht,  8in(at')  habe  keinen  Sinn,  als  irrig  zu  verwerfirai.  Für 
die  Weglassang  der  Klammern  in  (sinas)*  genügt  dio  Einftihrung  und 
ihr  praktisches  Motiv  zur  Rechtfertigung. 

In  der  Trigonometrie  wird  mit  dem  rechtwinkligen  Dreieck  be- 
gonnen, dann  folgt  das  gleichschenklige  mit  Anwendung  auf  die  regel- 
mässigen Vielecke,  dann  das  beliebige  Dreieck.  In  der  Stereometrie 
folgt  auf  die  Lehre  von  der  Lage  der  Ebenen  und  Geraden,  welche 
verhaitnissmässig  kurz  behandelt  ist,  deren  Einleitung  aber  durch  ihre 
sehr  wol  orientirendcn,  systematischen  Betrachtui^iett  sich  auszeiehnet, 
die  Ecke,  die  Polyeder,  der  Cylinder,  der  Kegel,  die  Kugel,  die  sphä- 
rische Trigonometrie.  Die  Beweise  sind  sämmtli(  h  einfach  und  bün- 
dig, und  dazu  sorgfältig  die  besten  bekannten  Methoden  ausgewählt 
Ein  Verschen  ist  es  wol ,  dass  in  §.  2.  dio  zwcddeutigeii  Worte  .  .  . 
oder  niolif,  welclie  man  als  allgemeine  Verneinung  zu  \  erstehen  Au- 
lass  hat,  während  nur  die  Verneinung  der  Allgemeinheit  riciitig  ist, 
stoben  statt  „  .  .  .  oder  nicht  alle".  Die  Figuren  sind  in  den  Text 
eingedruckt.  Auf  jeden  Ab>chnitt  folgt  eine  Reihe  von  Aufgaben. 
Hiusichtlii'h  der  frühem  Auflagen  haben  manche  methodische  Ver- 
besserungen stattgefunden,  auch  ist  die  Secanteu-Fuuctiou  beseitigt. 

H. 
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Lehrbuch  der  Elementar-Geometrie.  Von  Dr.  K  Glinser, 
Lehrer  der  AUgememen  Oewerbesehnle  und  der  Schule  ftlr  Bsohand- 
werker  in  Hambaig.  Erster  Theil:  Planimetrie.  Hit  174  in  den  Text 
gedruckten  Figuren.  Hgmbiirg.  1880.  F.  H.  Nestler  n.  Melle. 
99  S. 

Der  Bestimmung  des  Buchs  zum  Gebrauche  für  Schiller,  die  ihre 
mathematische  Ausbildung  für  Gewerbe  erhalten  sollen,  entsprechend 
ist,  wie  die  Vorrede  sagt,  „der  Lehrgang  einfach  und  möglichst  nach 
praktischen  Gesichtspunkten  gewühlt''.  Dies  schlechthin  im  positiven 
Sinne  verstanden  ist  nichts  unterscheidendes;  das  Lehrbuch  kann  sich 
darin  mit  jedem  andern,  auch  der  wissenschaftlichen  Vorbildung  die- 
nenden, messen  und  ist  hier  in  der  Tat  den  bessern  nnter  ihnen 
gleich  zu  stellen.-  Wenn  aber,  wie  die  dann  folgenden  Worte  ansn- 
deuten  scheinen,  das  Angeführte  nicht  bloss  positiv,  sondern  als  Motiv 
der  Ausschliessung  gemeint  ist,  so  ist  zunächst  hervorzuheben,  dass 
die  logischen  Erfordernisse,  von  denen  nicht  die  Bede  ist,  Ezaetheit 
der  Begriffe  und  des  Ausdmdcs,  Bflndigkeit  der  Dednotionen  mit  einer 
Ausnahme,  von  der  nachher,  keine  Verkürzung  und  Hintansetzung  er- 
fahren haben ,  dass  sich  im  Gegenteil  in  einigen  Punkten  das  Lehrbuch 
durch  Berücksichtigung  derselben  auszeichnet.  Ausgesprochen  vird 
das  Motiv  der  Ausschliessung  hinsichtlich  der  Einführung  der  incom- 
mensurabeln  Grössen,  der  harmonischen  Teilung  und  der  Polaren. 
Was  letztere  2  Themata  betrifft ,  welche  gar  keine  notwendigen  Be- 
standteile der  Principien  sind,  ist  es  richtig,  dass  sie  in  einen  andern 
Cursus  verwiesen  werden  können.  Die  Incominensurabilität  hingegen 
bildet  kein  trennbares  Thema,  sondern  ist  ein  Element  jeder  Propor- 
tionslehre, weleheft  sich  wol  verschweigen,  aber  nicht  umgehen  lässt 
Dies  zeigt  sich  auch  im  verschiedenen  Zuwerkegehen.  In  andern 
Punkten  ist,  wo  ein  Fall  von  der  Betrachtung  auszuschliessen  war, 
doch  die  Existenz  desselben  genannt  worden;  bei  den  LinienveriUllt- 
nissen  hingegen  wird  die  Möglichkeit  der  Incommensurabilität  mit 
keinem  Worte  erwähnt  —  warum,  ist  leicht  ersichtlich;  denn  die  Er^ 
wähnung  hätte  sovicle  Fragen  hervoi^eruÜMi,  dass  deren  Erörterung 
mehr  Weitläufigkeiten  als  die  ganze  exacte  Behandlung  der  Incom- 
mensurabilität verursacht  hätte.  Je  mehr  es  Lehrbücher  giebt,  welche 
gleich  dem  vorliegenden  den  Sachverbalt  im  dunkeln  lassen,  desto 
notwendiger  ist  es  denselben  bei  jeder  Gelegenheit  zu  enthüllen. 
Wenn  man  meint,  für  die  Techniker  habe  die  ideelle  Geltung  der 
Proportionssätze  kein  Interesse,  weil  sie  nur  mit  gemessenen  Liuien- 
verhältnissen  zu  tun  haben,  so  ist  das  ein  Irrtum.  Die  Techniker 
suchen  nicht,  wie  es  hier  Voraussetzung  ist,  das  gemeinsame  Mass 
zweier  Linien,  sondern  messen  alle  Linien  approximativ  mit  einem 
Muse.  Die  Theorie  des  approximativen  Verfahrens  ist  aber  viel 
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coniplicirter  als  die  ideelle  Theorie,  deren  fehlerlose  Sätze  die  uu- 
eutbehrlicbe  elementare  Grundlage  für  Beurteilung  der  Fehler  sowol 
wie  für  die  genaue  Reehuuug  bilden.  Es  ist  also  entschieden  unzu- 
treffend,* dass  jenes  nachlässige  Verfahren  sich  au  die  Erfordernisse 
technischer  Anwendung  anschlösse ;  es  ist  nicht  ein&cb  und  praktisch, 
sondern  mftngelliaft  und  nnUar.  Zu  diesem  unrichtigen  Gesiehts- 
pnnkt  bekennt  sich  der  Yer&sBer  in  der  Vorrede  zwar  nicht,  auch 
beruft  er  sich  nicht  auf  den  Vorgang  frfiherer  Beispiele;  doch  musste 
seiner  Wahl  auch  diese  scheinbare  Stfltse  entzogen  werden.  Was  er 
anführt,  ist  Zeitersparniss  und  die  Aussicht  auf  sp&tore  Erg&oxung. 
Erstore  ist  gegen  den  Verlust  zu  gering,  letztere  möchte  schwerlich 
den  Mangel  anfänglieh  klarer  Begriffe  ersetzen.  Die  Behandlung  der 
lonienvorhftltnisse  ist  im  gegenwärtigen  Lehrbuch  eine  blosse  Incon- 
sequenz,  denn  alles  übrige  entspricht  der  Ueberzcnp:ung.  dass  os  zum 
mathematischen  Vcrständniss  nur  einen  Weg  giebt,  wie  nach  Euklids 
Ausspruch  keineu  kiirzern  für  Könige,  so  auch  keinen  verschiedenen 
für  Theoriker  und  Praktiker.  Die  Anonliiung  der  Tiiemata  ist  die 
gewöhnliche;  die  Parallelentheorie  folgt  nach  den  Congrueuzsätzen, 
was  nicht  überall  geschieht;  am  Schluss  ist  eine  Sammlung  von  193 
Aufgaben  aufgenommen.  Im  Aufaug  wird  öfters  auf  technische  An- 
wendung der  einzelnen  Sätze  hingewiesen,  dodi  Ündet  diese  Zugabe 
weiterhin  keine  Fortsetzung.  Einige  Ausdrttcke  sind  unter  dem  Motiv 
der  Verdeatschung  abweichend  vom  gewöhnlichen;  bei  der  Substitu- 
tion von  „Gesetz**  far  „Lehrsatz**  trifft  indes  dieses  Motiv  nicht  zu. 
Dass  das  Wort  „Krds**  die  Flftche  bedeuten  soU,  was  gleichzeitig  dem 
vnlgftren  Gebrauch,  den  exact  logischen  Benennungsgrandsätzen  und 
der  Oekonomie  des  sprachlichen  Ausdrucks  Gewalt  autul,  wird  gleich- 
wol  hier,  und  ganz  müssigerweisc,  als  das  einzig  richtige  bezeichnet 
Der  Verfasser  selbst  scheint  kein  Freund  davon  zu  sein,  indem  er 
es  nur  als  nachträgliche  Correction  ausspricht,  mit  keiner  andern 
Wirkung,  als  dass  er  sich  die  Mühe  aufbürdet  immer  .,Kieisliuie''  zu 
sagen.  Die  Besorguiss  mit  dem  Worte  „Kreis"  im  Sinne  der  Linie 
gegen  einen  Gebrauch  zu  Verstössen  ist  ganz  unbegründet ;  denn  die 
Kreisfläche  kommt  nur  bei  der  Inhaltsberechnuug  vor,  und  hier  sagt 
jedermann  „Kreisfläche".  Die  Detinition  des  Kreises  als  Fläche, 
welche  von  Euklid  auf  unsere  Zeiten  traditiondl  ftbergegangen  ist, 
hat  das  Schicksal,  dass  sie  in  vielen  Lehrbttcheru  anftni^ich  auf- 
stellt wird  um  dann  sofort  und  für  immer  ausser  Wirksamkeit  zu 
bleiben.  H. 


Lehrbuch  der  Planimetrie  zum  Schulgebrauch  bearbeitet  von 
G.  Schweder,  Direktor  des  Stadt-Gymnasiums  zu  Riga.  Dritte, 
n^  bearbeitete  Auflage.  Riga  1879.  H.  Brutzer  u.  Comp.  65  S. 
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Der  Inhalt  des  Lehrbuchs  ist  der  gewidmliehe,  die  Anonlimn;^ 
nach  systemalischeni  Gesiehtspnnkl  getroffen,  so  class  die  gebaniniten 
(von  geschlossenen  Figuren  uiiabliiingigou)  Winkelsiltze  den  Anfang 
bilden,  und  die  Aufgaben,  ebcusowol  die  fundamentalen  wie* die  syn- 
thetisch fortschreitenden,  an  den  SchlnsB  der  einzelnen  Capitcl  ge- 
stellt sind.  Ctrdsstenteils  hält  sieh  das  Lehrbuch  innerhalb  des  Kot- 
wendigen and  Überschreitet  die  Grenzen  nnr  durch  Aufnahme  einiger 
interessanter  Sätze.  Der  Ausdruck  ist  hinreichend  concinn,  doch  nicht 
karg,  wo  es  auf  Deutlichkeit  ankommt.  Glcichwol  ist  der  Winkel- 
begriff  in  mangelhafter,  weder  zur  Deutlichkeit  noch  zur  oxacteu  Logik 
genflgcnder  Weise  behandelt;  denn  die  Eikl  ining  des  Winkels  stützt 
und  beruft  sieh  auf  die  Bichtung  der  Schoukel ;  es  ist  aber  kein  Wort 
davon  gesagt,  wie*  mau  Richtungen  von  gemeinsamen  und  von  ver- 
schiedenen Ausgangspunkten  vergleichen  könne.  Es  ist  dies  die  so 
oft  gerügte  Verkehrung  der  logisciien  Beziehung:  Winkel  lassen  sich 
ohne  Hülfe  des  Richtuiigsbegriffs,  aber  nicht  Kicbtuiig  ohne  Hülfe  der 
W'iukel  exact  untersciiiedlieh  auffassen.  Docli  sind  nieiit  einmal,  wenn 
man  auch  die  unrechte  St'tliung  zulassen  wollte,  und  trotzdem  sich 
die  beste  Gelegenheit  bot  das  Versäumte  nachzuholen,  im  ganzen  die 
notwendigen  Bestandteile  der  Erklärung  vorhanden.  Es  werden  näm- 
lich, um  die  Drehung  des  Schenkels  zu  verdeutlichen,  eine  Reilie 
gleicher  Winkel  an  einander  gelegt;  was  aber  die  Bedingung  ihrer 
Gleichheit  sei,  ist  zu  sagen  vergessen.  Auf  so  unklarem  Grunde  ist 
es  dann  freilieh  nicht  mehr  anflällig,  dass  der  Parallelensatz  mit  an- 
geblichem Beweis  aufgestellt  wird.  Mit  bester  Sorgfalt  ist  dagegen 
die  Lehre  von, den  inconimensurabeln  Linien  beliandelt,  dieser  Fall 
bei  den  Proportionssätzen  durch  indircctc  Beweise  berücksichtigt,  und 
dadurch  gezeigt,  dass  die  exaete  Methode  keine  zu  grossen  Unistiiud- 
lichkeiten  erfordert.  Bei  der  Ilerleitung  des  Ausdrucks  fin-  die  Kreis- 
fläche scheint  der  Verfasser  den  (iegenstatul  selbst  nicht  bewältigt  zu 
haben;  er  gelangt  mit  aller  ErOrteniiig  zu  keiner  Evidenz.  Ausser 
den  genannten  zwei  Punktt'n  ist  es  überall  gerade  die  Beherrschung 
des  Lehrstoffs,  was  das  Buch  auszeichuet.  H. 

Lehr-  und  Uebuugsbuch  für  den  Unterricht  in  der  Algebra  an 
Gymnasien,  Real-  und  Gewerbeschulen.  Von  Dr.  II.  Heilermaun, 
Direktor  der  Healsclinle  in  Essen,  und  Dr.  J.  Diekmann,  Ober- 
lehrer am  Kgl.  Gyniiuisiuni  in  Essen.  III.  Tlieil.  Die  Progressiuuen, 
die  Kettenbüche  und  die  dioidiautischen  Gleichungen.  Niedere  Aua- 
lysis.    Essen  1879.    G.  D.  Baedeker.    110  S. 

Die  beiden  ersten  Teile  sind  im  251.  und  2o5.  litterarischoii  Iv  - 
rieht  besprochen;  der  Inhalt  des  dritten  ist  folgender.  Arithmetische, 
geometrische  Progressionen,  Zinseszins-  und  Kenteurechuuug,  Ketten- 
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brüchc,  di()i)Iiantischc  flloiehuugon  1.  Grades,  couvorgeiito  Reihen, 
binomischer  Satz  für  i^'unzc  })üsitive,  für  beliebige  reelle  Exponenten^ 
Expouentialreihe,  Darstellung  der  Rechnungen  mit  complexen  Zahlen, 
logarithniisehe  Reih'\  Combiiiationsb'hre,  Wuhrsclieiulichkeitsrechnung, 
grosste  und  kleinste  Werte.  Das  Buch  behandelt  demnach  einzeln 
14  verschiedene,  in  keiner  oder  geringer  Verbiudung  stehende  The- 
mata, und  zwar  jedes  derart,  dass  auf  die  Entwickelniig  einiger,  als 
bcsooders  leicht  fasslich  ausgewählter  Sätze  ans  der  Theorie  eine 
Reibe  mannichfaltiger  Uebungsbeispiele  folgte  Erst  der  letzte  §  spricht 
von  Functionen  und  deren  Differentiation,  betrachtet  aber  ausschliess- 
lich ganze  Functionen.  Die  Bearbeitung  entspricht  mehr  der  Bestim- 
mung zum  üebnngsbnch,  den  theoretischen  Inhalt  hat  man  ais  Vor- 
bereitung spcciell  für  die  sich  auschlicssenden  üebungeu  anzusehen, 
man  müsste  denn  demselben  den  gar  nicht  löblichen  Zweck  zuschrei- 
ben, den  Schülern  einen  Kinblick  in  mancherlei  Gegenstände  zu  geben, 
mit  denen  sich  die  höhere  Theorie  beschäftigt.  Kin  solcher  Zweck 
Würde  aber  dem  in  der  Vorrede  zum  I.  Teil  ausges])roclicnen  Ge- 
sicht^l)Ullkte  sehr  zuwiderlaufen,  nach  welchem  die  neue  Bearbeitung 
den  Uebcrgang  zuin  höhern  Studium  erleichtern  sollte;  denn  die  vor- 
gängige Aufnahme  ungenügender  Principieu  kann  diesen  Uebergang 
nur  erschweren.  H. 
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rold's  S.  12  Mk. 

Arithmetik,  Algebra  und  reiue  Aualjsis. 

Adam,  W.,  math.  An^veis.  z.  Ausziehen  d.  Quadrat-  o. 
Kubikwurzel.    2.  Aufl.    Stuttgart,  I.cmppeiiau.    2  Mk. 

Külil,  .1,  Grundriss  d.  Arithmetik  u.  Algebra.  1.  Tbl  Ham- 
burg, Kriebel.    1  Mk.  'JO  Pf. 

Meyer,  M.,  Katechismus  d.  Logarithmen.  Leipzig,  Weber.  2  Mk. 

Prisi ,  J.,  Leitf.  f.  d.  Unterricht  in  d.  Algebra.  2.  Thl.  1.  Ilft. 
Bern,  Wyss.    2  Mk.  10  Pf. 

Wieg  and,  A.,  algebr.  Aualysis  u.  Anfangsgr.  der  Bifiereutial- 
Bedmung.  5.  Aufl.  Halle,  Schmidt  1  Mk.  80  Pf. 

Wiegand's  Lehrb.  d.  Mathem.,  Arithm.  u.  Algebra.  Bearb.  t. 
F.  Meyer.  7.  Aufl.  Halle,  Schmidt  2  Mk.  50  Pt 

Geometrie« 

Adam,  R.,  Raumlehre.  Langensalza,  Beyer  &  B.  60  Pf. 

Am  CS  oder,  A.,  Üb.  rationale  ebene  Gurven  3.  u.  4.  Ordnung. 
Wien,  Gerold's  S.   60  Pf. 

Bopp,  K.,  üb.  das  kürzeste  Verbinduugssystem  zwischen  4 
Punkten.    Göttingeu,  Vaudcuhoeck  &  Ii.    1  Mk.  00  Pf. 

Gugler,  H.,  Lehrb.  d.  descript  Geometrie.  4.  Aufl.  m.  Atlas. 
Stuttgart,  Metzlcr's  V.    b  Mk. 

llepetitorium  der  analyt.  Geometrie.   Halle,  Xebert.    1  Mk.  20  Pf. 

Sattler,  A.,  Leitf.  d.  Geometrie.  1.  Kurs.  Braunschweig, 
Bruhu.    40  Pf. 

Schur  ig,  K.,  Elemente  der  Geometrie.  3.  Aufl.  Plauen,  Höh- 
mann.  80  PI 

Weinmeister,  J.  P.,  die  Flächen  zweiten  Grades  nach  elemeu- 
tar-syntbet  Methode.  Leipzig,  Hinrichs.  1  Mk. 

Weyer,  E.,  Beitrage  znr  Onnroulehre.  Wien,  Holder.  2  Mk. 
20  Pi 


Wicgand,  A.,  Lehrbuch  d.  Stereometrie  u,  sph&r.  Trigonome- 
trie.   9.  Aufl.    Halle,  Schmidt.    1  Mk.  50  Pf. 

Wittstein,  Th.,  Anfangspr.  d.  Analysis  u.  d.  anaiyt  Geometrie. 
2.  Abth.    Ilaunovcr,  Hahn.    2  Mk.  10  Pf. 

WitUtein,  T.,  Trattato  de  matem.  elem.  Stereometria.  Wien, 
HoMer.  1  Mk.  92  Pf. 

Wretscbko,  A.,  Elemente  d.  anaiyt  Geeraetrie  d.  Ebene. 
Brann,  Winiker.  1  Mk.  60  Pf. 

Trigenenetrie» 

Berggold,  E.,  ebene  Trigonometrie.   Leipzig,  Wiuter.  1  Mk. 

20  Pf. 

Huppe,  0.,  2  neue  gouiometrische  Formelu,  nebst  Diagrammen. 
Clausthal,  Grosse.   50  Pf. 

Witt  stein,  T.,  Trattato  de  matem.  elem.  Trigonom.  piana. 
Wien,  Hölder.  1  Mk.  60  Pf. 

Praktigehe  Geometrie,  Geodäsie, 

Wilsdorf,  M.,  Handb.  z.  Untcrr.  im  Feldmcssen  m.  d.  einfach- 
sten Messinstrumenten.  Chemnitz,  BOlz.  1  Mk.  30  Pf. 

Meehanlk* 

Smith,  W.  B.,  zur  Molekolar-Kinematik.  GOttiugen,  Yanden- 
hoeck  &  R.  1  Mk. 

Technik. 

BeBBeder,  O.F.,  der  iogarithm.Bfichenttab.  Ststtgart,  Wlttwer. 

50  Pf. 

Weisbach,  J.,  Ingenieur-  u.  Maschiuen-Mechanik.  .3.  Tbl, 
Bearb.  v.  G.  Herrmann.  2.  Abth.  2.  Aufl.  1.  n.  2.  Lfg.  Brann- 
schweig,  Yieweg  <&  S.  4  Mk.  40  Pf. 

Optik,  AkBitIk  wid  EUsttdttt. 

T  hanhoff  er,  L.,  das  MUboskop  «.  s.  Anwendong.  Stuttgart, 
Enke.  6  Mk. 

Werner,  Wn  optische  iVurbensohole.  2.  Ahdr.  Ldpiig,  Winter. 
1  Mk. 

Attrenemie  und  Meteorologie. 

Beobachtungen,  meteorol.  u.  magnet.,  d.  k.  Sternwarte  bei  Man- 
chen. J.  1879.  München,  Franz.  1  Mk. 
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Bruhns,  C,  Bericht  üb.  d.  metoorol.  Büreau  f.  Wetterprognosen 
im  Königr.  Sachsen  f.  d.  J.  1870.    Leipzig,  Eiigolmauii.    60  Pf. 

Jahrbuch,  Berliner  astronomisches,  f.  1882  m.  Ephemeriden  der 
Planeten  (1)  -  (199)  f.  1880.  Red.  v.  W.  Förster  &  F.  Tietjeu. 
BerUn,  DOmmler.   12  Mk. 

PhjBlIu 

Crttger,  J.,  Schule  d.  VhytSk.  11.  Afl.  Leipzig,  G.W. Körner. 
7  Hk. 

Hoasson,  A.,  die  Physik  anf  Gnmdlage  der  Er&hnmg.  2.  Bd. 
1.  Lfg.  3.  Aafl.  Zfirich,  Schnltiiess.  6  Mk. 

Müller-Pouillet's  Lehrb.  der  Physik  n.  Met^rol.  8.  Aufl. 
Bearb.  v.  L.  Pfaundler.    2.  Bd.    2.  Abth.    2.  Lfg.  Brannschweig, 

Vieweg  &  S.   4  Mk.  40  Pf. 

Münch,  P.,  Lehrbuch  d.  Physik.  6.  Aufl.  Froiburg,  Herder. 
4  Mk.,  geb.  4  Mk.  80  Pf. 

Stefan,  J.,  üb.  d.  Tragkraft  dqr  Magnete.  Wien,  Gerold's  S. 
50  Pf. 

Termischte  Sehrlften« 

Berichte  üb.  die  Verhandl.  d.  k.  sächs.  Gcsellsch.  d.  Wissensch, 
in  Leipzig.  Hathem.-phys.  Classe.   1879.   Leipzig,  UirzeL  1  Mk. 

Denkschriften  d.  kaiserl.  Akad.  d.  Wissensch.  Matliem.*natiirw. 
Classe.  41.  Bd.  Wien,  Gerold's  8.  40  Uk. 

Joomal  f.  die  reine  n.  angewandte  Mathematik.  Hrsg.  y.  G.  W. 
Borchardt  89.  Bd.  (4  Hfte.).  1.  Hit  Berlin,  G.  Beimer.  prcplt 
12  Mk. 

Sitzangsanseiger  d.  kais.  Akad.  d.  Wissensch  Mathemat.-natur- 
wiss.  Classe.  J.  1880.  (Ca.  30  Nrn.).  Nr.  1->13.  Wien,  Gerold's  & 
prcplt.  3  Mk. 

Sitzungsberichte  d.  k.  Akad.  d.  Wissensch.  Mathemat>naturwis8. 
Gl.    80.  Bd.    1.  Abtl».    1.  u.  2.  Hft.    Ebd.    4  Mk. 

-  dass.    2.  Abth.   2  -4.  Hft.    Ebd.    12  Mk. 

—  dass.    3.  Abth.    1.  u.  2.  Hft.   Ebd.    2  Mk.  50  Pf. 
Sitzungsberichte  d.  mathem.-physik.  Classe  d.  k.  b.  Akademie  d. 

Wissensch,  zu  Müncheu.  1879.  4.  Hü  München,  Franz.  1  Mk. 
20  Pf. 

dass.  1880.  1.  Hft.  Ebd.  1  Hk.  20  PI 
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Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Trois  lettres  in^dites  de  Jean  I«'  Bemonlli  äLtenard  Euler 
tiries  de  la  correspondance  de  Jean  I*'  BernoiiUi  gard^e  dans  la 
MUiotbeque  de  rAcadömie  Boyale  des  sdences  de  Stockholm  par 
Onstav  Eneström.  Stockholm  1880.  34  S. 

Die  Bibliothek  der  Akadamie  besitzt  8  Briefe  von  Job.  BernouUi 
an  Eulor,  deren  5  in  der  „niatheniatiscliou  und  physikalischen  Cor- 
rcspondenz  einiger  beriiiiinteu  Mathematiker  des  18.  Jahrhunderts" 
von  P.  H.  Fuss  schon  herausgegeben  waren.  Die  3  übrigen  sind  jetzt 
in  den  Yerhandluugea  der  Köuigl.  Schwedischen  Akademie  der  Wissen- 
schaften, eingereicht  von  G.  Eneström,  erschienen.  Von  diesen  sagt 
dersdbe  im  yorans,  dass  der  (Reiche  Ton  der  Ueborlegenheit,  den 
Bemonlli  sonst  in  seinen  Briefen  gebraucht,  sich  auch  in  ihnen  sehr 
bemerUich  macht  Yor  den  Briefen  ist  deren  Inhaltsangabe,  nach 
denselben  erklärende  Noten  beigegeben.  Zwei  Briefe  nnd  von  1739. 
Der  tfste  betrifft  den  Sinn  der  Logarithmen  der  imaginftren  Grössen 
nnd  bespricht  dann  2  Differentialgleichungen  2.  Ordnung,  die  Eoler 
untersucht ,  laun  dessen  Bestimmung  der  kürzesten  Linien  auf  ge- 
gebener Fläche.  Der  zweite  Brief  kommt  nach  Aeusscrung  über  2 
andre  von  Kulcr  aufgestellte  Differentialgleichungen  2.  Ordnung  auf 
die  vorigen  zurück.  Weiter  spricht  er  Ton  den  Tautochroneu  und 
Isochronen,  dann  von  der  Summatiou  der  Eeihe 


1,  1.3,  1.2.3,  1.2.3.4,  etc. 
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Der  dritte  Brief  von  1737  betrifft  die  Abhandlniig  yon  Joh.  II  Ber- 
noQlIi  über  das  licht,  einige  Beobacbtangen  ttber  die  Meehanik  Von 
Euler,  die  Phoronomie  von  Hermann  und  die  Principien  von  Newton, 
die  Abhandlung  von  Joh.  II  und  Daniel  I  Bernoulli  über  die  Anker, 
die  Sommation  der  Beihen,  deren  allgemeine  Glieder  sind 

1      2.4.6  ...  (2g— 2) 
»«•   1.8.5  ...  (2^—1). 2» 

Beobachtungen  über  die  lieihcn  der  Sinus  und  Arcustangens ,  einen 
neuen  Teil  der  Infinitesimalrechnung,  culdvirt  von  Kuler.  U. 

AI  Käfi  fil  Hisäb  (Genügendes  über  Arithmetik)  des  Abu  Bekr 
Muhamnied  Ben  Albuseiu  Alkarkhi  nach  der  auf  der  Ilerzoglich- 
Gothaischen  Sehlossbibliothek  befindlichen  Handschrift  bearbeitet  von 
Dr.  Adolf  Hochheim,  Professor.  III.  Halle  a.  8.  Louis  Nebert. 
4«  28  8. 

Die  mit  I.  II.  bezeichneten  vorausgehenden  Lieferungen  der  Aus- 
gabe sind  im  249.  und  254.  litt,  Ber.  besjjruchen.  Die  dritte  fährt 
in  der  Lehre  vom  Messen  fort  mit  speciellcr  Körpermessung,  An- 
wendung auf  die  Quantität  der  Baumaterialien,  der  Lehre  vom  Nivel- 
liren  des  Bodens.  Dann  folgt  die  Lehre  von  den  Gleichungen  1.  und 
2.  Grades,  wo  mit  Vermeidung  aller  negativen  Grössen  6  Formen 
unterschieden  werden.  Die  negativen  Wurzeln  bleiben  ■vnberflcksich" 
tilgt  Die  fiegdn  der  AvflOsnng  werden  zuerst  allgemein,  dann  an 
spedeUen  Zahlen  gegeben.  Der  Heraoegeber  leitet  die  Gestaltung 
der  Doetrin  vorwiegend  ans  griechischem,  weniger  ana  indischem  Ehot- 
flnss  ab,  obgleich  letzterer  der  anfängliche  war.  H. 

BuUetiuo  di  bibliografia  e  di  storia  delle  scieuze  matematichc  c 
fisichc  pubbiicato  da  B.  Boneompagni.  Tomo  XII.  Koma  1Ö70. 
Tipogratia  delie  scienze  matematiche  e  fisiche. 

Mit  dem  gegenwärtichen  12.  Bande  schliesst  das  Journal  ab.  Der 
Inhalt  der  letzten  6  Hefte  ist  folgender. 

7.  bis  10.  Heft.  C.  Henry:  Untersnchnngen  tlber  die  Mann- 
Scripte  von  Pierre  de  Format  nebst  nngedmckten  Fragmenten  von 
Backet  und  Malebranche. 

11.  Heft.  A.  Pavaro:  lieber  einige  ungedruckte  Notizen  be- 
treffend Nicolaus  Coppernicus  gesammelt  und  publicirt  von  M.  Curtze- 
—  B.  Boneompagni:  Uebcr  2  Schriften  von  Leonhard  Euler.  — 
A.  Genocchi:  Beweis  des  5.  Postulats  Euklid's,  von  Vincenzo  de 
BossL —  S.  Gttnther:  Invarianten,  Govarianten  und  Gontravarianten 
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der  homogenen  Functionen,  von  P.  6.  Foglini  (ins  ItalieniBclie  über- 
setzt von  A.  Sparagna).  —  Tycbsen:  Lagrange,  (ans  dem  D&niBehen 
ina  Französisdie  flberaetzt  von  H.  G.  Zeuthen).  —  G.  Enestrdm:  * 
Briefe  von  Joseph  Lonis  Lagrange  an  Leonhard  Enler,  sneist  pabli- 
cirt  von  B.  Boncompagni  (aus  dem  Dänischen  ins  FranzösisciEe  flheiv 
setzt  von  L.  Leonzon  Le  Duc  und  A.  Marre). 

12.  Heft.  G.  Biadcgo:  Ueber  die  ungedrucktc  Abhaudluug  von 
Pietro  Maggi  über  die  Principien  der  Molocularmechaiiik  von 
Ambrogio  Fusiiiieri.  Wortlaut  derselben.  —  B.  Boucompagni: 
Ueber  eine  Arithmetik  vou  Smeraldü  Borghetti  Lucchese.  —  B.  Bon- 
compagni:  Zugaben  zum  Artikel  „Ueber  die  uugedruckten  Biogra- 
phie dr^er  Mathematiker  (Joh.  Danck  von  Sachsen,  Job.  De  Line^ 
rüs  nnd  Fra  Luca  Padoli  da  Borge  8.  Sepolcro)  goschrioben  Ton 
B.  BaldL  —  £.  Wiedemann:  Material  zur  Geschichte  der  Natur- 
wissenschaften bei  den  Arabern  (ins  Italienische  übersetzt  von  A. 
Sparagna).  —  W.  von  Bezold:  Meterial  zur  Gteschichte  der  phy- 
siologischen Optik  (Farbenrad  und  Binocnlar-Sehen)  (ins  ItaUenisehe 
übersetzt  von  A.  Sparagna).  —  E.  Gerland:  Ueber  die  Geschichte 
der  Erfindaug  des  Areometers  (ins  Italienische  übersetzt  von  A.  Spa- 
ragna).  —  A  Marre:  Zwei  Mathematiker  vom  Oratorium. 

Publicationsverzeichnisse  im  8.,  10.  und  12.  Heft.  H. 


Cinq  lettres  de  Sophie  Germain  Charles  Fr6d6ric  Gauss 
publikes  par  B.  Boncompagni  d'aprte  les  originaiix  possöd^s  par  la 

Soci6t6  Royale  des  sciences  ä  Göttingen.  Berlin.  Institut  de  photo- 
lithographie  des  frens  Burchard.  Imprimerie  de  Gustave  Schade 
(Otto  Francke)  MDCCCLXXX. 

Es  mag  hier  der  Wortlaut  der  2  ersten,  gleich  dem  dritten 
Pseudonym  geschriebenen  Briefe  folgen.  Im  vierten  giebt  sich  die 
Verfasserin  zu  erkennen. 

Paris  ce  21  novembre  1804 

Monsieur 

j 

Tos  disquisitiones  arithmeticae  font  depuis  longtems  Tobjet  de 
mon  admiration  et  de  mes  Stüdes.  Le  demier  chapitre  de  ce  livre 
renferme,  entr^  antres  choses  remarguaUes,  le  beau  th^or^me  contenu 
dans  l'öquation 

4(g«»-'l)  ^  yi^^z-i-, 

je  crois  qu'ü  peut  etre  gen^ralise  ainsi 
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u  6tant  toujours  un  nombre  premior  et  s  on  nombro  quelconque.  Je 
joins  ä,  ma  lettre  dcux  demonstrations  de  cette  gen^ralisation.  Apr^s 
avoir  trouve  la  premißre  j'ai  clierciie  comment  la  methode  que  vous 
avez  emploi6e  art.  357  pouvoit  etre  appliquee  au  cas  que  j'avois  k 
considörer;  j'ai  fait  ce  travail  avec  d'autaut  plus  de  plaisir,  qu'  il 
m'a  fouriii  roccasion  de  me  familiariser  avec  cette  methode,  qui,  je 
B*  ea  doate  pas,  sera  encore  daiis  vos  mains  rinstroment  de  noa- 
volles  dtonvertes. 

J'ai  ajout6  h  cct  art.  quelques  autros  consid6rations.  La  derni^re 
est  relative  ä  la  celcbre  equation  de  Format  x*'-\-y^  —  2",  dout  l'im- 
possibilite  eu  uombres  cntiers  n'a  encore  ete  demontrce  que  pour 
M  =  3  et  w  =  4;  je  crois  etre  parvenu  k  prouver  cette  iuipos8ibilit6 
poor  u  =  p  —  1,  p  etant  un  nombre  premier  de  la  forme  8fc-|-7.  Je 
prens  la  libertc  de  soumettre  ces  essais  ä  votre  jugement  persuade 
qve  Tous  ne  d6daiguerez  pas  d'eclairor  de  vos  avis  an  amateor  en- 
tfaoiuiaite  4e  la  adenoe  que  vons  avex  coltiTfo  avec  lirülant 
sncods. 

Rieu  ü'egale  Timpatience  avec  laquelle  j'attens  la  suite  du  livre 
quo  j'ai  entrc  Ics  mains,  je  me  suis  fait  informer  que  vous  y  tra- 
vaillez  en  ce  raoment  et  je  ne  n^gligerai  rien  pour  me  le  procurer 
aussi  töt  qu'il  paroitra.  Malheurensement  l'etcndu  de  mon  esprit  ne 
repoüd  pas  k  la  vivacit6  de  mes  gouts,  et  je  sens  qu'il  y  a  uue  sorte 
de  t6m6rit6  k  importnner  un  homme  de  genre  lorsqu'  on(n')  a  d'avtre 
titre  &  son  attention  qa'  nne  admiiation  n^cenairaiiient  partagce  par 
toufl  868  lecteun. 

En  relisant  le  memoire  de  M.  De  La  Grange  (Berlin  1775)  j'ai 
vü  avec  6toonement  qa'il  n'a  pas  8Ü  rMoire  la  quantit^ 

»M-ll(««-4A>-f-7«M— ßA«+rV  * 
(p.  358)  a  la  forme       11»*,  car 

•»»~11(«8— 4««r«-f7»*r*— ö*V6-fr8)r« 

2.1l5M4-ll(5+6)r8s2-ll(5«-6*«r2-f7«V'-f6a2r''-frV 
2.11«ör4-j-llW— 11(ä8-6«V24-9«V*— 2*V4-6«V64-r8)r« 

Cette  remarque  est  uouvelle  preuve  de  l'avantagc  de  votre  metbode 
qui  Tappliquant  k  toates  les  valeurs  de  u,  donue  pour  chaqne  cas 
ces  Tiieiirs  de  F  et  Z  indöpendaates  do  tatonnemeiit 
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Si,  connoiiMiit  Im  Talenn  de  F  et  Z  dans  l'^gnatioii 

OB  Tonloit  avoir  Celles  de  F'  et     dans  r^qnation 

il  est  clair  qu'il  safifiroit  de  dianger  les  signes  do  tous  les  termes 
do  F  et  Z  qui  contieimeiit  des  piuBsaiicea  de  «  dont  Texposant  est 
impair. 

Je  n'ai  p«s  Tonln  ütiguer  votre  attention  en  mnltipliaat  lea  re- 
auurqnes  dont  yotre  UTie  a  6t6  ponr  moi  roocaaion:  si  je  pnis  esp^rer 
qne  toqs  acceuülez  &ToraUement  celles  qne  j'ai  l'honnenr  de  voüb 
oommnniqaer  et  qne  Tons  ne  les  tronviez  pas  enürement  indignes  de 
r^ponse  veuilliez  Tadresser  A  Monsieur  SUvestre  de  Sacy  membre  de 
rinatitat  national.  Bue  haute  fenille  ^  Paris,  qui  me  la  zemettra. 

Croyez,  Monsieur,  au  prix  quo  j'attacheroit  ä  un  mot  d'avis  de 
votre  part  et  recevez  Tassaraiice  da  profond  respect  de. 

Yotre  tr^B  humble  serviteor 
et  trte  aasidu  lectenr 
Le  Blanc 


Paris  21  joiUet  1805 

Monsieur 

Je  dois  aans  deute  h.  votre  induigenoe  la  r^pouse  flattease  quo 
voos  avez  bien  voulu  faire  ä  ma  lettre;  vous  me  donnez  Tesp^rance 
de  vous  entretenir  avec  moi  de  l'objet  de  vos  Stüdes;  rien  au  monde 
DO  pourroit  me  faire  plus  de  plaisir  qu'  uno  semblable  correspondance, 
mais  je  sens  que  j'en  suis  bien  peu  digne.  Quelle  diff^rence  en  effet 
entre  les  foibles  assais  dont  je  suis  capablo  et  les  methodes  ingeni- 
euses  dont  l'invention  vous  est  familiere!  Cependant  puisque  nous 
avez  acceuilli  avec  bonte  les  notes  que  je  vous  ai  communiqu6es  je 
prend  la  liberte  de  vons  en  soumettre  de  nouvelles.  Vous  promettez 
(n^  267)  de  pronver  dans  nne  autre  occasion  qae  les  formes  temaires 
dont  la  dteminante  eat  z£ro  aont  äquivalentes  anx  formes  binaires; 
f  ai  cbetdi^  k  £rire  la  r^dnction  indiqn^e  et  j'ai  troav6  que  dans  oe 
caa  la  forme  a4|ointe  se  rßdnit  nn  qnair^  mnltipllö  par  oe  qui 
est  absolnment  la  mteie  forme  qne  ceUe  que  prennent  les  fernes 
binaires  lorsqn'  on  soppose  lenrs  d^terminantes  ögales  &  z6ro. 

Je  TOis  avec  regret  qu'ü  nous  faut  atteudre,  peut-Stre  plosieors 
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anntos,  la  pnblication  de  tos  noavellea  reeherches  arifhm6tiqiieB;  U 
est  impoisiUe  de  cönnoitre  le  premier  volome  ms  d^sirer  avec  im- 
patience  d*eii  voir  la  saite;  ce  sera  pour  moi  ane  consolatioii,  ü  vom 
daignez  m'en  commnniqQer  quelques  parties. 

Le  libraire  Duprat  sar  lequel  vons  me  demandez  des  renseigne- 
mens,  k  cM6  son  fond  et  est  en  banqaeroate  depois  18  mois  enTiron; 
je  sais  que  plnsienrs  savans  ont  6t6  dapes  avec  lai  ce  qai  est  de 
trös  maavais  aogore  ponr  ?otre  creance;  e^^endant  M'.  de  Sacy  qoi 
a  lliabitade  de  traiter  avec  les  libraires  m'a  promis  de  &ire  des 
d6marches,  ponr  d6coiiTrir  s*il  n*j  attroit  pas  quelques  moyeus  de 
voas  faire  payer,  fl  vons  fera  savoir  co  qu'il  apprendra  d'atUe.  8i 
jamais  pareil  cas  se  reprtsentoit  ü  me  &udroit  pas  attendre  an  teina 
aossi  long  pour  redamer  le  payement  car  ici  les  er^ances  ne  gagnent 
pas  k  viellir. 

J'aurois  d4Bir6  avoir  de  meilleuFes  nonvelles  k  yous  donner,  je 
crains  que  le(s),  rteultatCs)  &dieux  de  TeuToi  que  vous  ayei  üat 
ne  nous  priyent  de  cönnoitre  les  nonveauz  ouvrages  que  vous  pourrez 
publier,  je  tous  demande  comme  une  grace  de  Tonloir  bien  mlndi- 
quer  les  titres  de  ceux  quo  vous  ^erires  en  latin,  car  n'entendant  pas 
rAllemand  je  suis  forc6  de  borner  ]k  raa  curio8it6. 

Je  pense  que  tos  travaux  astrononiiqnes  ne  consistent  pas  senle- 
ment  dans  les  calcnls  d'^lemens  de  planus ,  vous  dOTez  prcsqa'  in- 
Toluntairement  trouTer  de  nouTelles  möthodes;  Tesprit  dlnrention 
semble  toub  dtre  si  naturel,  que  quelques  soient  les  otj^jects  dont  toub 
Tons  occupes,  je  croirois  aToir  beaneonp  gagni  si  je  panrenois  k  cön- 
noitre TOS  rediOTdies. 

Puisqne  vous  vous  occupez  d'astronomie  vous  counoissez  saus 
doute  la  Mecaniquo  Celeste  par  De  la  Place,  le  4*'"»  volume  a 
pam  d^jä  enviroü  deux  mois,  il  contieut:  la  th^orie  des  satellites  de 
Jupiter,  de  Satume  et  d'Uranns;  la  throne  des  pertnrbations  des 
comdtes;  des  reeherches  sur  les  lefraetions  astronomiques,  Tint^gra- 
tion  de  T^uation  düE&rentieUe  du  mouToment  de  la  lumi^  srnrant 
diiElrentes  hypothises;  un  chapitre  sur  Teztinetion  de  la  lumidre  des 
astres  dans  Tatmoph^;  sur  la  mesure  des  banteurs  par  le  baromö- 
tre;  sur  la  chüte  des  corps  qui  tombent  d'ane  grande  haateor;  et 
un,  sur  les  alt^rations  que  les  monvemens  des  plandtes  et  des  comdtes 
peuvent  6prouTer  par  la  r^sistance  des  ndlienx  qu'elles  traversent  et 
par  la  transmission  successlTO  de  la  pesantenr. 

M'.  Le  Gcüürc  a  public,  aussi  il  y  a  quelques  tcms,  un  memoire 
sur  la  dctermiuatiou  des  orbites  des  cometes.  Apr^s  aToir  fait  i'ana- 
lyse  da  problöme  il  simplifit  les  formales  g^^rales  par  la  snpposition 
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de  r6galit6  des  tems  entre  les  observationB:  il  s'attadie  k  d^terminer 
les  limitcs  de  r  =  rayon  de  la  com^to  et  de  p  =  distanoe  de  la  oo- 
niet(^  u,  la  terre.  Poor  le  cas  oü'le  rayon  R  de  la  terre  est  <!»•, 
les  limites  revicnncnt  ä  ccllcs  trouv6es  par  M'.  do  la  Grange  (Me- 
moires  de  Berlin  1778  N*'.  22).   Mais  poiir  colui  oü  il  tire  do 

la  cousideratiou  de  requation  r-  =  —  2Rqco^c -\-q^  (dans  laquclle 
c  03t  l'angle  eutre  Ic  soleil  et  la  comete)  y  ^  0  et  ^  <;^2Äcosc  puis 
en  mettaut  cotto  equation  sous  la  forme  r- =  i22sin^c-}-(p  —  Äcosc)^ 
11  a  r  7isin<^',  ce  qui  est  beaucoup  plus  simple  que  les  resultats  de 
M'.  de  la  Grange. 

L'autear  r^preud  ensoite  le  cas  generaL,  oü  les  tcms  entre  les 
observations  peavent  etre  in^gaux  et  il  parvient  ä  des  equations  do 

memes  formes  que  Celles  qu*il  a  obteuues  dans  la  supposition  de  leur 
^galite.  Eutin  il  tait  l'appUcatiou  de  la  m^thode  4  la  2^^^*  comete  de 
17dl  et  h.  Celle  de  1769. 

Si  fl  Y01I8  est  agr^able  de  connoitre  les  ouvzages  qni  paroftront 
id  je  me  ferois  an  plaidr  de  Tooa  tenir  snr  les  avis;  ce  seroitponr 
moi  un  motif  d'esp^rer  jonir  de  votro  correspondance ,  car  je  sens 
qne  j'ai  bien  peo  de  möyens  de  la  m^riter  par  moi-memo  et  qae  je 
ne  pnis  en  dtre  digne  que  par  Fadniiration  et  le  profond  reepect  avec 
.    leqnel  j'ai  llionnenr  d'Stre 


6t6  mise  &  la  poste. 


Lehrbücher,  Sammlungeu  und  Tabellen. 

Methodische  AnweisuDg  zum  Aasziehen  der  Quadrat-  und  Kubik- 
wurzel mit  Anwendung  zu  geometrischen  Berechnangen ,  nd»st  zahl- 
reichen Uebnugsaufgaben.  Zugleich  das  Wichtigste  von  den  Ope- 
rationen mit  Potenzaosdracken  and  WorzelgrOssen  enthaltend.  Za- 
nftchst  zom  Gehraach  an  Schollehrer-Seminarien  and  gehobenen 
Lehranstalten,  sodann  aber  auch  f&r  den  Selbstanterricht  bearbdtet 
von  W.  Adam,  Königl.  Seminarlehrer  in  Nea-Bap]^  Zweite  ver- 
besserte Auflage.  Stuttgart  1880.  G.  Lemppenau.  148  S. 

Dem  Buche  vorangestellt  sind  2  Abschnitte,  einer  über  Potenzen, 
einer  über  Wurzeln,  welche  sich  in  der  Abfassungsweise  von  allen 
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flbrigen,  d.  L  den  eigenflieheii  Bestandteilen  wesentlich  nnterscbeiden. 
Sie  handeln  sachlich  in  nalfirlichem  Gonnex  die  beiden  Gogenstibide 

vollständig  ab;  charakteristisch*  ist  aber  eine  nnge\vöhuliche,  man 
kann  sagen  unfibertrcffliche  Ausführlichkeit,  die  sich  jedo€h  in  keiner 
unnötigen  Wortfüllo,  sondern  in  allseitiger  Berücksichtigunj?  möglicher 
Fragen  beinerklich  macht,  und  die  durchweg  befolgte  inductive  Ent- 
wickelungsmethode,  welche  ohne  Gebrauch  von  Buchstaben  jeden  Satz 
au  einer  Reihe  von  Zahlen  zeigt,  dann  in  Worten  allgemein  ausspricht 
Mit  dem  3.  Abschnitt  wird  ein  neuer  Anfang  gemacht,  der  an  die 
vorhergehende  Theorie  nicht  anknüpft,  und  der  auch  bestimmt  ist 
den  Anfang  des  Lchrcursus  zu  bilden.  Hier  ist  der  Gesichtspunkt  der 
Uebaug  der  Tonraltende.  Der  9.  Ahsdinitt  hat  Im  LTeSi  aossdiliesa- 
lieh  Bezug  anf  das  Kopfrechnen  nnd  Idirt  snerat  die  ahsolnten  mid 
Gomparatiiren  Eigenschaften  der  Quadrate  dekadischer  Zahlen,  dann 
die  Schlüsse  auf  die  Wurseln  als  Quadrate  gegebener  ddodischer 
Zahlen,  dann  ein  Verfahren  Nflhemngsbrflche  fttr  irrationale  Quadrat- 
wunehi  zu  finden.  IHe  Ausführlichkeit  der  Eriiuterungen  ist  die  nflm- 
liohe,  die  Tendenz  zur  Allgemeinheit  mnss  natürlich  hier  surfldE- 
treten,  während  die  besondem  Rechnungsvorteilo  das  Haaptangenmerk 
sind.  Dann  folgt  für  schriftliches  Rechnen  die  Entwickelung  der 
Quadrate  der  Polynome,  und  darauf  gestützt  die  gewöhnliche  deka- 
dische Wurzelausziehung.  Hier  ist  es  nicht  wol  begreiflich,  warum 
der  Verfasser  den  theoretischen  Gesichtskreis  so  überflüssig  weit  aus- 
gedehnt hat,  da  doch  bekanntlich  die  binomische  Zerlegung  vollkom- 
men ausreicht.  Durch  sie  wird  die  zweiziffrige  Wurzel  aus  der  3 
oder  4  zitfrigen  Zahl  gefunden.  Eine  5  oder  6  ziffrige  Zahl  enthält 
eine  3  oder  4  ziffrige  Zahl  Hunderte,  deren  Wurzel  dem  Torher- 
gehenden  zufolge  bekannt  ist,  und  man  erhAlt  nach  ganz  gleidiein 
Terfshxen  ^ie  8  züBnge  Wurzel  als  Summe  von  Zehnem  und  Einem. 
Diese  bildet  vieder  das  Vorausbekannte,  wenn  die  4  züfrige  Wund 
Anomisch  als  Summe  ?on  Zehnem  und  Einern  beredmet  wird,  'u.  s.  t 
Diese  Darstellungsweise  ist  die  bidier  ftbliche,  üi  jeder  Besieliung 
instractiver  als  die  Anwendung  eines  für  jede  Zifferoanzahl  neuen 
Formel,  weit  nützlicher  für  Einübung,  weil  die  Wiederholung  mit 
dem  Princip  vertraut  macht,  und  beansprucht  weniger  Allgemem- 
heit  der  Begriffe.  Allerdings  scheinen  auch  einige  andre  Autoren  der 
polynomischen  Lehrmethode  zuzuneigen,  vielleicht  um  Worte  zu  spa- 
ren, jedenfalls  aber  ohne  klaren  pädagogischen  Gedanken.  Schon  am 
Schlüsse  des  3.  Abschnitts ,  bei  Rechnung  mit  irrationalen  Binomen, 
dann  auch  weiterhin  kommt  Buchstabenrechnung  in  grösserem  Masse 
in  Anwendung.  Der  vierte  enthält  praktische  Aufgaben  über  Qua- 
dratwurzeln, der  fünfte  zeigt  das  gewöhnliche  Verfahren  der  Kubik- 
wurzelauBziehuDg,  woran  sich  im  sechsten  wieder  praktische  Aufgaben 
anscUiessen.  Uebungsbeisinele  sind  flherall  beigegeben.  H. 
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Die  Elemente  der  Mathematik.  Ein  Leitftden  für  den  maüie- 
matisdieii  Unterricht  an  höheren  Lehranstalten  von  Wilhelm  Gal- 
lenkamp, Dnektor  der  FriedrichB-Werderschen  Geweiheschnle  in 
Berlin.  III.  TheiL  Algebraische  Analysis.  Einldtong  in  die  höhere 

AnaljTsia.  Analytische  Geometrie.  Zweite,  verbesserte  Auflage.  Mit 
5  Figuren  im  Texte.  Iserlohn  1880.  J.  Baedeker.  216  S. 

Die  80  bezeichnete  algebraische  Analysis  ist  nicht  sowol  eine 
systematisch  boarbcitete  oder  stetig  fortschreitende,  irgendwelche  Ge- 
genstände erschöpfende  Theorie,  sondern  eine  Reihe  interessanter 
Sätze  über  ganze  Functionen,  Auflösung  von  Functionalgleichungen, 
Convergenz  der  Reihen,  Addition  und  Multipiication  von  Roihen- 
snmmen  und  Snmmation  specieller  Reiben.  Nadi  den  Proben  unreifer 
Gedankenentwlckelimg,  welche  in  den  yoraw^enden  b^rifflicihen 
ErUfimngen  Yorkommen,  wtlrde  man  nicht  erwarten,  dass  hemadi 
die  Wortfossnng  nnd  ISeweise  der  Sfttse  so  correct  ansCMloi  mochten, 
wie  es  wirklich  der  Fall  ist  Die  folgenden  Ansstellimgen  hetreffen 
daher  nicht  den  eigentlichen  Haiq^tteil  des  Bucha  nnd  kfinnen  nnab- 
hftngig  davon  leicht  berücksichtigt  werden.  Es  zeigt  sich  Mangel  aof 
der  einen,  Ueberfluss  anf  der  andern  Seite.  Gleich  der  erste  Satz, 
wo  man  gar  nicht  weiss,  wovon  die  Rede  ist,  lantet:  „Man  nennt 
eine  Grösse  eine  Function  einer  oder  mehrerer  anderen,  wenn  sie 
von  ihr  oder  von  ihnen  abhängig  ist."  Die  Grösse  x  =  3.4  = 
7-|-5  von  3  oder  von  7  abhängig  zu  nennen  hat  offenbar  keinen 
Sinn;  CS  mag  also  zugestanden  sein,  dass  sich  irrtümliche  Deutungen 
vielleicht  nicht  aufstellen  lassen.  Soll  nun  aber  der  Schüler  sein 
ganzes  Gedankeubereich  durchprobiren ,  bis  er  findet,  dass  die  Ab- 
hängigkeit einen  möglichen  Sinn  hat,  wenn  man  sie  auf  die  Ycrän- 
derung  heidtf  Grössen  bezieht?  Dass  er  jedoch  den  Satz  nicht  ver- 
steht, iit  noch  der  giftastigste  Fall;  dentet  er  ihn  zuftllig  oder 
sympaühisdi  richtig,  so  behilt  er  die  vulgäre  Befiuigenhtit,  die  der 
UnteRicht  in  der  ezacten  'Wissenschaft  eben  heben  soll,  die  UnftUg- 
keit  sich  seiner  Gedanken  kkur  bewnsst  in  werden  nnd  davon  Beohen- 
schaft  zn  gehen.  Die  Berichtignng  des  Satzes  ist  leicht:  statt  ^aie 
von  ihr*'  mnss  es  heissen  „ihre  Yerändemng  von  deren  Yerftodernng**. 
Dann  durfte  aber  der  Unterschied  von  „variabel"  und  „constant'^ 
nicht  erst  später  folgen,  als  wenn  er  anf  die  Functionsbegriffe  keine 
Beziehung  hätte.  Ueberfluss  und  Mangel  zugleich  bietet  die  Erklärung 
der  Stetigkeit.  Die  Erwähnung  der  endlichen  Differenzen  trägt  nichts 
zur  Bestimmung  bei,  dagegen  ist  vorschwiegen,  dass  die  Function  für 
jeden  Wert  des  Arguments  innerhalb  des  Intervalls  einen  Wert  haben 
muss.  Der  betreffende  Satz  soll  wahrscheinlich  durch  seine  Länge 
entschädigen  für  das,  was  ihm  an  Deutlichkeit  fehlt.  Von  unendlich 
kleinen  Grössen  and  Grenzwerten  wird  hier,  und  noch  mehr  in  spätem 
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Capitcln  ohne  Erklärung  Gebrauch  gemacht.  Allerdings  kann  deren 
Theorie  schon  in  niederu  Schulcnrsen  gelehrt  und  daher  bekannt  s^. 
Ist  dies  aber  auch  wirklich  der  Fall  ?  Es  kommen  gar  manche  An- 
wendungen vor,  nach  deren  Bcgründunfj;  man  fragen  muss,  aber  eine 
Verweisnng  auf  Früheres,  die  doch  in  andern  Punkton  nicht  verab- 
säumt ist,  tindot  sich  in  diesem  Punkte  nirgends.  Es  folgen  mm,  als 
Einleitung  in  die  höhere  Analysis,  die  ersten  Klomonte  der  Differen- 
tial- und  Integralrechnung.  Erstere  bestehen  teils  aus  Ilcrleituug  der 
DiÜereutialformelu  teils  aus  Sätzen.  Zur  Hcrleituiig  werden  uuend- 
Ucho  Beihon,  Geometrie  und  Trigonometrie  zu  Hülle  gezogen,  den- 
nach  hat  sich  die  Bearbeitung  strenge  Logik  nicht  zum  Gesetz  ge- 
macht Es  werden  ohne  Nachweis  der  Berechtignng  fftr  Grössen 
innerhalb  eines  Ausdracks  Grenzwerte  sabstituirt.  Femer  behanptet 
das  Lehrbuch  mehr  als  ein  Gelehrter  weiss,  nämlich  dass 

/■(g+A)-/(a;) 
h 

för  verschwindendes  h  im  aligemdnen  einen  Grenzwert  hsbe.  Es 
wirkt  hiermit  zugunsten  der  grossen  Anzahl  derjenigen ,  welche  ge- 
neigt sind  die  Hathematik  zu  einer  Ghinbenslehre  machen.  Die 
Prindpien  der  Ihtegrabeehnnng  gehen  vom  bestimmten  Integral  als 
Grenzwert  einer  Summe  aus.  Die  Existenz  des  Grenzwerts  fttr  be- 
stimmte Teilung  des  Intervalls  wird  richtig  bewiesen;  der  Nachweis 
hingegen ,  dass  derselbe  von  der  Teilung  unabhängig  ist ,  beruht  auf 
einem  Deductionscirkel}  denn  er  stfttzt  sich  auf  den  Begriff  des  yon 
einer  Curve  begrenzten  Flächenraums,  der  sich  nur  durch  das  Inte- 
gral definiren  iässt  und  jene  Unabhängigkeit  zur  Voraussetzung  hat. 

Die  Bearbeitung  der  analytischen  Geometrie  lässt  sich  durch 
algebraische  (bzhw.  in  U^em  Umfimg  durdi  rein  analytische)  Ge- 
sichtspunkte leiten,  so  dass  die  Geometrie  mehr  als  Anwendung  der 
Algebra  erscheint  Charakteristisch  ist  flberdies,  dass  die  Coordina- 
ten,  wie  in  der  Ebene  so  im  Räume,  unmittelbar  im  schiefwinkligen 
System  eingefahrt  werden,  so  dass  der  Uebergang  zum  rechtwinkligen 
nur  gelegentlich  oder  nach  Erforderniss  geschieht.  Erwägt  man,  wie 
leicht  es  ist,  vom  rechtwinkligen  System,  sobald  eine  besondere  Auf- 
gabe es  verlangt,  zum  schiefwinkligen  überzugehen,  so  muss  es  un- 
begreiflich sein ,  wie  jemand  die  Complicatiouen  des  schiefwinkligen 
durch  die  ganze  Theorie  hindurchschleppen  kann,  wenn  er  nicht  etwa 
dieselbe  für  einen  besoudern  Zweck  bestimmt.  Die  Illusion ,  als  ob 
die  schiefwinklige  Coordinatcntheorie  umfassender  sei,  die  rechtwink- 
lige wol  gar  die  gehörige  Allgemeinheit  vermissen  lasse,  ist  wol  nie- 
manden zuzutrauen.  Man  wird  daher  als  nächstem  Grund  zu  der 
Vermutung  geführt,  dass  die  Methode  mehr  das  Bedflrfiiiss  der  neuem 
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omthetischen  Geometrie  nnd  der  Geometrie  der  Lage  als  das  Studium 
der  Natnrwissenacbafteii  im  Auge  habe.  Doch  die  wenigen  Punkte, 

in  welchen  gegen  Ende  des  Capitds  das  Gebiet  der  erstem  be- 
treten wird,  bestätigen  diese  Deutung  nicht  genllgend.  Besser  stimmt 
mit  der  Behandlungsweise  die  Erklärung,  dass  es  dem  Verfasser  bloss 
darum  zu  tun  war  ein  weiteres  Feld  für  Uebung  zu  gewinnen,  dass 
er  deshalb  überliaupt  auf  kein  bestimmtes  Ziel  der  theoretischen 
Ausbildung  ausyieng.  Die  Gegenstände  der  7  Capitcl  sind  1)  die 
Gleichungen  1.  Grades,  die  gerade  Linie  und  die  geradlinigen  Figu- 
ren; 2)  Transformation  der  Coordiuaten-,  8)  die  Linien  2.  Orrades; 
4)  einfachste  Anwendungen  der  Ditierüutiahecbuuug  auf  die  Geome- 
trie, Maxima  und  Miuima,  Coutacta  verschiedener  Ordnungen,  KrOm- 
mnngskreis ;  5)  Fundamentalbestimmimgen  der  analytischen  Geometrie 
des  Banmes,  die  Gleichongen  1.  Gfadesmit  3  Yariabeln;  6)  Trans- 
formation der  Coordinaten;  7)  die  Flächen  2.  Grades.  Am  ausfOhr- 
licbsten  sind  die  Kegelschnitte  behandelt  Im  ganzen  Werl»  ist  eine 
{^eichmAssig  concinne,  klare  und  leichtfiusliche  Darstellangswelse  an- 
znerkennen.  H. 


Vermischte  Schriften. 

KonveUe  Correspondence  math^matiqna  B^digi  par  Eugene 
Gatalan,  Doctenr  sciences,  Professevr  ä  rnnivertit6  de  Li^ge;  avec 
la  coUaboration  de  M.  H.  Mansion,  Laisant,  Brocaid,  Neoberg  et 
Edouard  Lucas.  Tome  sizidme.  li^  188a  E.  Decq. 

Der  Inhalt  der  ersten  Hälfte  des  Bandes  an  Abhandlungen  ist 
folgender. 

A.  Kibaucoar:  Ueber  die  Corren  and  FIftchen,  welche  Kreise, 
bzhw.  Kngein  einbttllen  (Schlnss). 

Nenberg:  Ueber  die  Anzahl  der  Kugeln,  welche  4  gegebene 
Ebenen  berttbren. 

H.  Brocard:  Eigenschaft  des  Dreiecks  (Forts,  u.  Schi.). 

Saltel:  Anwendung  des  Satzes  von  BoUe  auf  die  Theorie  der 
Oscnlation. 

P.  Mansion:  Ueber  ein  System  linearer  Gleichungen. 

E.  Oatalan:  Ueber  einige  Entwickelangen  von  cosma;  and  sin  dm;. 

J.  Neuberg:  Eigenschaft  der  Ellipse. 
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0.  —  A.  Laitaiit:  Tenngemeinerinig  einer  Formel  von  Cktalan. 

£.  Dahois  (D\joa):  Uebor  das  Theorem  der  LicbtbttudeL 
E.  Oeearo:  Ueber  die  Existenz  gewisser  Polyeder. 
H.  Brocard:  Eigenschaft  einer  Keihe  von  Dreiedieu. 
E.  CataUn:  üeber  des  Integral 
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0.  Le  Paige:  Ueber  eine  Eigenscbaft  der  halbsymmetriachen 
Determinanten  von  gerader  Ordnung. 

E.  Dubois:  Ueber  eine  Familie  cykloidaler  Gnrven. 

J.  Neuberg:  Elementar  mathematische  Uebangen. 

Wassilleff:  Biographische  Notis  Aber  Alexander  Popoft. 

Demartres:  Ueber  die  Fl&chea  von  circularer  Erzeugungslinie. 

A.  Catalan:  Ueber  die  Eegelschnittö,  welche  4  Bedingungen 
geniigen. 

H.  Brocard:  Bemorkungen  Uber  verschiedene  Artikel  der  Nou- 
velle  Gorrespondauce  (Forts.).  ' 

J.  Kenberg:  Ueber  die  Normalen  der  Ellipse. 

E.  Lucas:  Ueber  die  Erweiterung  des  Satzes  von  Descartes. 

H.  Brocard:  Ueber  die  Häufigkeit  und  die  Qesammtaahl  der 
Primzahlen.  H. 
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Litterarischer  Berickt 
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Lehrbücher,  Sammlungen  und  Tabellen. 

Lebrbuch  der  Bachstabeiirechniing  und  Algebra  mit  zaUreichen 
Uebnngsan^abeii.  Znm  Gebrauch  an  Semlnarien  nnd  höheren  Lehr- 
anstalten, wie  auch  zum  Selbstunterricht  bearbeitet  Ton  W.  Adam, 
EOnigl.  Serainarlehrer  iu  Keu-Buppin.  Zweiter  Teil:  Kubische, 
biquadratische  und  höhere  Gleiclningen  mit  rationalen  Wurzeln,  dio- 
phantischc  Gleichungen,  Logarithmen  und  Exponentialgleichungen, 
arithmetische  und  fieoiiietrisdifi  rrogressionen,  Zinseszius-  und  Ronten- 
rechnuug,  Kettenbrüche,  Kombin;itiouslehre  uud  Wahrscheiulichkeits- 
rechnuiig,  der  binomische  Lelirsatz.  Zweite,  vermehrte  uud  ver- 
besserte Auflage.  Keu-Kuppin  18Ö0.   Bud.  Pctreuz.   279  S. 

Um  den  Anforderungen  der  Bealachnlen  zu  entiprechen,  hat 
(laat  Vorwort)  der  Yer&sser  den  zweiten  Teil  einer  Tdletändigen 
Umarbeitung  unterzogen  und  ausser  zahlreichen  AenderoogeD  bedeu- 
tende Erweiterungen  eintreten  lassen.  Neu  aufgenommen  wurde  die 
Methode  der  liösung  kubischer  Gleichungen  durch  unendliche  Reihen 
und  auf  trigonometrischem  Wege,  sowie  die  Lösung  der  biquadrati- 
schen Gleichungen  nach  Cartesius,  Euler,  Ampere  u.  s.  w.  Zur 
leichteren  Auffindung  der  Wurzeln  bei  den  hühereu  Gleichungen  im 
allgemeinen  dienen  das  Gesetz  der  Cocfßcienten  und  der  Lehrsatz 
des  Cartesius,  welche  ausfuhrlicher  entwickelt  sind;  desgleichen  die 
eben&llB  neuen  Paragraphen  tou  den  Grenzen  der  Wurzeln  nnd  von 
den  gleichen  Wurzeln  einer  Gleichung.  Die  Anwendung  der  Loga- 
rithmen ist  nun  auch  auf  die  Lösung  der  quadratischen  und  kubi- 
schen Gleichungen  ausgedehnt  worden;  Iiieran  schliessen  sich  die 
Exponentialgleichnngen,  denen  gegenwärtig  ein  besonderer  Pangraph 
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gewidmet  ist.  Eine  beträchtliche  Erweiterung  haben  die  arithmeti- 
schen Progressionen  höherer  Ordnung  erfahren.  Aus  den  Anwen- 
dungen der  geometrischen  Progressionen  ist  die  Zinseszins-  und 
Rentonrechnung  herausgehoben  woi  tien.  Eine  Lücke,  die  einer  grös- 
seren Verbreitung  des  Buches  hauptsächlich  entgegenstand,  hat  der 
Verfasser  durch  Aufnahme  des  binomischen  Lehrsatzes  ausgefällt, 
dessen  Eutwickelung  sich  auf  die  Combinationslehre  gründet. 

Für  Lehrerbildungsanstalten  enthält,  infolge  der  angeführten 
Bereicherungen,  dieser  zweite  Teil  freilich  noch  mehr  als  früher  eine 
Menge  über  die  Sphäre  der  betreflFenden  Bildungsstufe  liinausgehenden 
Stoflf.  Doch  werden  den  gegenwärtigen  Inhalt  des  Buches  alle  die- 
jenigen willkommen  heissen ,  welche  nach  dem  Abgang  vom  Seminar 
der  Mathematik  feruer  ihr  Interesse  zuwenden;  da  sie  nicht  so  bald 
gezwungen  sein  dürften,  das  ihnen  vertraut  gewordene  Buch  aus  der 
Hand  zu  legen  und  anderswo  Belehrung  zu  suchen ;  ein  grosser 
Reichtum  wird  weniger  unangenehm  empfunden  als  zu  grosse  Dürf- 
tigkeit Zu  einer  grösseren  Sicherheit  auf  dem  Gebiete  der  Arith- 
metik und  Algebra  ?rird  die  um  ein  betrftcfatliches  vermehrte  Zahl 
der  Uebongsaufgaben  dienen.  H. 


Leitfaden  für  den  Unterricht  in  der  Algebra  an  Mittelschulen 
mit  circa  3000  Aufgaben.  ¥üv  die  llaud  der  Schüler  bearbeitet  von 
J.  Prisi,  Sekundarlehrer,  derzeit  Oberlehrer  in  Oberhofen.  II.  Theil, 
1.  Heft.  Bern  1880.  E.  J.  Wyss.   Id8  a 

Das  Buch  kann  nur  fOr  solche  Schiller  bestimmt  sein,  die,  nach- 
dem sie  berdts  in  den  Piindpien  aller  Zweige  der  Schulmathematik 
Tollständig  unterrichtet  sind,  sich  weiter  mit  Mathematik  beschäftigen 

wollen,  ohne  damit  einen  ernsten  Zweck  für  wissenschaftliches  Stu- 
dium oder  praktische  Ausbildung  zu  verbinden.  Der  erste  Abschnitt, 
welcher  die  Anfänge  der  allgemeinen  Zahlentheorie  enthält,  ist  noch 
der  am  sorgfältigsten  bearbeitete  und  könnte  noch  allenfalls  als 
Ucberleitung  zum  Studium  augesehen  werden.  Er  lüsst  an  exactera 
Ausdruck,  systematischer  Ordnung  und  sichtlichem  Fortschritt  nichts 
vermissen;  nur  ist  es  zu  verwundern,  dass  von  Schülern  von  Mittel- 
schulen ein  so  weites  Eingehen  auf  die  Theorie  erwartet  werden 
kann.  Das  wenige,  was  im  2.  Abschnitt  über  Functionen  gesagt  wird, 
ist  voll  Unklarheiten :  so  soll  z.  B.  das  Zeichen  /[a-,  ^,  z)  ausdrücken, 
dass  je,  y  und  «  von  einander  abhängig  sind.  Die  Übrigen  Abschnitte, 
.  Zerftllung  rational  gebrochener  Functionen  in  Partialbrache,  Ketten- 
brttche,  Auflösung  unbestimmter  Gleicluingen,  Combinationslehre, 
Wahrsdieinüchkeitsrechnung,  arithmetische  Reihen  höherer  Ordnnn- 
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gen,  Eutwickeluiig  der  Functionon  in  Bcihcn,  Rechnen  mit  complexen 
Zahlen .  goniometrische  Lösung  der  quadratischen  Gleichungen  und 
die  kubischen  Gleichungen,  haben  das  gemeinsame,  dass  sie  mit  Be- 
trachtung specicller  Beispiele  anfangen;  in  diesen  aber  findet  mau 
manchmal  willkürliche,  resultatlose  Operationen  und  Transformationen, 
manchmal  die  mehr  oder  weniger  deutliche  Iliuleituug  zur  eigent- 
lichen Aufgabe  ond  Ijösung,  manchmal  aasgesprochen,  manchmal  nicht, 
manchmal  besteht  die  LOanng  in  blossem  Probiren,  was  nie  gesagt 
wird,  manche  Begriffe  bleiben  unerklärt,  manches  Zalüenresaltat  wird 
hingestellt,  man  sieht  nicht  wo  es  herkommt,  u.  s.  w.  Das  Ganze 
ist  YoU  von  originollen  methodischen  Gedanken,  yerrit  aber  nirgends 
einen  Hinblick  auf  di^enigen,  welche  daraus  lernen  woUen:  es  wird 
den  Schalem  ganz  überlassen,  jene  Ctedanken  daraus  zu  abstrahiren, 
zu  verfolgen  und  in  die  rechte  Gestalt  zu  bringen;  wenigstens  wftre 
dieser  Gesichtspunkt  ganz  im  Einklang  mit  der  ausgesprochenen  Zu« 
mutung,  dass  die  Leser  die  zahlreichen  Druckfehler  selbst  corrigiren 
sollen.  H. 


Ebene  Trigonometrie  mit  einer  kurzen  Geschichte  dieser  Disciplin, 
einer  Aufgabensammlung  und  erlaut(>rnden  Bcuiorkungeu.  Für  Gym- 
nasien und  Bealschulon  bearbeitet  von  Eugen  Bergold,  Professor 
am  Gymnasinm  zu  Freiburg  L  6.  Leipzig  und  Heldelberg  1880. 
G.  F.  Winter.  81  S. 

Die  Torausgehende  Geschichte  der  Trigonometrie  berichtet  nach 
Erwähnung  der  indischen  Sinnstafeln  Uber  die  Ultwirkung  Ton  Hip- 
parch,  Henelans,  Ptolemäus,  Albatenius,  Peurbach,  Bogiomontan, 

Rhaeticus,  Pitiscus,  Neper,  Byrgius,  Brigg,  Vlacq,  Euler  an  der  Ge- 
staltung der  Theorie.  £s  folgt  die  Goniometrie,  erst  des  spitsen 
Winkels,  entwickelt  am  rechtwinkligen  Dreieck,  dann  die  allgemeine 
mittelst  der  Coordinaten,  wobei  die  Variation  der  Functionen,  ihr 
Vorzoichenwechsel ,  auch  rücksichtlich  des  Winkelvorzcichons ,  ein- 
gehend erörtert  wird,  dann  die  Auwendung  der  Logarithmen,  dann 
das  Additionstheorem  mit  Hülfe  eines  Kreisvierecks  mit  einem  Durch- 
messer als  Diagonale  nebst  allen  daraus  fliessenden  Relationen.  Die 
nun  folgende  Theorie  der  Dreiecksberechuung  enthält  auf  13  Seiten 
alles  notwendige  vollständig  und  reichlich.  Die  Aufgaben  sind  zuerst 
numerische,  die  sich  an  die  Theorie  anschliessen,  dann  solche,  welche 
auf  Stereometrie,  zuletzt  auf  Astronomie  Anwendung  machen.  Das 
Urteil  Uber  das  Buch  können  wir  kurz  dahin  zusammenfassen,  dass 
es  tadellos  und  zwedcentspreehend  wie  selten  eins  bearbeitet  ist  und 
vor  den  logischen  nnd  didaktischen  Ffthifi^eiten  des  Yerfossers  die 
höchste  Achtung  erweckt.  H. 

4* 
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Leitfaden  der  Physik.  Von  Dr.  W.  von  Bootz,  ord.  Professor 
der  Physik  an  der  technischen  Hochschule  zu  München,  ord.  Mitglied 
der  k.  b.  Akademie  der  Wissciischaftea.  Mit  2(52  in  den  Text  ge- 
drackteu  Hülzächuitteu.  Sechste  Auflage.  Leipzig  lÖdO.  L.  Fcruau. 
300  S. 

Das  Buch  besteht  aus  482  Lehrsätzen  und  Erklärungen,  welche 
aus  den  cxacten  Zweigen  der  Physik,  nämlich  Mechanik,  Wärmelehre, 
Elektricitätslehre,  Akustik  und  Optik  alles  für  Anfänger  wissenswerte 
in  guter  Ordnung  enthalten.  Beweise  werden  nicht  gegeben-,  dagegen 
ist  durch  vollkommen  exactc  und  doch  leicht  verständliche  Wort- 
fassung in  allen  Stücken  für  Aneignung  richtiger  Begriffe  gesorgt, 
so  dass  die  ungenügende  Darstellung  in  zahlreichen  Lehrbüchern  in 
vielen  wichtigen  Punkten  dadurch  corrigirt  wird.  Aasserdem  fehlt 
ei  nicht  an  Erläntening  und  Anwendang,  Angabe  der  Experimente 
und  Apparate,  die  jedoch  nar  km  nach  ihren  wesentlichen  Stacken 
erklArt  Bind.  Da  der  Standpunkt  mathematlseher  Torbildong  ein  sehr 
Terachiedener  sein  kann,  so  ist  die  hier  gew&hlte  Form  eines  Leit- 
fadens  für  den  Unterricht,  weiche  die  Begründung  dem  Lehrer  ganz 
flberUsBt,  gewiss  Tollkommen  gerechtfertigt  H. 

Anfangsgründe  der  Naturlehre  für  die  unteren  Classen  der  Mittel- 
schulen. Von  Dr.  Jos.  Kr  ist,  Schulinspector  und  Custos  des  k.  k. 
physik.-astronom.  Hofcabinets.  Zehnte  Autlage,  gleichlautend  mit  der 
durch  hoben  Miuisterial-Erlass  vom  13.  Mai  1879,  z.  6476  appro- 
bierten newiten  Auflage.  Mit  218  Holzschnitten.  Wien,  1880.  Wil- 
helm Branrafiller.  232  S. 

Das  methodische  Priucip  dieses  I.elirbuchs  ist.  von  der  p]rschei- 
nung  auszugehen  und  durch  ursächliche  Erklärung  allmählich  zu 
einem  Einblick  in  die  Theorie  hinzuführen.  Zweck  eines  solchen 
Unterrichts  ist  Anregung  zur  selbständigen  Beobachtung.  Ohne 
Zweifel  wäre  es  eine  der  grössteu  Leistungen,  wenn  Trieb  und  Be- 
fäJiigung  hierzu  bei  einer  grössern  Zahl  von  Schülern  erzeugt  werden 
kdnnte.  Was  der  Unterricht  in  den  untern  Classen  voraussetzen  darf, 
iat  Trieb  rar  Nachahmung  und  unbedingte,  unterschiedslose  Willigkeit 
receptiv  zu  folgen.  Hierauf  schehit  in  der  Tat  die  Ab&ssung  des 
Buches  zu  bauen..  Die  Lehren  werden  in  pragmatischer  Form  ein- 
fach flberliefert,  durch  den  sprgfiUtigsten  Ausdruck  ist  darauf  geachtet, 
dass  keine  andern  als  streng  richtige  Yorstellungen  und  Begrilfe  ge- 
bildet werden,  nnd  die  wenigen  Torkommenden,  auf  niedriger  Stufe 
stehenden  Schlüsse,  deren  Bündij^koit  gewiss  kein  Sehftler  Ansieht, 
sind  gleichwol  tadellos  gefasst.  Eine  Ausnahme  davon  macht  nur  der 
wie  ehi  Monstrum  unter  den  übrigen  dastehende  Satx:  Alle  Körper 
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sind  gleich  schwor  —  welcher  hier  als  voreiliger  Schluss  auftritt, 
dennoch  vom  Lehrbuch  sauctionirt  wird,  als  sollten  die  Schüler  er- 
mutigt werden  geistreich  sein  ni  wollen.  Wer  nach  Empfang  solcher 
Lehren  eher  Lehrer  wird,  als  er  Forscher  gewesen  ist,  behält  manch- 
mal —  davon  lässt  sich  ein  Beispiel  nennen  —  noch  im  hohen  Alter 
dio  Unfähigkeit  tiber  den  Gegenstand  klar  zu  denken.  In  den  ersten 
5  Abschnitten  ist  die  Beobachtung  eine  ganz  oberflächliche,  im  Grunde 
nur  qualitative ;  es  ergibt  sich  aus  ihr  nicht  viel  mehr  als  die  Gegen- 
stände, auf  Welcbe  die  Beobachtung  sich  richten  muss,  und  werden 
die  Namen  daAlr  angestellt.  Mit  dem  6.  Abschnitt  beginnt  der  Yor- 
trag  von  Yom,  nnd  zwar  ohne  neuen  Wechsel  mit  gleichem  Hasse 
von  GrUndlichkeit,  Vielseitigkeit  nnd  Eingehen  anf  die  quantitative 
Bestimmung,  wie  es  bis  ans  Ende  dnrchgefilhrt  wird.  Es  werden 
von  da  an  behandelt  die  Mechanik,  Akustik,  Optik,  die  Lehre  vom 
Magnetismus  und  der  Elektricität.  Auf  Chemie  und  Wärmelehre, 
welche  schon  vorher  hinreichend  ausführlich  besprochen  sind,  kommt 
der  Vortrag  nicht  wieder  zurück.  H. 

Dr.  Ludwig  Blum's  Grundriss  der  Physik  und  Mechanik  für 
gewerbliche  Fortbildungsschulen.  Verfasst  im  Auftrage  der  König- 
lichen Kommission  für  gewerbliche  Fortbildungsschulen  in  Württem- 
berg. Sechste,  verbesserte  und  vermehrte  Auflage  bearbeitet  von 
W.  Dietrich,  Hilfslehrer  am  Polytechnikum  Stuttgart.  Mit  96  Ab- 
bildungen in  Holzschnitt  Leipzig  und  Heidelberg  1880.  G.  F.  Win- 
ter. 162  8. 

Die  5.  Auflage  dieses ,  mit  anerkennenswertem  Geschick  dem 
Mangel  au  Selbstdeukeu  durch  Specialisiruiig  zu  Hülfe  kommenden, 
und  doch  die  exacte  Fassung  nicht  vernachlässigenden  Lehrbuchs  ist 
im  241.  litt.  Bericht  p.  10.  besprochen.  In  der  neuen  Auflage  ist 
das  Gesetz  von  der  Erhaltung  der  Energie  stärker  betont,  und  des- 
halb ein  besonderes  kurzes  Capitel  über  dieselbe  am  Schlüsse  des 
Buchs  hinzugefügt  Auf  die  Fortschritte  im  Bau  der  Wasser-  und 
Wftrmemotoren  ist  Bttcksicht  genommen.  H. 

Rechenhefte  für  die  Unterklassen  der  Realschulen  und  Gymna- 
sien und  die  entsprechenden  Klassen  höherer  Bürgerschulen.  Heraus- 
gegeben von  Dr.  H.  Stier,  Oberlehrer  an  der  Realschule  zu  Chem- 
nitz. 1.  Heft:  Die  vier  Sptcics  mit  unbcnanuten  Zahlen.  Zweite 
Auflage.   Chemnitz  1880.   Mai  tin  Bülz.  39  S. 

In  grOsster  Ausführlichkeit  und  Vielseitigkeit  wird  zuerst  das 
Zahlenschreiben  und  ZaUenksen  durch  Fragen  der  manniehfsltigsteii 


Digitizod  by  Goüßlc 


.42 


IdtUrarinA»  BeridU  CCLX, 


Art  eingeübt.  Einfacher  ist  dann  die  Aufstellung  der  Beispiele  für 
die  4  Spccios,  ^L'esondcrt  für  Kopfrccbueu  und  Tafelrechnen.  Das 
Buch  scheint  ausschliesslich  für  den  Gebrauch  des  Lehrers  in  der 
Classe  bestimmt  U. 

Sammln  11 von  Aufgaben  aus  der  Goniometrie  und  ebenen  Tri- 
gonometrie. Zum  Gebrauch  beim  Unterricht  auf  höheren  Lehr- 
anstalten und  zum  Selbststudium  zusammengestellt  von  Professor  Dr. 
0.  Hermes.  Berlin  1879.  Winckelmann  n.  Söhne.  292  S. 

Das  G^nwärtige  bildet  den  3.  Teil  der  „Sammlung  von  mathe- 
matischen Angaben**.'  Die  Anigaben  verlangen  teils  numerische  Be- 
rechnung mit  Hfllfe  fiknfetelliger  logarithmischer  Tafeln,  teils  Um- 
formung allgemeiner  Ansdrfleke,  teils  Goustmction  nach  trigonometri- 
scher llcchnung,  teils  Beweis  gegebener  Lehrsätze.  Bezüglich  auf 
Goniometrie  kommen  zu  den  sich  hieraus  ergebenden  Aufgaben  hinzu 
goniometrische  Gleichungen  und  goniometrische  Lösung  algebraischer 
Gleichungen.  Bezüglich  auf  Trigonometrie  enthält  die  Sammlung 
zuerst  Fnndaraentalaufgabeu,  dann  Berechnung  und  Construction  von 
Dreiecken  aus  mannichfaltigen  Daten,  dann  Aufgaben  über  Vierecke, 
dann  Erklärung  der  Tausversaleuthcorie  nebst  Aufgaben  darüber, 
dann  Anwendungen  auf  Maxinia  und  Minima,  kubische  Probleme, 
Mechanik  und  Optik.   Am  Öcbluss  stehen  die  Resultate.  H. 

Sammlung  von  Lehrsätzen  und  Aufgaben  aus  der  Planimetrie. 
Für  den  Schulgebrauch  sachlich  und  methodisch  geordnet  und  mit 
Hülfsmittelu  zur  Bearbeitung  versehen  von  Dr.  J.  0.  Gandtner 
und  Dr.  K.  F.  Junghaus.  Erster  Theil,  die  Anwenduug  der  Pro- 
])or(iüuen  nicht  erfordernd.  Mit  sechs  Figurentafeln.  Vierte  Auflage, 
hcrausgegebou  von  Dr.  K.  F.  Junghans.  Berlin  1079.  Weidmann. 
214  S. 

Voraus  geht  das  Yerzcichniss  der  als  bekannt  angenommenen 

Grundsätze,  Lelir^;it/e  und  Aufgaben  aus  der  Elementargeometrie. 
Das  nächste  sind  dann  Folgerungen  ans  denselben,  welche  vom  Schil- 
ler durchzuführen  sind.  Sie  beginnen  mit  den  leichtesten,  und  zwar 
ist  diese  ganz  leichte  Art  ziemlich  zahlreich,  selbst  die  höchste  Stufe 
macht  noch  niässige  Anforderungen  •,  überdies  ist  der  Weg  der  Fol- 
gerung stets  angedeutet.  Der  Gesichtspunkt  ist  also  wol,  den  Miuder- 
begabteMi  zur  freien  Anwendung  des  Erlernten  Mut  zu  machen  und 
jeden  Vorwand  des  Zurückbleibens  auszuschliessen.  Ebenso  bildeu 
die  Aufgaben  eine  ähnliche  Stufenfolge.  H. 
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Technik. 

Bewegliche  Modelle  aus  Stahlstäbchcn  für  den  Unterricht  in  der 
höheren  Geometrie.  I.  Serie.  Von  Dr.  F.  Buka.  Berlin  1879. 
Winckelmann  a.  Söhne. 

Biese  Modelle,  welche  von  der  YerlagsbnGhbandlnng  geliefert 
werden,  stellen  die  dnrch  bewegte  Gerade  nnd  ihre  Schnitte  erzeng- 
ten Gebilde  nebst  deren  Variation,  in  Dimensionen  von  c.  30<"",  dar. 
Die  erste  Serie  enthält  folgende  5  Modelle.  I.  Zwei  projectivisch 
gleiche  Punktreihen  1.  Or^lumig  mit  den  Verbindungslinien  homologer 
Funkte  zeigen  den  stetigen  Uebergang  aus  Parallclstrahlenbüsclieln 
in  Parabeln,  hyperbolische  Paraboloide  und  gewölinliclie  Strahleu- 
büschei.  Durch  Conibination  des  Modelles  mit  einem  gloicliartigon 
wird  ein  Rhombus  mit  2  zu  seinen  Seiten  ])aralU>I{'ii  Srhurcu  Gerader 
hergestellt,  und  derselbe  dnrch  stetige  Ikwegung  in  Parabeln  und 
Paraboloide  mit  beiden  Scharen  Gerader  —  darunter  gleichseitige  — 
übergeführt.  II.  Mit  Hülfe  zweier  projectivischen  Punktii  iiieu  1.  Ord- 
nung uud  der  Verbiudung.sliuien  homologer  Punkte  erhält  mau  in 
oontinnirlichcr  Folge  Strahlcubüchcl  1.  Ordnung,  die  verschiedensten 
Formen*  von  Ellipsen  (danmter  den  Kreis),  von  einmanteligeu  Hyper- 
boloiden nnd  Hyperbeln.  IH  Eine  Panktreihe  1.  nnd  eine  an  ihr 
projectivische  2.  Ordnung  (Kreis)  zeigen  —  zum  Teil  in  stetiger  Folge 
—  verschiedene  prägnante  Formen  der  3  Typen  geradliniger  Flächen 
8.  Ordnung  (mit  ihren  Doppelgeraden)  und  den  Uebergang  derselben 
in  solche  2.  Ordnung.  IV.  Zwei  projectivisch  gleiche  und  gleich 
grosse  Kreise  zeigen,  jenachdem  sie  behufs  Verbindung  homologer 
Punkte  gleichstimmig  oder  ungleichstimmig  in  parallele  Ebenen  gelegt 
werden,  durch  stetige  Bewegung  1)  den  Uebergang  aus  dem  Parallel- 
strahl enbüschel  in  elliptische  Cylinder,  Rotationscylinder,  in  Rotations- 
und allgemeine  Hyperboloide  und  Kegel,  sowie  iu  verschiedene  Flächen 
4.  Ordnung;  2)  den  Uebergang  aus  dem  Parallelstrahlenbüschel  in 
das  gerade  Kreiskonoid  und  verschiedene  andre  Arten  geradliniger 
Flächen  4.  Ordnung  mit  Doi)pelcurven,  endlich  in  eine  dem  Plücker- 
schen  Konoid  verwandte  P'läclicufamilie  3.  Ordnung.  Die  Kreise  sind 
ferner  so  eingerichtet,  dass  sie  einander  wie  die  Glieder  einer  Kette 
umfassen  können.  Hierdurch  und  durch  Gombination  mit  dem  pro- 
jectivisch fthnliehen  Krdse  aus  Modell  m.  erhftlt  man  weitere  .^^ten 
geradliniger  Flächen  3.  und  4.  Ordnung.  Ans  dem  Modell  lassen 
sich  weiter  Hyperboloide  mit  beiden  Scharen  Oerader,  dnrch  Gombi- 
nation mit  Modell  I.  Hyperboloide  mit  bertthrenden  Paraboloiden 
(durch  Uebeigang  aus  Cylinder  mit  Tangentialebene)  und  die  Schnitt- 
curven  einer  Ebene  oder  eines  windschiefen  Paraboloids  mit  Qylinder, 
K«gel  nnd  Hyperboloid  etc.  darstellen.  V.  Mit  Hfllfe  einer  Schrauben- 
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linio  von  c.  4  Umgängen  können  die  vcrschiodensto.a 
und  links  geschränkter  windschiefer  (darunter  axialer;  bchrauben- 
flächea,  ihre  Selbstschnittc,  ihr  Schnitt  mit  einer  zur  Axe  normalen 
Ebene,  der  Schnitt  ssweler  SehranbeDflftdie&  von  gleicher  Axe  etc. 
gezeigt  werden.  —  Die  axialen  Schraubenflftchen  lassen  sich  stetig 
in  einander  ttberffthren. 

Auf  den  Stativen  der  Modelle  I.  bis  IV.  sind  Mechanismen  an- 
gebracht, welche  die  instructiven  Bewegungen  leicht  ausführen  lassen. 
Deren  Gebrauchsanweisung  ist  in  der  beigegebeneu  Schrift:  , Be- 
schreibung zu  Dr.  F.  Buka's  beweglichen  Modelle,  I.  Serie"  —  ent- 
halten. H. 

Neuere  Apparate  für  naturwissenschaftliche  Schule  und  Forschung. 
Gesammelt  von  M.  Th.  Edelmann,  Privatdocent  an  der  technischen 
Hochschule  und  Inhaber  des  physical-nifchariischen  Instituts  in  Mün- 
chen. II.  Lieferung.  Mit  10  lithographirten  Tafeln.  Stuttgart  IbbO. 
Meyer  u.  Zelier.   162  S. 

Die  L  Lieferung  ist  im  253.  litt  Bericht  S.  2.  besprochen.  Zu 
den  daselbst  aufgeführten  Apparaten  kommen  jetzt  hinzu:  Lamont's 
erdmagnetische  Variations-Instrumcnte,  Weber's  Erdiuductor,  Appa- 
rate für  Bestimmung  der  Elasticitätsmodule  und  des  Wärme-Aua- 

di^hnnngs-Coefficienten,  Luftpumpe  und  ihre  Behandlung,  Apparat  zur 
Bestimmung  des  spccifischen  Gewichts  und  der  Voluraveräuderuug  der 
Gase,  Quadranteuelektrometer,  Wiedeniaun's  Galvanometer,  astasirende 
Magneto  nach  Uauy  und  du  Bois-lieymond.  U. 


Optik. 

Die  subjektive  Perspektive  und  die  horizontalen  Curvaturen  des 
dorischen  Styls.  Eine  perspektivisch -ästhetische  Studie  von  Dr. 
Guido  Hauck,  Professor  der  deskriiitiven  Geometrie  und  Grapho- 
statik  au  der  Königl.  technischen  Hochschule  zu  Berlin.  Mit  zwei 
Figuren-Tafeln.  Eine  Festschrift  zur  fünfzigjährigen  Jubelfeier  der 
technischen  Hochschule  zu  Stuttgart  ^  Stuttgart  1Ö79.  Kourad  Witt- 
wer.  147  S. 

Die  Schrift  gehört  nach  ihrem  ganzen  Inhalte  der  theoretisch- 
physiologischen Optik  an,  die  sie  jedoch  ausschliesslich  den  Gesichts- 
ponkten  und  Erfordernissen  der  darstellenden  Kunst  unterwirft.  Wir 
finden  darin  die  mathematische  Erkläraug  der  Aegeln,  welche  sich 
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emp^  r  .der  kflnsüeriseheii  Praxis  ergeben  haben.  Der  Ver- 
fusehw«.  anf  manchen  Widersprach  gegen  seine  Anfetellongen; 
eine  Entscheidung  über  deren  Richtigkeit  kann  hier  nicht  gegeben 
werden;  es  genügt,  dass  sie  in  klarer  Weise  niedergelegt  sind.  Er 

führt  aus,  dass  ein  Bild  nach  reiner  Ccntralprojection  deshalb  als 
todt  und  wirkungslos  erscheint,  weil  es  der  wirklichen  Bcschauuugs» 
weise  nicht  entspricht,  wo  das  Auge,  um  zuerst  die  bedeutungsvollen 
Linien  zn  verfolgen,  nicht  nur  central  gedreht,  sondern  auch  dem 
Bilde  parallel  verschoben,  und  um  nach  einander  die  Details  auf- 
zufassen, dem  Bilde  bald  gcnähorf,  bald  von  ihm  entfernt  wird.  Dass 
nun  für  eine  Darstellung,  welche  solchen  subjectiven  Anforderungen 
Rechnung  tragen  soll,  ein  exacter  Standi)unkt  der  Theorie  unmöglich 
ist,  leuchtet  ein.  Es  mag  daher  genügen  die  Hauptgegenstiinde  zu 
nennen,  von  denen  die  Schrift  handelt.  Im  ersten  Teil  ist  enthalten : 
der  Mechanismus  der  Angeubewcguugeii ,  das  Inuefvatiousgcfühl  und 
die  Blickbahnen,  das  Listing'soho  Gesetz  nnd  die  Empfindung  der 
Qeradlmigkeit,  Doppelauge,  Kopfdrehuugen,  Augeumass,  die  snbjectiv- 
perspectivischen  Curvaturen  nnd  das  Collinearitäts-Bewusstsein,  das 
snbjective  Anschannngsbild  ond  die  Definition  der  Perspective,  das 
collinear-  und  conform-perspectivischo  System,  das  conform-perspeeti- 
viscbe  Bild  nnd  das  snbjective  Anschanungsbild,  vergleichende  Kritik 
der  collinearen  und  couformeu  Perspective,  die  gekrümmte  Bildfläche 
(keramische  Bilder),  nebst  einem  Anhang  über  physische  und  psy- 
chische Formenfreude.  Der  II.  Teil  handelt  von  den  horizontalen 
Curvaturen  des  dorischen  Styls.  H. 


Afltronomie  und  Meteorologie. 

Fluth  und  Ebbe  und  die  Wirkungen  des  Windes  auf  den  Meeres- 
spiegel. Von  Hugo  Lentz,  Wasserhau  -  Inspector  in  Cuxhaven. 
Mit  41  Figuren  auf  9  Tafeln.  Hamburg  187^.  Otto  Meissner. 
23U  S. 

In  der  historischen  Eiuleitnng  werden  die  Ansichten  von  Strabo, 
Piinius,  Kepler  erwähnt,  die  Untersuchungen  und  Theorien  von  New- 
ton, Daniel  BernouUi,  Laplace,  Lubbock  und  Whcwell  charaktcrisirt 

Nach  Whcwell,  d.  i.  nach  einer  Zwischenzeit  von  c.  40  Jahren,  ist 
das  Gegcuwärlige  die  erste  umfassende  Ai-bcit  über  den  Gegenstand, 
daher  von  nicht  geringer  Bedeutung,  sofern  sie  die  grosse  Anzahl 
neuerer  Ergebnisse  enthält.  Die  Theorie  von  Newton  wird  ausführ- 
lich dargelegt;  alles  übrige  ist  eine  Verarbeitung  und  Zusammen- 
stellung der  vorhandenen  Küstenbeobachlungen,  geographisch  geordnet, 
nebst  Vcrgleichung  mit  der  Nevvton'schen  Theorie.  H. 
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ABtronomiBcho  Geographie.  Ein  Lehrbach  angewandter  Mathe- 
matik von  H.  C.  E.  Marius,  Professor  an  der  Königstädtisdieil 
Realschule  in  Berliu.  Mit  96  in  den  Text  gedruckten  Figuren. 
Leipzig  1880.  C.  A.  Koch.  348  8. 

Astronomische  G^graphie  ist  dasselbe  wie  mathematische  Geo- 
graphie, nftnüich  der  besondere  Teil  der  Astronomie,  der  Ton  der 
£rde  handelt  Das  Bnch  ist  fttr  den  Schnlunteiricht  bearbeitet  und 
swar  waltet  darin  der  pädagogische  Grundsatz,  dass  der  Schiller  die 
Wege  der  Ermittelung  aller  Resultate  kennen  lernen  und  die  Fflhig- 
keit  erwerben  soll  alle  Rechnungen  selbst  zu  vollziehen,  soweit  dies 
mit  Keuntniss  der  ebenen  Trigonometrie  und  einiger  hinzuzulernenden 
Sätze  aus  der  sphärischen  möglich  ist.  Die  Form  des  Vortrags  ist 
die  boschreibende.  Er  nimmt  in  jedem  Punkte  seinen  Ausgang  in 
Beobachtungen  und  Erfabrungcn ,  unter  denen  sehr  reichhaltig  die- 
jenigen vertreten  sind,  Avclclie  jedermann  offen  stehen;  doch  werden 
auch  die  Instrumente  genauer  Messung  beschrieben  und  sind  abge- 
bildet. Die  Hauptabschnitte  sind:  der  Sternhimmel,  die  Erde,  ihre 
Kugelgestalt,  ihre  Grösse,  ihre  Bewegung,  nämlich  ihre  ümdrehuug, 
dann  ihr  Umlauf,  oudlich  das  Erdsphäroid.  Dass  wir  au  dem  Gegcu- 
wirtigen  ein  in  eiaet  wisseanAniftliidiem  Geiste  you  einem  den  Gugeii* 
stand  Tollkommen  beherrschenden  VerjEasser  geschriebenes,  und  doch 
auf  die  Fassungskraft  der  SditUer  ganz  berechnetes  Lehrboch  be- 
sitzen, ist  in  hohem  Grade  zu  schftkzen.  H. 


Nautik. 

Beitrag  zur  Theorie  der  Stabilität  schwimmender  Körper.  Von 
H.  Schuuke,  Marine-Ober-Ingeuieur.  Kiel  1880.  Paul  Toeche. 
54  S. 

Der  Verfasser  nimmt  in  die  Aufgabe  der  Bestimmung  der  Stabi- 
lität schwimmender  Körper  unmittelbar  alle  Bedingungen  auf,  welche 
ftlr  die  Coustruction  eines  Schiffes  erfordert  werden.  Es  handelt 
sich  also  nicht  bloss  um  die  statische  Stabilität  in  der  Gleichgewichts- 
lage, sonderu  um  die  Bedingungen  sicherer  Fahrt  auch  bei  endliclicr 
Entfernung  aus  derselben  und  bei  Einwirkung  äusserer  Kräfte.  Die 
Stabilität  ist  dann  das  Drehuugsmoment,  welches  aus  der  Schwere 
des  Schiffes,  dem  Auftrieb  und  den  äussern  Kräften  rcsultirt,  positiv 
im  Sinne  eiuer  Drehung  nach  der  aufrechten  Gleichgewichtslage  hin, 
wobei  die  Beharrung  noch  ausser  Betracht  bleibt  Diesen  Bcgrifif 
hat  der  Verfasser  im  Aufaug  vor  Augen,  wo  er  die  bisherige  Be- 
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handluiigsweiso  der  Aufgabe  schlechthin  als  unf?onügen(l  bozeichiiet. 
Doch  von  einem  so  umfassenden  Gesichtspunkte  greift  er  selbst  sie 
nicht  an.  Er  geht  nicht  nur  von  der  Stabilität  im  Gleicliü;e\Yicht  aus, 
sondern  bestimmt  auch  diese  nicht  sofort  aily;eniein,  vieliiiolir  erst  in 
Bezug  auf  eine  in  der  Symnietrieebeue  liegende  horizontale  Axe,  dann 
mit  Berücksichtigung  der  Neigung  um  die  transversale  Axc.  Als 
Hauptziel  encbeint  es  nun,  deu  Begriff,  die  ConstractiOD  nnd  den 
Satz  doB  Metaoeutrams  der  vorgesetzten  Aufgabe  gemftss  za  erweitern. 
Die  Bearbeitang  sehliesst  sich  znnäcbst  an  das  die  gewöhnlich  gel- 
tende Theorie  reprftsentirendo  Werk  von  Bongnet  an,  ans  welchem, 
nach  Definition  der  notwendigen  Begriife,  Deplacement  (d.  L  Baum 
des  verdrängten  Wassers),  Schwimmaze,  Wasserlinie,  Kcigungsaze, 
Deplacementsschwerpnnktscurvo  u.  s.  w.,  die  Besnitate  in  Sätzen  zu- 
sainmengestellt  werden.  Nachdem  dann  der  erweiterte  Fall  eigentlich 
mehr  durchgesprochen  als  analytisch  behandelt  ist,  werden  Anwen- 
dungen auf  bestimmte  geometrische  Körper,  Prismen  von  kreis- 
förmigem, elliptischem,  rechteckigem  und  gleichschenklig  dreieckigem 
Querschnitt  gemacht.  Don  Schluss  bildet  eine  längere  und  eingehen- 
dere Besprechung  der  Autgabe,  die  momentane  Lage  der  Neigungi- 
a.KO  zu  bestimmen.  Es  werden  Meinungen  und  Resultate  von  Bouguet, 
Rankine  und  Ungenannten  aufgeführt,  das  Priucip  der  kleinsten  Wir- 
kung für  die  geeignete  Uutcrsucliuugsbasis  erklärt,  und  ein  coustruc- 
tiver  Anffindnngsweg  angegeben.  H. 


Vermischte  Schriften. 

Atti  della  R.  Accademia  dei  Lincei  anno  CCLXXVII.  1879—80. 
Serie  terza.  Transnnti.  Volume  IV.  Roma  1880.  SalviuccL 

Der  Band  ^nthftlt  an  mathelnatiscfaen  Abhandlungen  und  Koten 
folgendes. 

E.  Bertini:  Ueber  die  Congruenz  2.  Ordnung,  6.  Classe,  und 
1.  Gattung,  welcher  allein  eine  focale  Fläche  zukommt.  —  C.  Guidi; 
Ueber  die  graphische  Bestimmung  der  inneru  Kräfte  in  einem  homo- 
genen an  den  Enden  unterstützten  und  einer  beweglichen  Belastung 
unterworfenen  Balkennotze.  —  Battaglini:  Ueber  die  elliptische 
Diflerentialgleichung.  —  De  Gasparis:  Ueber  die  Variation  der 
Exoentridtät  der  Phmetenbahnen.  — >  G.  Celoria:  Ueber  dnige  alte 
Sonnenfinsternisse  nnd  insbesondere  Aber  die  des  AgathoUee.  — 
G.  Gautero:  Ueber  die  Bewegung  einer  FUche,  welche  eine  feste 
FIflche  bestSndig  berOhrt  —  De  Gasparis:  Ueber  die  Variation 


48 


Litterttrüeher  BerkAt  CCLX. 


der  Fläcbengoschwindigkeit  dos  Moudes  relativ  zur  Erde  infolge  der 
Einwirkung  der  Sonne.  —  G.  Veronesc:  Uelier  einige  henierkens- 
werto  Contiguratioücn  von  Piinktiui .  Geraden  und  Ebenen.  Kc^^el- 
schnitteu  und  Fliieiicn  '1.  Grades.  —  A.  liartoli:  Uel)er  die  (icsetze 
der  galvanischen  Polarität.  —  Siacci:  Uebtr  einen  Satz  vtni  Jaeobi. 
—  Briosebi;  Ueber  eine  ('lasse  von  Ditrerentialgleiebungcn,  wclclic 
sich  durch  elliptische  Functionen  iutcgriren  lasseu.  —  De  Gaspa- 
ris:  Beweis  und  Anwcuduug  einer  ncnen  Fomel  zor  Berechnung 
der  plauetarischon  Störungen.  — >  G.  A.  Maggi:  Ucbcr  die  Gcscliichte 
der  cylindriscben  Functionen.  —  Ausser  den  Sitzungsberichten  und 
Artikeln  aus  vei'schiedenen  andern  Wissenszweigen  enthält  femer 
die  Zeitschrift  fortlaufende  Publicationsvcrzeichnisse  und  meteorolo-. 
gischo  Beobachtungen.  H. 
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